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Na co komu logika?

Felieton wygtoszony w radiu eR 18 maja 2010 r.

Kazdy nauczyciel logiki bywa od czasu do czasu pytany o cel i sens uczenia
sie jego dyscypliny. Wybitny polski uczony, Tadeusz Kotarbinski, zwykt byt
w takich sytuacjach mawia¢: ,pytanie «na co komu logika?» powinno by¢
rozpatrywane jako czes¢ szerszego problemu: «na co cztowiekowi rozum?y.
Kto nie widzi potrzeby uczenia sie logiki, ten nie do konca zdaje sobie sprawe
z tego, do czego stuzy rozum. Kazdy zas, kto wie, do czego rozum stuzy, ma
Swiadomos¢ i tego, jak potrzebne jest wyksztatcenie jego naturalnej zdolnosci
do jasnego mysélenia, Scistego wypowiadania sie i poprawnego uzasadniania
gloszonych tez.

Sa tacy, ktorzy glosza, ze logika jest zbyt trudna, by zwykty Smiertel-
nik mogt wyksztatci¢ sie w niej na jakimkolwiek rozsadnym poziomie. To,
oczywiscie, jest ghupstwo. Skoro bowiem w cyrku stont moze opanowaé sztuke
tanca, to nalezacy do uniwersytetu reprezentant gatunku homo sapiens jest
w stanie wyszkoli¢ si¢ w uzywaniu jednej matematycznej funkcji — interpre-
tacji.

Mozna jednak spotkaé¢ ludzi, ktorzy watpia w zwiazek umiejetnosci lo-
gicznego myslenia ze studiowaniem teoretycznej logiki. Ludzie ci — czasem
nawet naukowo utytuowani — przypisujag sobie samym praktyczne umiejet-
nosci logiczne, przyznajac sie zarazem do tego, ze logiki nigdy nie zdotali sie
nauczy¢. Myla sie. Wierzg oni naiwnie we wtasne zdolnosci do jasnego my-
Slenia, precyzyjnego wypowiadania si¢ i poprawnego uzasadniania, poniewaz
nie sa w stanie dostrzec logicznych btedow, ktére notorycznie popetniaja.
Nie widzac wtasnych btedéw logicznych, nie cierpia z ich powodu i upew-
niaja samych siebie, ze nie potrzebujg ksztalci¢ sie w logice. W ten sposéb
wpadaja w zaklety krag nielogicznosci. Gdyby zechcieli nauczy¢ sie logiki, z
przerazeniem odnosiliby sie do nonsensow, ktére wezesniej wydawaly sie im
by¢ caltkiem rozsadne, a nawet gtebokie. Albowiem, jak napisat wielki logik,
Jan Fukasiewicz, kto wyksztalcit sie w logice matematycznej, temu jakby
tuski spadaja z oczu, widzi on btedy tam, gdzie inni ich nie dostrzegaja, i
dostrzega nonsensy tam, gdzie wielu widzi jakas tajemnicza gtebie.



Rzeczywiscie, wyjawszy zawodowych logikow, studiujemy logike nie po
to, by co§ — w domysle: co$ praktycznego — z nig zrobi¢. Raczej studiujemy
logike po to, by ona co$ zrobita z nami, w szczegélnosci z naszym mysle-
niem. W pocie czota wdrazajac sie w podstawowe rachunki logiczne, dzien po
dniu, w rezultacie wielkiego wysitku, przezywszy liczne niebezpieczne przy-
gody matematyczne i filozoficzne, wchodzimy w posiadanie skarbu kultury
logicznej. My$l cztowieka logicznie wyksztatconego roézni sie bowiem od na-
turalnej zdolnosci do logicznego myslenia mniej wiecej tak, jak mistrzowski
skok narciarski wyksztalconego sportowca rézni sie od naturalnej zdolnosci
do podskakiwania przy grze w klasy.



Rozdziat 1

Wprowadzenie do rachunkéw
logicznych

W strumieniu swiadomosci wystepuja przezycia poznawcze — takie, jak wy-
obrazenia, pojecia, przekonania — i przezycia dazeniowe — takie, jak akty
woli, emocje. Sensem przezy¢ poznawczych jest dostarczenie informacji o
czyms, za$ ogdt wiarygodnych informacji stanowi wiedze. Do fundamentéow
zachodniej cywilizacji nalezy postanowienie uzanawania za wiarygodne tych
przekonan, ktére sa najlepiej uzasadnione. Ta idea zostata wyraznie wypowie-
dziana po raz pierwszy przez Platona w dialogu Fedon. Gtéwny bohater tego
dzieta, Sokrates, postanawia akceptowaé zawsze te przekonania, za ktorymi
przemawia najlepsze uzasadnienie. Logika jest to nauka o naturze, sposobach
1 warto$ci uzasadnienia.

1.1 Uzasadnianie przekonan

Przekonania, ktére stanowig przedmiot uzasadnienia, sa swoistymi myslami.
Mysli te sa wypowiadane w zdaniach, ktore sa tworami jezyka. Pojecie zda-
nia, ktérym postugujemy sie w logice, r6zni si¢ od pojecia zdania znanego
z filologii. W logice zdaniami nazywamy te wypowidzi, w ktérych zdajemy
sprawe ze stanu rzeczy. Zdaniem w sensie logicznym sa wiec te wypowiedzi,
ktore nadaja sie do uzupehienia zwrotéw: ,sadze, ze”, ,uwazam, ze” i po-
dobnych. Na przyktad pytania i rozkazy nie sg zdaniami w sensie logicznym.
Zdanie, ktore trafnie zdaje sprawe ze stanu rzeczy, jest prawdziwe, a zda-
nie, ktore zdaje sprawe ze stanu rzeczy mylnie, jest fafszywe. Prawde i falsz
nazywamy wartosciami logicznymi.

Przyjmujemy wiec, ze wiedza sktada sie¢ ze zdan, ktore nadaja sie do wy-
powiadania przekonan. Zdania moga by¢ dobrze lub Zle uzasadnione. Moga
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tez by¢ catkiem pozbawione uzasadnienia. zatem w logice badamy przekona-
nia za posrednictwem zdan.

Uzasadnienie bezposrednie i posrednie. Odrézniamy uzasadnienie bez-
posrednie od posredniego. Bezposrednie uzasadnienie nazywa sie oczywisto-
scig. Za bezposrednio uzasadnione uznajemy te zdania, ktore sg uzasadnione
bez odwotywania si¢ do innych zdan. To, ktére poszczegdlne zdania wolno
uzna¢ za bezposrednio uzasadnione, jest sprawa wielce dyskusyjna. Najcze-
Sciej akceptowanymi kandydatami sg zdania oparte wytacznie na doswiadcze-
niu zmystowym (np. stofice swieci), zwane zdaniami percepcyjnymi, zdania
oparte wylacznie na do$wiadczeniu wewnetrznym (np. kocham Jadwinie),
zwane zdaniami introspekcyjnymi, i zdania oparte wytacznie na rozumieniu
zawartych w nim znakow (np. zaden kawaler nie jest zonaty), zwane zda-
niami analitycznymi. Granica miedzy trzema wymienionymi sferami oczywi-
stosci oraz miedzy oczywistoscia a jej brakiem jest problematyczna, ale — na
szczesScie — nie stanowi przedmiotu troski logikéw. Zauwazamy tylko, ze uza-
sadnienie bezposrednie odgrywa wazna role w wiedzy i zalecamy ostroznosé
w wytyczaniu jego terytorium. Uwaga logikéw kieruje sie ku uzasadnieniu
posredniemu, czyli wnioskowaniu. Polega ono na tym, ze pewne zdanie jest
uzasadniane za pomocg innych zdan. O zdaniu uzasadnionym posrednio mo-
wimy, ze jest z owych innych zdan wywnioskowane.

Pojecie wnioskowania. Wnioskowanie sktada si¢ z dowolnej liczby zdan,
ktore nazywaja sie przestankami, i z pojedynczego zdania, ktore nazywa sie
konkluzjg lub wnioskiem. Istota wnioskowania polega na tym, ze przestanki
majg nadawaé sie na uzasadnienie konkluzji. Istote wnioskowania stanowi
wiec roszczenie do mozliwosci uzasadnienia konkluzji za pomocg przestanek.
Zamiast o wnioskowaniu wolno tez mowi¢ o rozumowaniu.

W logice dokonujemy pewnej idealizacji. Przyjmujemy mianowicie, ze
kazde wnioskowanie ma standardowg postaé, to znaczy, ma postaé¢ zbioru
zdan, jedno z tych zdan jest wyrdznione jako wniosek, a pozostalte zdania
sg przestankami. Zwykle oddzielamy przestanki od wniosku poziomg linig:
przestanki wystepuja nad linig, a wniosek pod linig. Na przyktad zbiér zdan:

niektore ssaki nie sa oswojone,
wszystkie ssaki sa kregowcami,
niektore kregowce nie sg oswojone.

jest wnioskowaniem o dwéch przestankach: | niektore ssaki nie sg oswojone”,
,wszystkie ssaki sg kregowcami” i konkluzji: ,niektore kregowce nie sg oswo-
jone”. Niekiedy, zamiast poziomej linii, do oddzielenia przestanek od wniosku
uzywany jest znak ., czyli tréjkropek:
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niektore ssaki nie sa oswojone,
wszystkie ssaki sa kregowcami,
.. niektére kregowce nie sg oswojone.

Podkreslmy jeszcze, ze kolejno$¢ przestanek jest obojetna. Istotne jest nato-
miast wyrazne wskazanie wniosku.

We wnioskowaniach, z ktorymi spotykamy sie w réznych sytuacjach, od-
roznienie wniosku od przestanek nie zawsze jest tatwym zadaniem. Co wiecej,
nie zawsze jest catkiem jasne, czy w ogdéle mamy do czynienia z wniosko-
waniem. W wielu wypadkach sygnatem, ze mamy do czynienia z wnioskiem,
moga by¢ zwroty: ,wiec”, ,wobec tego”, ,a zatem”, .z tego wynika”, ,w kon-
sekwencji”, ,w rezultacie”, ,mozna stad wywnioskowac¢”, ,musi” i podobne.
Sygnatem, ze mamy do czynienia z przestanka, moga by¢ zwroty: ,ponie-
waz”, ,bowiem”, .albowiem”,  pod warunkiem”,  przy zatozeniu”, ,skoro”
i podobne. Nie ma jednak niezawodnych znakéw, pozwalajacych na odroznie-
nie konkluzji od przestanek. Wszystkie wymienione zwroty pelnia tez inne
funkcje. Ocena tego, czy mamy do czynienia z wnioskowaniem, i tego, ja-
kie sa przestanki i konkluzja tego wnioskowania, wymaga nieraz glebszego
namystu nad sensem badanego tekstu, uwzglednienia szerszego kontekstu, a
zwlaszcza dociekania intencji autora. W logice zaktadamy, ze te czynnosc¢ juz
wykonano, ze kazde wnioskowanie ma standardowg postac.

Poprawno$¢ wnioskowania. Zaleznie od intencji osoby, ktora powotuje
sie na wnioskowanie, mozna odr6zni¢ wnioskowanie kategoryczne i hipote-
tyczne. 7 kategorycznym wnioskowaniem mamy do czynienia wtedy, gdy
osoba wnioskujaca akceptuje z pewnym stopniem przekonania wszystkie prze-
stanki jako prawdziwe i traktuje je jako uzasadnienie konkluzji. W hipo-
tetycznym wnioskowaniu wartos¢é logiczna przestanek jest obojetna. Wedle
osoby wnioskujacej przestanki — gdyby ewentualnie okazaty si¢ prawdziwe
— dostarczatyby uzasadnienia konkluzji. W wypadku wnioskowania katego-
rycznego mamy wiec do czynienia z faktycznym roszczeniem do uzasadnienia,
podczas gdy w wypadku wnioskowania hipotetycznego chodzi jedynie o uza-
sadnienie potencjalne. Wnioskowanie kategoryczne jest wiec pelnokrwistym
wnioskowaniem, a wnioskowanie hipotetyczne raczej wzorcem ewentualnego
wnioskowania.

Celem wnioskowania kategorycznego jest faktyczne uzasadnienie konklu-
zji za pomocy przestanek. Wnioskowanie moze spelia¢ swoje zadanie z po-
wodzeniem, moze jednak zawodzi¢. Wnioskowanie, ktére spetnia z powodze-
niem swoje zadanie, nazywa sie poprawnym (dobrym), a wnioskowanie, ktére
tego zadania nie spelia, nazywa si¢ niepoprawnym (ztym). Zeby wniosko-
wanie osiggneto swoj cel, muszg zosta¢ spetnione dwa warunki: po pierwsze,
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wszystkie przestanki muszg by¢ prawdziwe, po drugie, miedzy przestankami a
wnioskiem musi zachodzi¢ wlasciwy zwiazek logiczny. Spetnienie pierwszego
warunku nazywa sie materialng poprawnoscig, a drugiego konkluzywnoscig
wnioskowania. Braki w spelianiu tych warunkéw sa btedami wnioskowania.
W wypadku wnioskowania hipotetycznego wymagamy wytacznie konkluzyw-
nosci, nie roscimy bowiem pretensji do prawdziwosci przestanek.

Poprawno$¢ materialna. Jezeli wszystkie przestanki wnioskowania sg
zdaniami prawdziwymi, to takie wnioskowanie jest materialnie poprawne.
Natomiast blgd materialny polega na tym, ze co najmniej jedna przestanka
jest zdaniem fatszywym, na przyktad:

wszystkie zwierzeta wodne sa rybami,
wszystkie ryby maja skrzela,
wszystkie zwierzeta wodne maja skrzela.

Jak wiadomo, m.in. walenie sa zwierzatami wodnymi, nie bedac rybami. Nie
sg one tez wyposazone w skrzela. Pierwsza przestanka jest zdaniem faltszy-
wym. 7 tego powodu, mimo ze konkluzywnos¢ nie budzi tu zadnych wat-
pliwodci, wniosek okazuje sie falszywy. Jak wida¢, uzasadnienie, ktore jest
oparte na zdaniu fatszywym, nie ma wartosci.

Do btedu materialnego podobny jest nieco stabszy btad petitio principii.
Zarzucamy go wtedy, gdy co najmniej jedna przestanka nie zostata nalezycie
i uprzednio uzasadniona. Przez uzasadnienie uprzednie rozumiemy uzasad-
nienie niezalezne od wniosku. Uzasadnienie moze by¢ natomiast nalezyte w
jednym typie wiedzy, ale nie w innym. Na przyktad uzasadnienie ekspery-
mentalne moze by¢ uznane za nalezyte w fizyce, ale nie w matematyce.

O ile wiec w wypadku btedu materialnego wiadomo, ze ktoras z prze-
stanek jest falszem, o tyle w wypadku btedu petitio principii nie wiadomo,
czy jest ona prawda. Blad petitio principii dlatego jest wadg mniejszg niz
btad materialny, ze pozostawia otwartg kwestie naprawy wnioskowania przez
poszukiwanie niezaleznego uzasadnienia podwazonej przestanki. Nie mniej
jednak jest to btad stawiajacy materialng poprawnos¢ wnioskowania pod
znakiem zapytania.

Szczegdlna postacia btedu petitio principii jest bledne kolo we wnioskowa-
niu, zwane tez btedem circulus (vitiosus) in probando. Blad kota zarzucamy
wnioskowaniu, jesli uzasadnienie co najmniej jednej przestanki jest zalezne
od konkluzji. Innymi stowy, konkluzja badanego wnioskowania wystepuje w
roli przestanki w pewnym innym wnioskowaniu, ktére prowadzi do uzasadnie-
nia jakiej$ przestanki badanego wnioskowania. Nastepujacy cytat wskazuje
na trzy przyktady btednego kota we wnioskowaniu. ,Jesli powiem: «srednio-
wieczne dokumenty dowodza zaistnienia pewnych cudéw w takim samym
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stopniu, w jakim dowodza zaistnienia pewnych bitew», stysze w odpowie-
dzi: «w Sredniowieczu ludzie byli przesadniy. Jesli natomiast chce wiedziec,
dlaczego moi przeciwnicy uwazajg ich za przesadnych, jedyng ostateczng od-
powiedzia, jaka otrzymuje, jest to, ze w sredniowieczu ludzie wierzyli w cuda.
Jesli powiem: «pewien wiesniak widzial duchay, mowia mi: «alez wiesniacy
sa tak tatwowiernin. A jesli zapytam: «dlaczego tatwowierni?y, odpowiedz
brzmi: «poniewaz wierza w duchy». Islandia nie moze istnie¢, poniewaz wi-
dzieli ja tylko glupi marynarze. Marynarze zas sa ghupi tylko dlatego, ze
twierdza, iz widzieli Islandi¢” (Gilbert Keith Chesterton, Orthodozy).

Rozwazania dotyczace btedu petitio principii pokazuja przy okazji, dla-
czego — jak powiedzieliémy — tajemnicze uzasadnienie bezposrednie musi
odgrywaé¢ pewng role w kazdym typie wiedzy. Po prostu nie ma mozliwo-
Sci uzasadniania wytacznie za pomoca wnioskowan, ktore przeciez przenosza
uzasadnienie z jednych zdan na inne. Aby jednak bylo co przenosi¢, mu-
sza istnie¢ ostateczne przestanki, uzasadnione bez odwotywania sie do innych
zdan. Dociekanie ostatecznych przestanek stanowi zawsze waznag czes¢ ana-
lizy logicznej podstaw kazdego typu wiedzy.

Badanie materialnej poprawnosci wnioskowania nalezy w zasadzie do tej
gatezi wiedzy, w ktorej ramach wnioskowanie jest przeprowadzane. To, czy
wszystkie zwierzeta wodne sa rybami, nie jest problemem logiki, lecz biolo-
gii. Sg jednak szczegdlne sytuacje, w ktorych ocena materialnej poprawnosci
moze naleze¢ réwniez do logiki.

Mianowicie do logiki nalezy badanie, czy w przestankach nie kryje sie
sprzeczno$é. Wnioskowaniu o sprzecznych przestankach zarzucamy szczegdlna
wersje btedu materialnego, zwang bledem sprzecznos$ci lub tez btedem prze-
czenia samemu sobie. Przestanki moga by¢ jawnie sprzeczne lub sprzecznosé
moze by¢ w nich ukryta. Wykrywanie sprzecznosci oraz ich zrédet, a takze
zabezpieczanie si¢ przed sprzecznoscig nalezy do gtéwnych celow stosowania
logiki.

Przez pare zdan sprzecznych rozumiemy takie dwa zdania, z ktorych jedno
przeczy dokltadnie temu, co jest stwierdzane w drugim. Prostym przyktadem
pary zdan sprzecznych sg zdania: ,Krakow jest stolica Polski”, | Krakéw nie
jest stolicg Polski”. Z pary zdan sprzecznych jedno musi by¢ prawdziwe, a
drugie falszywe. Kryjacy sprzecznosé zbior zdan musi z koniecznosci zawieraé
zdania falszywe. Jesdli wiec w przestankach pewnego wnioskowania kryje sie
sprzecznos¢, to takie wnioskowanie nie moze by¢ materialnie poprawne: co
najmniej jedna z przestanek musi by¢ fatszywa. Blad sprzecznosci w prze-
stankach jest wiec szczegdlng, bardzo ztosliwg postacia btedu materialnego.
Sprzecznosé¢ dyskwalifikuje kazdy zestaw przestanek jako potencjalne Zrodto
wiedzy. Kto przeczy samemu sobie, nie moze niczego wartosciowego stwier-
dzi¢ ani uzasadnic.
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Ogodlne zagadnienie konkluzywnosci. Do centralnych zagadnien logi-
ki nalezy problematyka konkluzywnosci wnioskowania. W sercu logiki lezy
mianowicie pytanie o zwiazki, ktére moga zachodzi¢ miedzy przestankami a
konkluzjg wnioskowania, a ktore sprawiajg, ze przestanki rzeczywiscie nadaja
sie na uzasadnienie konkluzji. Zauwazmy, ze konkluzywnos¢ nie zaktada ma-
terialnej poprawnosci. Mozna badac¢ zwiazki miedzy przestankami a konkluzja
we wnioskowaniu o nieuzasadnionych, falszywych, a nawet sprzecznych prze-
stankach. Konkluzywno$¢ rozumiemy wowczas w ten sposob, ze przestanki
uzasadniaja konkluzje potencjalnie, to znaczy, o ile sa czy tez o ile bytyby
prawdziwe.

Zwiazek logiczny miedzy przestankami a konkluzja jest dla wnioskowania
istotny. Aby sie o tym przekonac, rozwazmy przyktadowe wnioskowanie:

Warszawa jest stolica Polski,
Madryt jest stolica Hiszpanii,
Helsinki sa stolica Finlandii.

Wszystkie przestanki i wniosek sa doskonale prawdziwe. Maja tez solidne
uzasadnienie (mozna go uzasadnié, zerkajac na polityczna mape Europy).
Mimo to rozwazane wnioskowanie jest niepoprawne: brakuje zwiazku logicz-
nego miedzy przestankami a wnioskiem. W tym wnioskowaniu przestanki nie
stanowig zgota zadnego obiektywnego uzasadnienia wniosku. Powiedzieliby-
smy, ze to wnioskowanie jest ewidentnie i catkowicie niekonkluzywne.

Jezeli miedzy przestankami a konkluzja nie zachodzi zaden zwiazek, ktéry
usprawiedliwiatby w jakims stopniu przeniesienie uzasadnienia z przestanek
na konkluzje, to zarzucamy btad ignoratio elenchii. Wnioskowanie przedsta-
wione w poprzednim akapicie jest przyktadem tego wlasnie btedu.

Szczegblna postacia btedu ignoratio elenchii jest btad quaternio termino-
rum, zwany tez bledem wieloznacznosci we wnioskowaniu. Blad ten zarzu-
camy, jesli miedzy przestankami a wnioskiem nie zachodzi zaden wymagany
zwiazek logiczny, ale powstaje pozor takiego zwigzku, wywotany uzyciem ja-
kiego$ zwrotu w co najmniej dwoch réznych znaczeniach. Bledem quaternio
terminorum jest obarczone wnioskowanie:

kazde malzenstwo jest umowa spoteczna,
niektore matzenstwa maja dzieci,
niektére umowy spoteczne maja dzieci,

poniewaz, gdyby wieloznaczny wyraz ,matzenstwo” miat w obu przestan-
kach to samo znaczenie, wnioskowanie bytoby konkluzywne, ale wnioskuja-
cemu najwidoczniej chodzi o rézne znaczenia tego wyrazu. Wystarczy jednak
odpowiednio doprecyzowaé¢ znaczenie uzywanych we wnioskowaniu zwrotow:
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kazdy akt zawarcia maltzenstwa jest umowa spoteczna,
niektore pary maltzenskie maja dzieci,
niektére umowy spoteczne maja dzieci,

by pozory konkluzywnoéci prysty, by okazalo sie, ze rozpatrywane wniosko-
wanie jest ewidentnie niekonkluzywne.

Dedukcja a spekulacja. Konkluzywnosci oczekujemy od kazdego, bez
wyjatku, wnioskowania. Jak bowiem powiedzielismy, roszczenie do mozliwo-
Sci uzasadnienia konkluzji za pomoca przestanek stanowi istote wnioskowa-
nia. Jednakze r6éznym rodzajom wnioskowania odpowiadaja rézne rodzaje
konkluzywnosci. Najwazniejszy pod tym wzgledem jest podzial wnioskowan
na

e niezawodne (dedukcyjne),
e zawodne (spekulatywne).

Wnhioskowanie dedukcyjne moze tez by¢ nazywane krétko dedukcjg, a wnio-
skowanie spekulatywne spekulacjg. Wnioskowania niezawodne réznia si¢ od
wnioskowan zawodnych relacja, ktéra taczy przestanki z konkluzja. Aby sobie
te roznice uzmystowi¢, odwotamy sie do prostego przyktadu.

Wyobrazmy sobie podroznego, ktory wybiera sie koleja z Wroctawia do
Lublina. Powiedzmy, ze nasz podroézny ma na imi¢ Pankracy. Poniewaz Pan-
kracy zaspal, wbiega na peron w ostatniej chwili. Oczekuja tu dwa sktady: a
i b. Pakracy przeprowadza wnioskowanie:

do Lublina jest daleko,

na dtugich trasach kursujg zwykle lepsze sktady,
sktad a jest znacznie nowszy i czystszy niz sktad b,
do Lublina jedzie sktad a.

Opierajac si¢ na tym wnioskowaniu Pankracy biegnie w kierunku sktadu a.
Wchodzgc do wagonu, spotyka konduktora. Zagadnawszy go, dla pewnosci, o
cel podrozy, dowiaduje sie, ze ten sktad jedzie do Poznania. Wowczas Pakracy,
ostatkiem sit galopujac na druga strone peronu, wnioskuje odruchowo:

do Lublina jedzie sktad a lub sktad b,
sktad a nie jedzie do Lubline,
do Lublina jedzie sktad b.

Obydwa wnioskowania, na ktorych opiera sie Pankracy, sa poprawne, ale
roznig sie od siebie pod bardzo istotnym wzgledem. Pierwsze wnioskowanie
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jest zawodne, a drugie niezawodne. Niezawodnos¢ drugiego wnioskowania po-
lega na tym, ze jest bezwzglednie niemozliwe, zeby wszystkie przestanki byty
prawda, a konkluzja falszem. Ewentualna prawdziwos$é¢ przestanek daje wiec
gwarancje prawdziwosci wniosku. Rzeczywiscie, gdyby sie okazato, ze sktad b
nie jedzie do Lublina, ktoras z przestanek musiataby by¢ fatszywa. Badz na-
potkany konduktor wprowadzit Pankracego w btad, badz Pankracy pomylit
w pospiechu perony i zaden z wchodzacych w gre sktadéw nie jechal do Lu-
blina. Inaczej jest w wypadku pierwszego, zawodnego, wnioskowania. Cho¢
przestanki dostarczaja konkluzji rzetelnego uzasadnienia, nie da si¢ wyklu-
czy¢, ze konkluzja jest falszywa mimo prawdziwosci wszystkich przestanek.
Sam Pakracy wyczul to, skoro indagowal napotkanego pracownika kolei.

W wypadku wnioskowania zawodnego mozna sobie zawsze wyobrazi¢ roz-
woj wiedzy, naptyw nowych informacji, nowych przestanek, ktore zmuszg do
wycofania si¢ z uznania konkluzji, mimo ze pierwotne przestanki nadal beda
uwazane za prawdziwe. Gdyby Pakracy wiedziat sie, ze pociggo do Pozna-
nia odjezdza z tego samego peronu, co pociag od Lublina, nie bytby raczej
sktonny wnioskowac:

do Lublina jest daleko,

do Poznania tez jest daleko,

na dtugich trasach kursujg zwykle lepsze sktady,

do bogatych miast kursuja lepsze sktady niz do miast biednych,
sktad a jest znacznie nowszy i czystszy niz sktad b,

do Lublina jedzie sktad a.

Zauwazmy, ze wszystkie wczesniej zaakceptowane przestanki pozostaty w
mocy, ale nowe informacje odwodza od wysnucia tego samego, co poprzednio,
wniosku. Taki bieg wypadkow jest wykluczony w odniesieniu do wnioskowan
niezawodnych (dedukeyjnych). Zadne nowe przestanki nie moga tutaj uchylié
wniosku, dopoki pierwotne przestanki pozostaja w mocy. Jedyng drogg ewen-
tuanego obalenia konkluzji wnioskowania niezawodnego jest obalenie ktorejs z
przestanek. Te wtasnos¢ dedukeji nazywamy monotoniczno$cig. Wnioskowa-
nie jest monotoniczne wtedy i tylko wtedy, gdy zadne dodatkowe przestanki
nie mogg przeksztatci¢ wnioskowania konkluzywnego w niekonkluzywne. Mo-
notoniczne sa wszystkie wnioskowania dedukcyjne i tylko one.

Przyjrzyjmy sie jeszcze przyktadowym wnioskowaniom, ktére odegraty
wazna role w nauce, chociaz sg zawodne i — jak si¢ z czasem okazalo —
mimo prawdziwosci wszystkich przestanek prowadza do btednego wniosku.
Przez stulecia za uzasadnione na gruncie biologii uznawano twierdzenie, ze
biel jest cecha gatunkowsa tabedzi. To twierdzenie zostato wywnioskowane z
ogromnej liczby zdan stwierdzajacych, ze wszystkie zaobserwowane w roz-
nych okolicznosciach tabedzie sa biate. Byto to bardzo solidne wnioskowanie.
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Tymczasem, pod koniec XVIII w. w zachodniej Australii odkryto czarne ta-
bedzie. Poniewaz sg one sg endemicznymi ptakami legowymi Australii, ktora
przez wieki byta izolowana od reszty swiata, nie spotkano ich wczesniej. Ana-
logicznie, na podstawie niewyobrazalnie wielkiej liczby obserwacji wniosko-
wano przez wieki na gruncie fizyki, ze masa ciata nie zalezy od predkosci, z
jaka to ciato sie porusza. Wnioskowania te byty catkiem konkluzywne. Kiedy
wszakze nauczono sie¢ mierzy¢ predkosci bliskie predkosci swiatta, wniosek
okazal sie falszywy mimo prawdziwosci przestanek i wielkiej solidnosci prze-
prowadzonych wnioskowan. Takie wtasnie wnioskowania okreslamy jako spe-
kulacje.

Jak wida¢, uzasadnienie, jakiego mozna dostarczy¢ za pomoca wniosko-
wania zawodnego, jest zawsze tymczasowe, zawsze jest obarczone pewnym
ryzykiem. Mimo to wnioskowania zawodne nie sg w zadnym sensie btedne
ani nawet mato wartosciowe. Przeciwnie, rozwoj wiedzy nie bytby bez nich
mozliwy. We wnioskowaniach zawodnych zawsze wystepuje jakis przeskok
z przestanek do wniosku. Ten przeskok przybiera postac¢ jakiegos domystu,
spekulacji (stad alternatywna nazwa wnioskowan zawodnych). Dzieki temu
przeskokowi, wnioskowania zawodne wprowadzaja do wiedzy moment wol-
nej tworczosci, przyczyniajac sie walnie do poznawczego postepu. Natomiast
informacja zawarta w konkluzji wnioskowania dedukcyjnego jest w pewnym
sensie implicite zawarta juz w przestankach.

Wynikanie logiczne. Zwiazek, ktory taczy przestanki z konkluzja we wnio-
skowaniach niezawodnych (dedukcyjnych), nazywa sie wynikaniem logicz-
nym. Mowimy, ze w niezawodnych wnioskowaniach wniosek wynika logicznie
z przestanek. Pojecie wynikania, obok pojecia sprzecznosci, nalezy do naj-
wazniejszych pojeé logiki. Przestanki wnioskowania dedukcyjnego nazywamy
czesto racjg wniosku, a wniosek nastepstwem przestanek. Zwigzek wynikania
logicznego jest wiec czasem nazywany zwiazkiem racji i nastepstwa. Wynika-
nie logiczne jest tez nazywane wyprowadzalnoscig lub konsekwencjq logiczng.
Zamiast mowi¢, ze zdanie A wynika logicznie ze zbioru zdan X, méwimy wiec
nieraz, ze zdanie A jest wyprowadzalne ze zbioru X lub zZe jest konsekwencja
(logiczna) zbioru X, zapisujac to skrétowo:

X FA. (1.1)

W przeciwnym razie piszemy: X ¥ A. Zbior wszystkich konsekwencji zbioru
X okreglamy jako C(X). Wobec tego, zamiast zapisu (1.1), mozna réwno-
waznie pisac:

A e C(X) (1.2)
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i odpowiednio A ¢ C(X). Pojecie wynikania logicznego (tj. konsekwencji,
wyprowadzalnosci) lezy w samym sercu logiki i niemal wszystkie dociekania
logiczne odwotuja sie do tego pojecia. Wielu badaczy glosi nawet, ze logika
jest po prostu nauka o wynikaniu.

Od wnioskowania dedukcyjnego oczekujemy zatem nie tylko tego, by byto
ono w ogoble konkluzywne, ale tego, by byto konkluzywne we wtasciwy sobie
sposob. Mowimy wowcezas, ze wniosek wynika z przestanek lub ze jest ich
nastepstwem. O wnioskowaniach konkluzywnych w ten szczegdlny sposéb, to
znaczy, o wnioskowaniach, ktérych wniosek wynika logicznie z przestanek,
mowimy, ze sa sa konkluzywne dedukcyjnie, formalnie poprawne lub ze sg
logiczne. 7 wynikaniem logicznym wiazg sie dwa podstawowe btedy logiczne:

e btad formalny, zwany tez btedem non sequitur,
e btad niekonsekwencji.

Najkrocej mowige, btad formalny polega na dopatrywaniu sie zwigzku wy-
nikania logicznego tam, gdzie go nie ma, a btad niekonsekwencji polega na
nierespektowaniu zachodzacego zwiazku wynikania logicznego. Innymi stowy
btad formalny polega na uznaniu za dedukcyjne wnioskowania, w ktérym
konkluzja nie wynika logicznie z przestanek. Btad niekonsekwencji polega
natomiast na uznaniu za prawde wszystkich przestanek wnioskowania de-
dukcyjnego i jednoczesnej odmowie uznania za prawde konkluzji tego wnio-
skowania. Podkreslmy, ze nie jest jeszcze niekonsekwencja sam brak uznania
za prawde jakiego$ nastepstwa zdan, ktore sie za prawde uznato. Z dowolnych
zdan wynika bowiem logicznie nieskonczenie wiele réznych nastepstw i zaden
umyst ludzki nie moze sobie ich wszystkich nawet uswiadamia¢, nie méwiagc
juz o rozpoznaniu. Blad niekonsekwencji popetnia dopiero ten, kto pozytyw-
nym aktem swego umystu odmawia uznania za prawde jakiego$ nastesptwa
uznawanych przez siebie za prawdziwe zdan. Blad formalny i btad niekonse-
kwencji sa dwiema najbardziej podstawowymi postaciami nielogicznosci.

Wynikanie a prawdziwos¢é. Jesli miedzy przestankami a konkluzja ja-
kiegos wnioskowania zachodzi zwigzek wynikania logicznego, to prawdziwosé
wniosku jest z konieczno$cia pociagana przez prawdziwosé przestanek. Samo
wynikanie nie gwarantuje jednak prawdziwosci przestanek, czyli materialnej
poprawnosci wnioskowania. Jest ono bowiem jedynie zwiazkiem zachodza-
cym miedzy przestankami a wnioskiem i gwarantuje transmisje prawdziwosci
z przestanek do wniosku — wszakze pod tym warunkiem, ze wszystkie prze-
stanki sa prawdziwe. Zatem wynikanie logiczne wyklucza doktadnie jedna
mozliwos¢, mianowicie te, ze wszystkie przestanki sg prawdziwe, a wniosek
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jest mimo to falszywy. Stwierdzajac zaj$cie wynikania logicznego, mozemy
by¢ pewni, ze zachodzi jedna z trzech pozostatych mozliwosci:

e wszystkie przestanki sa prawdziwe i wniosek jest prawdziwy,

e co najmniej jedna przestanka jest falszywa, ale wniosek jest mimo to
prawdziwy,

e co najmniej jedna przestanka jest fatszywa i wniosek tez jest fatszywy.

Samo wynikanie logiczne nie daje nam zadnych podstaw do rozstrzygniecia,
ktora z tych trzech dopuszczonych mozliwosci zachodzi.

Rozpatrzmy przyktady kilku dedukcyjnych, formalnie poprawnych wnio-
skowan, w ktérych wniosek wynika logicznie z przestanek, a ktore egzempli-
fikuja trzy wskazane mozliwosci. We wnioskowaniu:

wszyscy krolowie Polski byli ochrzczeni,
Bolestaw Smiaty byt krélem Polski,
Bolestaw Smiaty byt ochrzczony,

obie przestanki i konkluzja sa prawdziwe. Jest to zarazem wnioskowanie de-
dukcyjne czyli konkluzja wynika logicznie z przestanek. Zatem prawdziwos¢
konkluzji jest zagwarantowana przez prawdziwosé przestanek (poprawnosé
materialna) i zwiazek wynikania logicznego (poprawnosé formalna). Nato-
miast we wnioskowaniu:

wszyscy krolowie Polski byli mezczyznami,
Bolestaw Smiaty byt krélem Polski,

Bolestaw Smiaty byt mezczyzna,

konkluzja jest akurat prawdziwa i wynika logicznie z przestanek, ale pierw-
sza przestanka jest fatszywa. Wsrod krolow Polski byty dwie kobiety: sw. Ja-
dwiga Andegawenska i Anna Jagiellonka. Konkluzja zatem jest prawdziwa
tylko przypadkiem, samo wnioskowanie tego nie gwarantuje mimo formalnej
poprawnos$ci. Zaznaczmy, ze konkluzja moze by¢ akurat prawdziwa nawet,
gdy wszystkie przestanki sg fatszywe:

wszyscy krolowie Polski byli mezczyznami,
Henryk VIII Tudor byt krolem Polski,
Henryk VIII Tudor byt mezczyzna.

Konkluzja moze by¢ wiec w takich razach prawdziwa, natomiast wnioskowa-
nie nie daje zadnej gwarancji prawdziwosci konluzji, nie dostarcza jej zadnego
uzasadnienia. Gdybysmy bowiem mieli mniej szczedcia, przy co najmniej jed-
nej przestance fatszywej konkluzja mogtaby okazaé sie réwniez fatszywa, jak
w kolejnym przyktadzie:
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wszyscy krolowie Polski byli mezczyznami,
sw. Jadwiga byta krélem Polski,
sw. Jadwiga byta mezczyzna.

Tutaj konkluzja jest falszywa. Mimo to wnioskowanie jest formalnie po-
prawne, to znaczy wniosek wynika logicznie z przestanek. Jednak to, ze jedna
z przestanek jest falszywa, pozbawia cate wnioskowanie gwarancji zakoncze-
nia sie konkluzja prawdziwg.

Juz wczes$niej pokazaliSmy, ze nie kazde wnioskowanie o prawdziwych
przestankach i prawdziwej konkluzji jest dedukcyjne. Teraz pokazalismy, ze
z drugiej strony falsz przestanek lub wniosku nie wyklucza dedukcyjnosci.
Zatem prawdziwos¢ przestanek i wniosku nie ma bezposredniego przetozenia
na zachodzenie zwigzku wynikania logicznego. Wykluczona — i to catkiem
bezwzglednie — jest tylko ta jedna mozliwos¢, ze wszystkie przestanki sa
prawdziwe, a wniosek jest falszywy. Zachodza wiec nastepujace zaleznosci
miedzy warto$ciami logicznymi przestanek i konkluzji wnioskowan dedukeyj-
nych:

e jezeli wszystkie przestanki sg prawdziwe, to tym samym réwniez wnio-
sek jest prawdziwy,

e jezeli co najmniej jedna przestanka nie jest prawdziwa, to nic stad nie
wiadomo o wartosci logicznej wniosku,

e jezeli wniosek jest falszywy, to tym samym co najmniej jedna prze-
stanka rowniez musi by¢ fatszywa,

e jezeli wniosek jest prawdziwy, to nic stad nie wiadomo o wartosciach
logicznych przestanek.

Sformutowane zaleznos$ci biora sie stad, ze z prawdziwych zdan wynikaja
tylko zdania prawdziwe, natomiast ze zdan falszywych — jak pokazalismy
— mogg wynikaé¢ zaréwno prawdziwe, jak i falszywe zdania.

Entymemat. W praktyce nie zawsze wymieniamy wyraznie wszystkie prze-
stanki wnioskowania. Przeciwnie, zazwyczaj pomijamy niektore z nich mil-
czeniem, przyjmujac je domyslnie. Jezeli we wnioskowaniu dedukcyjnym nie-
ktoére przestanki zostaja przemilczane, to poestaje wnioskowanie entymema-
tyczne lub krocej entymemat ze wzgledu na te pominiete przestanki. Zwiazek
przestanek z wnioskiem w takim wnioskowaniu nazywamy wynikaniem enty-
mematycznym ze wzgledu na owe pominiete przestanki. Na przyktad wnio-
skowanie:
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Wenus jest planeta,
we wnetrzu Wenus nie trwaja reakcje termojadrowe,

nie robi wrazenia dedukcji. Domyslamy si¢ jednak dodatkowej przestanki,
ktora ujmujemy w kwadratowy nawias:

[we wnetrzu zadnej planety nie trwaja reakcje termojadrowe,]
Wenus jest planeta,
we wnetrzu Wenus nie trwaja reakcje termojadrowe.

Po wypowiedzeniu dodatkowej przestanki przekonujemy sie, ze wnioskowa-
nie jest w gruncie rzeczy dedukcyjne, mimo ze na pierwszy rzut oka nie
robito takiego wrazenia. Przestanki, ktérych trzeba sie domysli¢, nazywaja
sie cichymi przestankams, a niekiedy, zwtaszcza gdy nie byly przyjmowane
swiadomie, ukrytymi przestankami lub ukrytymi zaloZeniami. Moga one by¢
akceptowane przez wnioskujacego mniej lub bardziej $wiadomie. Czesto nie-
swiadomie. Nalezy odréznia¢ wnioskowanie entymematyczne od wnioskowa-
nia obarczonego btedem non sequitur. Wymaga to jednak nieraz dociekania
intencji wnioskujacego.

Wynikanie entymematyczne ma te sama nature co pelnokrwiste wynika-
nie logiczne. W gruncie rzeczy jest to wynikanie logiczne zrelatywizowane do
pewnej pozalogicznej wiedzy. Dlatego entymematy nalezy uznawaé¢ za oso-
bliwe wnioskowania dedukcyjne. Analogicznie do wynikania logicznego mo-
wimy o konsekwencji lub wyprowadzalnosci na grucie pewnego zbioru zdan
lub ze wzgledu na ten zbior zdan.

Whioskowanie zawodne (spekulacja). Ilekroé¢ konkluzja nie wynika z
przestanek, tylekro¢ mamy do czynienia z wnioskowaniem zawodnym (speku-
latywnym ). Jak widzieliSmy, wnioskowania zawodne moga by¢ mimo wszystko
konkluzywne, to znaczy, przestanki tych wnioskowan moga dostarcza¢ kon-
kluzjom pewnego uzasadnienia. Uzasadnienie to moze by¢ nawet mocne, acz-
kolwiek nigdy nie osigga mocy dedukcji — zawsze jest tymczasowe, nigdy
nie jest ostateczne. Wnioskowania zawodne wprowadzaja do wiedzy moment
tworcznosci, dlatego sa istotne dla poznawczego postepu. Tworczosé we wnio-
skowaniach zawodnych polega na tym, ze zawsze zawieraja one moment do-
mystu czyli spekulacji. Konkluzja wnioskowania spekulatywnego bywa nazy-
wana domystem lub przypuszczeniem opartym na przestankach. Ocena kon-
kluzywnosci spekulacji jest problemem znacznie bardziej skomplikowanym
niz ocena konkluzywnosci dedukcji. Przede wszystkim w wypadku dedukcji
mozemy orzec po prostu, ze wniosek wynika lub ze nie wynika z przestanek.
Natomiast konkluzywnos$¢ wnioskowania spekulatywnego jest stopniowalna:
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jestedmy czesto zmuszeni dyskutowaé stopien czy tez site uzasadnienia do-
starczonego wnioskowi przez przestanki. Nie zawsze przy tym tatwo przy-
chodzi odrdznianie stabej — ale mimo wszystko wartosciowej — spekulacji
od wnioskowania obarczonego btedem ignoratio elenchii. Okazuje sie, ze klu-
czowg role w ocenie wnioskowan spekulatywnych odgrywa znéw zwiazek wy-
nikania, cho¢ wystepuje on w znacznie bardziej skomplikowanej konstelacji
niz w wypadku dedukcji.

Pojecie indukcji. Najwazniejsza i najbardziej podstawowa postacig spe-
kulacji jest wnioskowanie indukcyjne, zwane tez krotko indukcjg. Podstawowe
znaczenie indukcji bierze sie stad, ze wlasciwie wszystkie konkluzywne wnio-
skowania spekulatywne dajg sie sprowadzi¢ do mniej lub bardziej skompliko-
wanych powiazan indukeji z dedukcja. Konkluzja wnioskowania indukcyjnego
jest czesto nazywana hipotezqg lub uogdlnieniem indukcyjnym. Poniewaz in-
dukcja jest szczegdlng postacia spekulacji, hipoteza jest szczegdlng postacia
domystu.

Whnioskowanie zawodne okreslamy jako indukcyjne ze wzgledu na zbioér
zdan X wtedy i tylko wtedy, gdy kazda z przestanek tego wnioskowania wy-
nika z jego konkluzji i ewentualnie pewnych zdan nalezacych do zbioru X.
Zbiér X nazywa sie tlem indukcji i zawiera wyjsciowa wiedze lub zatozenia,
na ktorych opiera sie indukcja. Zamiast o indukcji ze wzgledu na zbiér X
mozna tez mowi¢ o indukcji na tle zbioru X. W najprostszych przypadkach
tto X indukgcji jest zbiorem pustym. Wowcezas kazda przestanka wynika logicz-
nie z samej konkluzji. Mamy wéwczas do czynienia z indukcjg enumeracyjnag,
ktorej przyktadem jest wnioskowanie:

przedmiot aq, zsuniety ze stohlu, spada,
przedmiot as, zsuniety ze stohu, spada,
przedmiot as, zsuniety ze stohu, spada,
kazdy przedmiot, zsuniety ze stotu, spada.

Wida¢, ze konkluzja nie wynika logicznie z przestanek, ale kazda z prze-
stanek ewidentnie wynika logicznie z konkluzji. Nietrywialne, naukotworcze
przypadki indukcji rzadko majg charakter enumeracyjny. Zwykle wymagaja
niepustego tta, ktorego role czesto odgrywa zbior twierdzen jakiejs teorii.
Przyktadem indukcji ze wzgledu na wiedze o zachowaniu fal jest wnioskowa-
nie:

sSwiatto odbija sie,

swiatto podlega refrakeji,
swiatto podlega interferencji,
swiatlo jest falg.

(1.3)
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Jest to wnioskowanie zawodne, a wiec wniosek nie jest nastepstwem przesta-
nek, lecz opartym na nich domystem. Swiatto moze bowiem nie by¢ fala, lecz
jedynie w pewnych okolicznos$ciach zachowywac sie jak fala — jak zresztg na-
ucza obecnie fizyka. Z drugiej strony kazda z przestanek wynika z konkluzji
i z pewnych znanych zdan opisujacych zachowanie fal:

kazda fala podlega odbiciom,
sSwiatto jest fala,
swiatto podlega odbiciom,

kazda fala podlega refrakc;ji,
Swiatlo jest falg, (1.4)
swiatto podlega refrake;ji,

kazda fala podlega interferencji,
swiatto jest fala,
swiatto podlega interferencji.

W kazdym z wnioskowan dedukcyjnych (1.4) pierwsza przestanka nalezy do
tta indukeji (1.3), druga przestanka jest konkluzja tej indukcji, a wniosek
jest jedna z przestanek indukcji (1.3). Zatem wnioskowanie zawodne (1.3)
jest faktycznie indukcja na tle zdan stwierdzajacych, ze kazda fala podlega
odbiciom, interferencji i refrakcji. Tto wnioskowania indukcyjnego nazywamy
tez ttem hipotezy, ktora stanowi konkluzje tego wnioskowania.

Prostym, a zarazem wielce pouczajacym, przyktadem indukcji jest sfor-
mutowanie przez Johannesa Keplera prawa elips. Zgodnie z tym prawem
planety poruszaja sie po torach majacych ksztatt elips ze Stonicem w jednym
z ognisk. Kepler dysponowal — w charakterze przestanek — obserwacjami
potozenia planet w roznym czasie. Wnioskowal wiec indukeyjnie:

w czasie t; planeta a jest obserwowana w miejscu [y,

W czasie ty planeta a jest obserwowana w miejscu lo,
.

w czasie t,, planeta a jest obserwowana w miejscu [,

planeta a porusza sie po elipsie e

na tle geometrii figur ptaskich oraz pewnych tez astronomicznych. Nieza-
leznie od liczby poczynionych obserwacji, nie mamy tu nigdy do czynienia
z dedukcja. Te same przestanki mogtyby bowiem pozostaé¢ prawdziwe przy
innej zasadzie ruchu planet — na przyktad tej, ktoéra proponowat system Pto-
lemeusza — a nawet wtedy, gdyby ruchem planet rzadzit czysty przypadek.
Jednakze kazda z obserwacyjnych przestanek wynika z konkluzji i pewnych
zdan tta indukcji, jak to pokazano na tablicy 1.1.
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przestanki wniosek Keplera inna hipoteza

Tablica 1.1: Keplera prawo elips

Odno$nie do materialnej poprawnosci wnioskowan indukcyjnych nalezy
stwierdzi¢ jedynie, ze zdania stanowiace tto indukcji podlegajg tej ocenie
na rowni z przestankami. W grucie rzeczy zdania w tle indukcji sa pelo-
prawnymi przestankami, a specjalng nazwe wprowadzamy dla nich tylko z
tego powodu, aby poreczniej mowi¢ o zwigzkach wynikania we wnoskowaniu
indukcyjnym. Natomiast zagadnienie konkluzywnosci indukcji jest znacznie
bardziej ztozone.

Sprawdzanie (testowanie) hipotez. Sprawdzenie hipotezy, odnosnie do
ktérej nie wiemy, czy jest prawda, czy falszem, jest to wnioskowanie de-
dukcyjne, w ktorym ta hipoteza odgrywa role przestanki, ktérego pozostate
przestanki naleza do tta tej hipotezy i ktore ma konkluzje o znanej wartosci
logicznej. Jezeli wiadomo, ze konkluzja jest prawdziwa, to mamy do czynienia
ze sprawdzeniem pozytywnym czyli weryfikacjq, a jezeli konkluzja jest nega-
tywna, to mamy do czynienia ze sprawdzeniem negatywnym czyli falsyfikacjq.
Przyktadem weryfikacji hipotezy o falowej naturze $wiatta sa wnioskowania
(1.4), a wnioskowanie:

zadna fala nie wywiera ci$nienia,
Swiatlo jest fala, (1.5)
Swiatto nie wywiera ci$nienia

jest przyktadem falsyfikacji. Jak bowiem uzasadnit teoretycznie J. C. Maxwell
w 1871 r., a w 1900 i 1907 r. eksperymentalnie potwierdzit P. N. Lebiediew,
Swiatto wywiera ci$nienie.

Wiemy juz, ze ze zdan prawdziwych wynikaja wyltacznie zdania praw-
dziwe. Falsyfikacja zmusza zatem do uznania sprawdzanej hipotezy za falsz.
Jesliby jednak sie okazalo, ze falszywe jest jakies zdanie zawarte w tle, to hi-
poteza moglaby przetrwac. Zdarza sie to raczej rzadko. Zdania wystepujace w
tle sa zwykle traktowane jako z pewnoscig prawdziwe. Wtasnosci wynikania
zmuszaja wiec w praktyce do uznania sfalsyfikowanej hipotezy za falsz.

Wiemy rowniez, ze zdanie prawdziwe moze wynikaé¢ zarowno ze zdan
prawdziwych, jak z fatszywych. Jedli wiec sprawdzenie jest pozytywne, to
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zweryfikowana hipoteza moze by¢ zaréwno prawdziwa, jak falszywa. Takie
wnioskowania, jak (1.4), nie daja zatem wiedzy o wartosci logicznej sprawdza-
nej hipotezy. Mimo to uznajemy, ze dostarczaja one tej hipotezie pewnego
uzasadnienia. Opieramy si¢ tu na nastepujacym zalozeniu. Jak wiadomo,
wnioskowania dedukcyjne, ktére maja co najmniej jedng fatszywa przestanke,
moga mie¢ zarowno prawdziwy, jak falszywy wniosek. Jesli wiec bedziemy de-
dukcyjnie wysnuwaé z fatszywej przestanki dostatecznie duzo réznych wnio-
skow, to nagprawdopodobnie; w koncu trafimy na ten wniosek fatszywy. Do-
poki zatem nie sa nam znane falszywe nastepstwa sprawdzanej hipotezy i
zdan nalezacych do jej tta, dopoty tymczasowo wolno nam uznawaé te hipo-
teze za prawdziwa. Tymczasowe uznanie hipotezy za prawdziwg wiaze sie z
powinnoscia dalszego sprawdzania, zatem wnioskowanie indukcyjne jest za-
wsze otwarte na poszukiwanie nowych, dodatkowych przestanek — na dalsze
sprawdzanie sformulowanej hipotezy.

Konkluzywno$é wnioskowania indukcyjnego. Wida¢, ze wnioskowa-
nie indukcyjne jest, pod pewnym wzgledem, zespotem powigzanych wnio-
skowan dedukcyjnych. Konkluzywnos$¢ wnioskowania indukcyjnego zalezy od
tego zespotu sprawdzen, ale réwniez od wyjsciowego statusu przestanek i
wniosku. Stopien uzasadnienia konkluzji wnioskowania indukcyjnego jest tym
WYZSZY,

(a) im wieksza jest liczba jego weryfikacji,

)
(b) im bardziej zr6znicowane sa jego weryfikacje,
(c) im bardziej niespodziewane sa konkluzje weryfikacji,
)

(d) im mniej niespodziewana jest sama weryfikowana hipoteza.

Dwa pierwsze warunki opieraja sie na poczynionych uwagach o naturze we-
ryfikacji. Dwa ostatnie warunki opierajg sie na przekonaniu, ze bardziej nie-
spodziewana hipoteza trudniej jest uzasadnic¢ i ze spelienie bardziej niewia-
rygodnego przewidywania jest mocniejszym uzasadnieniem.

Widac, ze — jak juz powiedziano — konkluzywnos¢ wnioskowania induk-
cyjnego jest stopniowalna. Nie mozemy wiec mowi¢ — jak w odniesieniu do
wnioskowan dedukcyjnych — po prostu o wnioskowaniach formalnie popraw-
nych lub niepoprawnych. Méwimy raczej o wnioskowaniach mocniejszych lub
stabszych indukcyjnie. Sita indukcji lezy zawsze pomiedzy bledem ignoratio
elenchii a niezawodnoscig dedukcji.

Przekonalismy sie, ze dla oceny wartosci uzasadnienia kluczowe znaczenie
ma umiejetnos¢ rozpoznawania zwigzku wynikania logicznego, a takze takich
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spokrewnionych z nim zwiazkéw, jak sprzecznosé. Wbrew pozorom nie jest to
zadanie tatwe. Zadaniem tym logicy paraja sie¢ wlasciwie przez caty historie
swej dyscypliny.

Problematycznos$é wynikania. Niekiedy jest oczywiste to, ze konkluzja
pewnego wnioskowania wynika logicznie z przestanek, lub to, ze ona z nich
nie wynika. Przyjrzyjmy si¢ przyktadowo wnioskowaniom:

wszystkie ssaki sg kregowcami,
wszystkie kregowce sg strunowcami,
wszystkie ssaki sg strunowcami,

Warszawa jest stolica Polski,
Madryt jest stolica Hiszpanii,
Helsinki sa stolica Finlandii.

Golym okiem wida¢, ze w pierwszym wypadku wniosek wynika z przestanek,
a w wypadku drugim nie. Z drugiej strony mozna wskazac¢ wiele wnioskowan,
w ktorych ocena dedukcyjnosci nie jest, zadng miara, oczywista. Powstaje
wowcezas problem oceny tego, czy wynikanie zachodzi, czy nie. Przyjrzyjmy
sie dwom przyktadom.

Pigty Postulat Euklidesa. Trudnego do przecenienia przyktadu donio-
stosci badan logicznych dostarcza historia matematyki. Chodzi tutaj pery-
petie pigtego postulatu Euklidesa, ktory ok. 300 r. przed Chrystusem ogtosit
dzieto pt. Elementy. W 13 ksiegach wytozyl tam teorie matematyczna w
taki sposob, ze wielka liczba twierdzen zostata udowodniona na podstawie
stosunkowo matej liczby zatozen, w szczegdlnosci 45 zalozen wyraznie sfor-
mutowanych i pewnej liczby zatozen wykorzystywanych nieswiadomie. Pigé
kluczowych zatozen nazwano postulatami. Stanowig one, ze

e miedzy dowolnymi dwoma punktami mozna przeprowadzi¢ prosta,

e prostg ograniczong mozna przedtuzaé¢ nieskonczenie,

z dowolnego srodka mozna zatoczy¢ okrag o dowolnym promieniu,

wszystkie katy proste sa sobie réwne,

dla dowolnej prostej [ i dowolnego punktu a, nielezacego na prostej [,
istnieje jedna i tylko jedna prosta l’, ktora jest réwnolegla do prostej [
i przechodzi przez punkt a.
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Piaty z przytoczonych postulatéw oryginalnie brzmiat: jezli dwie proste przy
przecieciu z trzecia tworzg po jednej stronie katy wewnetrzne, jednostronne,
ktorych suma jest mniejsza od 180°, to te proste przecinajg sie przy dosta-
tecznym przedtuzeniu, i to po tej wlasnie stronie. Obydwa sformutowania sg
rownowazne. Wspotcezednie zwykle wybieramy prostsza i bardziej klarowna
wersje. Tres¢ Pigtego Postulatu zostata zilustrowana na tablicy 1.2.

U a

Tablica 1.2: Piaty postulat Euklidesa

Wszystkie zatozenia Euklidesa byty przez stulecia uwazane za oczywiste.
Jeszcze w XIX w. Elementy byly powszechnie uzywane jako szkolny pod-
recznik geometrii. Od samego poczatku jednak uczeni czuli si¢ zaniepoko-
jeni pigtym, najbardziej skomplikowanym postulatem. Nie niepokojono sie
jednak tym, czy ten postulat jest prawdziwy, ale tym, czy jest potrzebny.
Dos¢ powszechnie sadzono, ze wynika on z pozostatych, ze mozna go udo-
wodni¢ za pomoca pozostatych zalozen. Wspotczesny logik powiedziatby, ze
odmawiano temu postulatowi niezalezno$ci od pozostatych zatozen. Mate-
matycy usitowali wiec na rézne sposoby udowodnic¢ pigty postulat w oparciu
o pozostate zatozenia Fuklidesa. Proby takie podejmowali juz Ptolemeusz i
Proklos, a p6zniej John Wallis, Girolamo Saccheri, Adrien-Marie Legandre i
wielu innych. Wszyscy oni sadzili, ze udato im si¢ udowodni¢ piaty postulat,
to znaczy, wykazac, ze wynika on logicznie z pozostatych zalozen Euklidesa.
Zawsze jednak okazywalo sig, ze to wynikanie nie zachodzi. Cho¢ matematycy
sadzili, ze wnioskujg w sposéb dedukcyjny, w rzeczywistosci ich wnioskowa-
nia zawsze byly dotkniete btedem non sequitur. Jak pamietamy, polega on
na braku wynikania logicznego we wnioskowaniu zdeklarowanym jako deduk-
cyjne. W XIX w., gtéwnie dzieki wysitkom takich badaczy, jak Janos Bolyai,
Nikotaj Iwanowicz Y.obaczewski i Carl Friedrich Gauss, okazalo sie, ze pigty
postulat nie wynika z pozostatych zalozen, a wigc jest niezbedny w geometrii
Euklidesa. Zastepujac ten postulat innymi, zbudowano szereg niesprzecznych
teorii matematycznych, zwanych geometriami nieeuklidesowymsi. Tymczasem
zaledwie kilka lat przed powstaniem pierwszej geometrii nieeuklidesowej wy-
bitny uczony niemiecki, Immanuel Kant, znawca m.in. matematyki i fizyki,
ogtosil, ze jakakolwiek geometria rézna od geometrii Fuklidesa jest absolut-
nie niemozliwa i nigdy nie bedzie mogta powsta¢. Jak wielcy matematycy,
ktorzy usitowali dowies¢ pigtego postulatu, widzieli wynikanie tam, gdzie go
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nie bylo, tak Kant mylnie dopatrzyt si¢ sprzecznosci w odrzuceniu piatego
postulatu (te nieistniejaca sprzecznosé dostrzegal tez m.in. wybitny mate-
matyk Saccheri). Dociekania nad piatym postulatem przyczynity sie tez w
powazny sposob do rozwoju logiki, poniewaz wymagaly Scistego namystu nad
takimi pojeciami, jak wynikanie, niesprzeczno$¢ i niezaleznosé. Te dociekania
nauczyty nas, ze badanie zwiazkéw logicznych nie ma w sobie nic z banalno-
Sci. Dzieje Piatego Postulatu stanowia wazny przyktad pozornego wynikania,
ktorego nie zachodzi, cho¢ niemal wszystkim zdaje sig, ze je dostrzegaja.

Dowé6d praw Keplera. Drugi przyktad pokazuje wazne wynikanie, kto-
rego gotym okiem w ogéle nie wida¢. Chodzi o dowdd praw Keplera na grun-
cie mechaniki Newtona i szkolnej geometrii. Na poczatku XVII w., opierajac
sie na obserwacjach Tychona de Brahe, Johannes Kepler sformutowat trzy
hipotezy. Stwierdzil, ze orbity planet maja ksztalt elips, a Stonce znajduje
sie¢ w jednym z ognisk kazdej z tych elips. O tym Pierwszym Prawie Ke-
plera juz wspominaliémy na s. 19. Ponadto stwierdzit, ze planeta porusza sie
szybciej, kiedy znajduje sie w blizszej Stonicu czesci swej orbity, i wolniej,
gdy znajduje sie w czesci bardziej oddalonej od Stonca. Zmiana predkosci
jest zawsze taka, ze linia taczaca planete ze Stonicem zakresla réwne pola w
rownych odcinkach czasu. Jest to Drugie Prawo Keplera. Dziesie¢ lat poz-
niej Kepler oglosit jeszcze trzecie twierdzenie. Trzecie Prawo Keplera gtosi,
ze druga potega dtugosci dtuzszej $rednicy orbity jest wprost proporcjonalna
do trzeciej potegi dtugosci czasu jednokrotnego obiegu planety wokot Stonca.
Zatem im dhuzsza orbita, tym wolniej porusza si¢ biegnaca po niej planeta.
Wszystkie prawa Keplera zostaly uzasadnione za pomoca wnioskowan induk-
cyjnych na podstawie przestanek relacjonujacych obserwacje niebosktonu, na
tle wiedzy z zakresu geometrii i budowy Wszechswiata. Prawa Keplera nie
cieszyly sie powszechna akceptacja. Na przyktad Galileusz odrzucal wszyst-
kie trzy prawa. Sytuacja zmienita si¢, kiedy Isaac Newton ogtlosil, ze trzy
prawa Keplera wynikaja logiczniez z prawa grawitacji, trzech zasad dyna-
miki i twierdzen zwyktej geometrii Euklidesa. Prawo grawitacji stwierdza, ze
kazde dwa ciata przyciagaja si¢ z sitag wprost proporcjonalng do iloczynu ich
mas i odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegto$ci miedzy nimi. Prawa
dynamiki Newtona gtosza, ze cialo, na ktore nie dziata zadna sita, pozostaje
w spoczynku lub ruchu jednostajnym po prostej, ze zmiana ruchu jest propor-
cjonalna do przyltozonej sity i dokonuje si¢ w kierunku przytozenia sity oraz
ze wzajemne oddzialywania dwoch cial sg réwne co do wartosci i przeciwnie
skierowane. To wynikanie jest nie tylko nieoczywiste i niebanalne, ale row-
niez tajemnicze i niemal wzruszajace. Mimo ze fizykalne twierdzenia Newtona
rowniez byty uzasadnione spekulatywnie, ale ich uzasadnienie byto uwazane
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za bardzo mocne, za konkluzywne w wysokim stopniu. Dostrzezone wyni-
kanie przenosi automatycznie calg wiarygodnos¢ z mechaniki Newtona na
prawa Keplera. Dow6éd Newtona czeSciowo zagingl. Zostal przeprowadzony
na nowo, we w pelni zadowalajacy sposob dopiero w XX w. przez Richarda
Feynmana. Dowod ten zajmuje cata niewielka ksiazke.

Rachunki logiczne. Mamy wiec z jednej strony wnioskowania, ktore sa
ewidentnie, oczywiscie dedukcyjne, i takie, ktoére réwnie oczywiscie deduk-
cyjne nie sa. Natomiast z drugiej strony mamy wazkie wnioskowania, od-
noénie do ktérych nie potrafimy dostrzec gotym okiem tego, czy sa one de-
dukcyjne, czy nie. Te ostatnie sg zwykle dla naszej wiedzy najdonioslejsze.
Logicy chca jednak zawsze wiedzie¢, czy w danym wypadku faktycznie mamy
do czynienia z wynikaniem (ewentualnie sprzecznoscia), czy nie. Sa jednak
zwyktymi Smiertelnikami i nie maja zadnego mistycznego wgladu w istote wy-
nikania. W kazdym razie nie maja go wiecej niz reszta ludzkiej rasy. Okazuje
sie, ze sprawa nie jest mimo wszystko beznadziejna. Jak sie bowiem wydaje,
mozliwe jest sprowadzanie nieoczywistych przypadkow zachodzenia lub nieza-
chodzenia zwigzkow logicznych do przypadkéw oczywistych. Mozna mianowicie
wszystkie watpliwe pod wzgledem dedukcyjnosci wnioskowania rozktadaé¢ na
czynniki pierwsze, na kroki niebudzace watpliwosci. Ta idea zostata wyra-
zona przez Sherlocka Holmesa w opowiadaniu The Adventure of the Dancing
Men Arthura Conan Dyle’a w nastepujacych stowach: ,[...] w sumie bez
trudu mozna konstruowaé ciggi wnioskowan, z ktorych kazde kolejne opiera
sie na poprzednich i kazde samo w sobie jest proste. Jesli, dokonawszy tego,
usuniemy wszystkie posrednie kroki, a nastepnie zaprezentujemy stuchaczom
tylko punkt wyjscia i ostatnig konkluzje, mozemy wywotaé¢ oszatamiajace —
cho¢, by¢ moze, bezpodstawnie oszatamiajgce — wrazenie”.

Zadamy przy tym, aby procedura redukcji jednych zwigzkéw logicznych
do innych byta przeprowadzana z najwyzsza precyzja, co upodabnia logike
pod wzgledem metody do matematyki. Motywem tego zadania jest fakt, ze
ocena konkluzywnosci wnioskowania jest materig delikatng i nawet niewielka
niedoktadno$é¢ moze prowadzi¢ w tej materii do btedu. Wtasnie ze wzgledu
na zadanie najwyzszej precyzji méwimy o rachunkach logicznych, chcemy
bowiem uczyni¢ z oceny wnioskowan dedukcyjnych proces obliczeniowy. W
tym celu konstruujemy sztuczne jezyki. Uczymy sie bada¢ zwiazki logiczne
zachodzace w tych jezykach. Te badania prowadzimy metodami matematycz-
nymi. Z drugiej strony usitujemy przeniesé¢ uzyskane wyniki na realne zwiazki
logiczne, zachodzace w autentycznych wnioskowaniach. Jest to mozliwe pod
tym wzgledem, ze obraz wynikania, dostarczony przez sztuczny jezyk, jest
dostatecznie wiernym odbiciem prawdziwego zwigzku wynikania. Méwimy
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wowczas, ze logika jest miarodajna. Widaé¢ wiec, ze logika jest bardziej po-
dobna do fizyki niz do matematyki.

Badania wartosci poznawczej nie mozna ograniczy¢ do wtasnosci formal-
nych. Zauwazmy, ze celem rozwijania rachunku logicznego byta ocena kon-
kluzywnosci jakichs faktycznie przeprowadznych wnioskowan. Tymczasem ra-
chunek jest skonstruowany w taki sposob, ze pozwala na ocene zmyslonych
wnioskowan, nalezacych do jakiego$ sztucznego, specjalnie spreparowanego
jezyka. Nalezy wiec zbada¢, w jakim stopniu uzyskane droga rachunkowa
wyniki wolno przenie$é¢ na faktycznie interesujace nas wnioskowania. Jest to
problem miarodajnosci rachunku logicznego. Nalezy rozwazy¢, czy uprosz-
czony model wynikania, zbudowany w sztucznym jezyku, jest pod istotnymi
wzgledami dostatecznie podobny do wynikania zachodzgcego miedzy faktycz-
nie interesujacymi nas wyrazeniami. Jesli tak jest, to mowimy, ze zbudowany
rachunek logiczny jest miarodajny dla okreslonego jezyka lub okreslonej grupy
wnioskowan lub ze jest z nig wspotmierny. W przeciwnym wypadku méwimy,
ze jest niemiarodajny (niewspétmierny). W odréznieniu od wtasnosci formal-
nych miarodajno$¢ nie moze by¢ zbadana metodami czysto matematycznymi.
Na tym etapie dociekan trzeba przeprowadzaé¢ analizy zatozen rozmaitych
teorii i analizy znaczen wyrazow réznych jezykaow. Sa to analizy typu filo-
zoficznego.

Zauwazmy, ze logika pod wieloma wzgledami przypomina — pod wzgle-
dem metody — matematyke. Z tego powodu czesto jest zaliczana do nauk
dedukeyjnych (formalnych), a nawet traktowana jako dzial matematyki. Do-
ciekanie miarodajnosci rachunkéw upodabnia jednak logike raczej do fizyki
niz do matematyki. Badanie za pomoca metod matematycznych formalnych
wtasnosci rachunku jest odpowiednikiem zmatematyzowanych konstrukeji fi-
zyki teoretycznej, za$ filozoficzna analiza miarodajnosci rachunku jest odpo-
wiednikiem eksperymentalnego sprawdzania teorii fizykalnej.

1.2 Elementy matematyki

Konstruujac rachunki logiczne i badajac ich wtasnosci, postugujemy sie czesto
pojeciami i metodami matematycznymi. W niniejszej ksiazce bedziemy odwo-
tywaé sie do matematyki tylko na catkiem elementarnym poziomie. Obecnie
przypomnimy te informacje, ktore beda przydatne w dalszej lekturze.

Pojecie zbioru. Klasycznie pojmowany zbidr jest tworem okreslonym wy-
tacznie przez nalezace do tego zbioru przedmioty, zwane jego elementami. Na
przyktad elementami zbioru kéz sa wszystkie kozy i tylko kozy, elementami
zbioru liczb naturalnych sa wszystkie liczby naturalne i tylko one. Czesto
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mozna wyobrazaé¢ sobie zbior jako niematerialng liste, na ktorej kolejnos¢ nie
odgrywa roli. Piszac, ze

T ey,

stwierdzamy, ze przedmiot x jest elementem zbioru y, czyli ze przedmiot z
nalezy do zbioru y. W przeciwnym razie piszemy, ze

Zmaczy to, ze przedmiot x nie jest elementem zbioru y, ze nie nalezy do zbioru
y. Zbiory, ktore maja skonczenie wiele elementéw, nazywamy skonczonymi,
a te, ktore maja nieskonczenie wiele elementow, nazywamy nieskornczonymi.
Zbiory wolno tez nazywaé klasami.

Zbiér moze zostaé scharakteryzowany na dwa sposoby. Mozna po prostu
wymieni¢ elementy tego zbioru, umieszczajac je w klamrowym nawiasie. Na
przyktad

{0,1,2,3,4,5},

jest to zbidr, do ktérego nalezg wszystkie liczby: 0, 1, 2, 3, 4 oraz 5, i nic
innego. Tym sposobem charakteryzowania mozna sie postugiwaé wytacznie
w odniesieniu do zbiorow skonczonych. Zamiast tego mozemy poda¢ warunek
konieczny i wystarczajacy przynaleznosci do zbioru. Na przyktad, jesli N jest
zbiorem liczb naturalnych, to

{z e N: x <5}

jest to ten sam zbiér, co poprzednio, a wiec zbiér liczb naturalnych nie
wiekszych od 5. Taki sposéb charakteryzowania zbioru okreslamy mianem
abstrakcji, a klamrowy nawias z dwukropkiem mianem abstraktora. Przez
abstrakcje mozemy charakteryzowaé zarowno zbiory skonczone, jak i nie-
skonczone. Na przyktad

{zr e N: z > 5}

jest to zbidr liczb naturalnych nie mniejszych od 5. Do tego zbioru naleza
liczby: 5, 6, 7, 8 itd., bez konca. Zauwazmy, ze, postugujac sie abstrakto-
rem, powinnismy z lewej strony dwukropka podaé zbiér nadrzedny, w kto-
rym wyrdzniamy przedmioty speilniajace warunek sformutowany z prawej
strony. Ten zbiér nazywamy rodzajem nadrzednym lub krotko rodzajem.
Tylko wtedy, gdy rodzaj zostal z géry ustalony, wolno opuszczaé to wskaza-
nie, piszac krétko {z: = < 5}. Zaniedbanie wskazania rodzaju jest powaz-
nym btedem, ktory jeszcze blizej oméwimy. Rodzaj nadrzedny w stosunku do
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wszystkich zbioréw, ktore bierzemy pod uwage, nazywa si¢ uniwersum dys-
kursu lub krétko uniwersum, lub tez zbiorem uniwersalnym. Ogdlnie rzecz
ujmujac, z waznych logicznych powodow, ktére stang sie jasne podzniej, nie
wolno rozpoczyna¢ mowienia ani myslenia, dopoki nie ustali sie — przynaj-
mniej domyslnie — uniwersum dyskursu. Na przeciwleglym w stosunku do
uniwersum biegunie lezy zbior pusty, oznaczany jako zbior &. Jest to taki
zbiér, ktory nie ma ani jednego elementu. Charakterystyke zbiorow warto

Tablica 1.3: Przedstawienie zbioru za pomoca petli i grafu

niekiedy wspomagaé wizualizacjg. Znane sg dwa podstawowe sposoby ob-
razowania zbioréw: petla i graf. Jesli zbiér jest symbolizowany przez petle,
to wewnatrz petli znajduja sie elementy tego zbioru, a na zewnatrz przed-
mioty niebedace jego elementami. Granice zbioru uniwersalnego zaznaczamy
za pomocy prostokatu. Jesli zbiér jest symbolizowany przez graf, to strzatki
prowadza od symbolu zbioru do symboli jego elementéw. Na tablicy 1.3 po-
kazaliémy dla przyktadu sposoéb obrazowania przypadku, w ktorym a € z,
bexorazcex,aled ¢ x.

Relacje miedzy zbiorami. Trzy relacje miedzy zbiorami zastuguja na
uwage: zawieranie, zawieranie wlasciwe i réwnosé (identycznosé). Jak po-
wiedzieliSmy, zbior jest wyczerpujaco okreslony przez jego elementy. Dlatego
moéwimy, ze dwa zbiory sa sobie réwne (identyczne) wtedy i tylo wtedy, gdy
maja te same elementy. W odniesieniu do zbioréw postugujemy sie zwyktym
znakiem réwnosi, piszemy wiec, ze x = y. W przeciwnym razie piszemy, ze
r # y, i méwimy, ze zbiory x i y sa od siebie rézne (r6znia sie od siebie).
Méwimy dalej, ze zbiér = zawiera sie w zbiorze y (zbiér x jest podzbiorem
zbioru y), skrotowo:

x Cuy,

wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element zbioru x jest tez elementem zbioru
y. Zauwazmy, ze dla dowolnych zbioréw x i y:

x =y wtedy i tylko wtedy, gdy (x C y oraz y C z). (1.6)
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Jesli bowiem zbiér z réwna sie ze zbiorem y, to tym samym jest jego pod-
zbiorem. Skoro bowiem zbiory x i y maja te same elementy, to kazdy element
zbioru z jest elementem zbioru y i odwrotnie. Z drugiej strony, jesli zbior x
zawiera sie w zbiorze y oraz zbior y zawiera sie w zbiorze x, to zbiory te maja
te same elementy, a wiec sa identyczne. Niekiedy postugujemy sie pojeciem
wlasciwego zawierania, ktére wyklucza rownosé zbioréw. Mowimy, ze zbiér x
zawiera sie wlasciwie w zbiorze y (zbiér x jest podzbiorem wtadciwym zbioru
y), skrétowo:

x Cuy,

wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element zbioru z jest elementem zbioru y,
ale nie kazdy element zbioru y jest elementem zbioru x. Zauwazmy, ze dla
dowolnych zbioréow x i y:

x C y wtedy i tylko wtedy, gdy (x C y oraz = # vy). (1.7)

Rzeczywiscie, skoro kazdy element zbioru z jest elementem zbioru y, to zbior
x zawiera si¢ w zbiorze y, skoro zas nie kazdy element zbioru y jest elementem
zbioru x, to zbiér x rézni sie od zbioru y. Z drugiej strony, jezeli kazdy
element zbioru x jest elementem zbioru y, ale zbiory = i y réznig sie¢ od
siebie, to nie kazdy element zbioru y jest elementem zbioru x. W przeciwnym
bowiem razie, na mocy twierdzenia (1.6), zbiér x réwnalby sie ze zbiorem y.
Relacje miedzy zbiorami mozna uzmystowi¢ sobie za pomoca diagramu Venna

Tablica 1.4: Diagram Venna dla dwoch zbiorow

(tablica 1.4). Przypomnijmy, ze prostokat symbolizuje uniwersum dyskursu.
7Zbiér x zawiera sie w zbiorze y doktadnie wtedy, gdy obszar 1 jest pusty.
Zbiér x zawiera si¢ wlasciwie w zbiorze y doktadnie wtedy, gdy obszar 1 jest
pusty i1 zarazem obszar 3 jest niepusty. Zbiory te sa identyczne doktadnie
wtedy, gdy pusty jest i obszar 1, i obszar 3.

Dzialania na zbiorach. Na zbiorach, podobnie jak na liczbach, mozna
wykonywaé dzialania (operacje). Najprostszymi dziataniami na zbiorach sa:
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mnozenie, ktoérego wynik nazywa sie iloczynem, dodawanie, ktérego wynik
nazywa sie sumg, i odejmowanie, ktorego wynik nazywa sie roznicg zbiorow.
Omawiajac te dziatania bedziemy sie odwolywaé¢ do diagramu Venna, zapre-
zentowanego na tablicy 1.4. Nieco bardziej zaawansowanymi dziataniami na
zbiorach sa: potegowanie, ktérego wynik nazywa sie zbiorem potegowym lub
potegqg. Wymienione dziatania sg najbardziej typowymi dziataniami na zbio-
rach i bywaja okreslane jako dziatania mnogosciowe. Odrézniamy od nich
bardziej osobliwe dziatania na zbiorach: mnozenie kartezjanskie, ktérego wy-
nik jest okredlany jako produkt lub jako iloczyn kartezjanski, i potegowanie
kartezjanskie, ktore jest szczegdlnym przypadkiem kartezjanskiego mnozenia.
Te dwa dziatania okreslamy zwykle jako dziatania kartezjanskie na zbiorach.

Iloczyn suma i réznica mnogosciowa. Iloczynem zbioréw x i y nazywa
sie zbior (z Ny), do ktérego naleza wszystkie te i tylko te przedmioty, ktore
nalezg zaréwno do zbioru x, jak do zbioru y. Na tablicy 1.4 iloczynem zbiorow
x 1y jest obszar 2. Iloczyn nazywa sie tez przecieciem zbioréw lub ich czescia
wspolna.

Sumg zbioréw z i y nazywa sie zbiér (x Uy), do ktérego nalezg wszystkie
te przedmioty, ktére naleza do zbioru x, i wszystkie te przedmioty, ktore
nalezg do zbioru y, i nic ponadto. Na tablicy 1.4 sume zbioréw x i y stanowia
obszary 1, 211 3.

Ro6znica zbioréw x i y nazywa sie zbior (x—y), do ktérego naleza wszystkie
te i tylko te przedmioty, ktore naleza wprawdzie do zbioru x, ale nie nalezg do
zbioru y. Na tablicy 1.4 réznice zbioréw x i y stanowi obszar 1. Szczegdlnym
przypadkiem réznicy zbioréw jest dopelnienie. Dopelnieniem zbioru x nazywa
sie zbior —x, do ktorego naleza wszystkie te i tylko te przedmioty, ktore naleza
do uniwersum dyskursu, ale nie naleza do zbioru x. Dopetnienie jest wiec
odejmowaniem od zbioru uniwersalnego. R6znice zbioréw x i y nazywa si¢
czesto dopetnieniem zbioru y do zbioru x. Na tablicy 1.4 dopekienie zbioru
x stanowia obszary 3 i 4.

Najmniejsze zbiory. Wielkg role odgrywa w logice znajdowanie najmniej-
szego zbioru spetniajacego okreslone warunki. Najmniejszy zbior, ktory spet-
nia okreslone warunki, jest to iloczyn rodziny wszystkich zbiorow, ktéore spet-
niajg te warunki.

Zatozmy, ze x ma by¢ zbiorem, do ktérego naleza liczby: 31 5. W takim
razie x moze by¢ zbiorem {3,5}, {1, 3,4, 5,88}, {3,5}, moze by¢ calym zbio-
rem N liczb naturalnych i jeszcze innymi zbiorami. Jesli jednak powiemy, ze
x jest najmniejszym zbiorem, do ktorego naleza liczby: 3 i 5, to mamy na
my$li iloczyn rodziny wszystkich tych zbioréw, a wiec zbiér {3,5} i zaden
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inny. Przyjrzyjmy sie jeszcze bardziej ambitnemu przyktadowi. Zbiorem z,
ktory spetnia dwa warunki:

(a) 0ex, (b)jezeliyex, toy+1¢€ux,

moze by¢ zbidr liczb naturalnych, zbior liczb catkowitych, zbior liczb wymier-
nych, zbiér liczb rzeczywistych, zbiér liczb zespolonych, zbiér, do ktérego
naleza wszystkie liczby naturalne i liczba /10, i nieskonczenie wiele innych
zbiorow. Ale najmniejszym zbiorem, ktory spetnia wymienione warunki, jest
zbior liczb naturalnych i tylko on jeden.

Potegowanie mnogosciowe. Zbiorem potegowym (potega) zbioru z na-
zywa sie zbiér p(x), do ktérego naleza wszystkie podzbiory zbioru z i tylko
one. Przyjrzyjmy sie przyktadowo zbiorowi dwuelementowemu =z = {a,b}.
Jego potega jest zbior

@(x) = {Q’ {CL}, {b}a {CL, b}}

Zwr6émy uwage na to, ze elementami zbioru potegowego nie sa same przed-
mioty a lub b, ktore naleza do zbioru z, ale rézne zbiory zawierajace te
przedmioty. Zauwazmy tez, ze sam zbiér x oraz zbiér pusty zawsze naleza do
zbioru potegowego, poniewaz kazdy zbior jest swoim wlasnym podzbiorem,
a zbior pusty jest podzbiorem kazdego zbioru.

Uogdlnione iloczyn i suma mnogosciowe. Zbidr, ktérego elelemntami
sg wytacznie zbiory, nazywa si¢ czesto rodzing zbiorow. Zbiory potegowe, o
ktorych méwilismy, sa przyktadem rodzin zbioréw. Dodawanie i mnozenie
moze zosta¢ uogédlnione na dowolng rodzine x zbioréw. [loczyn

RE

rodziny x zbioréw jest to zbior tych i tylko tych przedmiotéw, ktore sg ele-
mentami kazdego zbioru wchodzacego w sktad rodziny x. Suma

U=

rodziny x zbiorow jest to zbidr tych i tylko tych przedmiotow, ktére naleza
do co najmniej jednego zbioru echodzacego w sktad rodziny x. Sume rodziny
zbioréw mozna sobie wyobraza¢ jako zsypanie zawartosci wielu szuflad do
jednego pojemnika, a iloczyn jako poszukiwanie okolicznosci taczacej ofiary
wielu przestepstw w zwiazku z podejrzeniem dziatania seryjnego zabdjcy.
Jesli wiee, przyktadowo,

T = {{1? 2? 3}7 {27 37 4}? {1’ 27 3’ 6? 7? 8}}?
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to wowczas

Nz ={2,3},
Uz ={1,2,3,4,6,7,8}.

Waga uogdlnienia i jego trudnosé objawia sie wtedy, gdy mamy do czynienia
z rodzinami nieskonczenie wielu zbiorow.

Pojecie ciggu. Zeby oméwié ostatnie dziatania, jakim obecnie chcemy sie
zajal, mianowicie dzialania kartezjanskie, musimy zapoznaé sie z pojeciem
ciggu. Zbor, jak powiedzieliSmy, jest wyczeroujaco scharakteryzowany przez
jego elementy. Natomiast ciag zostaje scharakteryzowany przez elementy
wraz z ich kolejnoscig. Dla podkreslenia tej réznicy, w wypadku ciggdw, za-
miast o elementach, mowimy o wyrazach ciggu. Zamiast nawiasu klamrowego
postugujemy sie nawiasem naroznym. Ciag

(1,3,1)

jest trojwyrazowy, jego pierwszym wyrazem jest liczba 1, drugim liczba 3, a
trzecim znéow liczba 1. Jak powiedzielismy, dwa zbiory sa identyczne doktad-
nie wtedy, gdy maja te same elementy. Dwa ciagi sa identyczne doktadnie
wtedy, gdy maja te same wyrazy na tych samych miejscach (ustawione w tej
samej kolejnosci). Z tego tez powodu w wypadku ciagu powtérzenia wyra-
z6W sg istotne, podczas gdy w odniesieniu do zbioréw nie maja znaczenia.
Na przyktad

{1,3,1} ={1,3} ={3,1} = {1,1,3} = {3,3,1, 1},

ale

(1,3,1) #(1,3), (1,3,1) # (1,1, 3) itp.

Ciagi dwuwyrazowe nazywamy parami uporzgdkowanymsi, trojwyrazowe troj-
kami uporzadkowanymi itd. Ciagi o skonczonej liczbie wyrazéw nazywamy
ogolnie krotkami.

Ciag nieskonczony ma zawsze doktadnie tyle wyrazow, ile jest liczb na-
turalnych. Liczba wszystkich liczb naturalnych nazywa sie Rg (wymawiaj:
alef zero). Zbiér nieskoriczony moze mie¢ ¥, elementéw lub wiecej. Na przy-
ktad zbior liczb rzeczywistych ma w pewnym sensie wiecej elementow niz
zbior liczb naturalnych, podczas gdy zbiér liczb wymiernych, cho¢ to brzmi
dziwnie, ma dokladnie tyle elementéw, co zbior liczb naturalnych. Jesli zbior
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nieskonczony ma wiecej elementéw niz zbiér liczb naturalnych, to elemen-
tow tego zbioru w zaden sposob nie mozna ustawi¢ w ciag. Méwimy wow-
czas, ze ma nie tylko nieskonczenie, ale tez nieprzeliczalnie wiele elementdw.
Zbiory skonczone i zbiory, ktore majg Ny elementéw, nazywamy przeliczal-
nymi. Trudna i zawiktana problematyka nieskonczonosci i dziatan na zbiorach
lub liczbach nieskoniczonych lezy w kregu zainteresowania teorii mnogosci,
specjalnej nauki lezacej na pograniczu logiki i matematyki.

Dziatania kartezjanskie. Zapoznawszy sie z pojeciem ciggu, mozemy
przejs¢ do kartezjanskiego mnozenia zbioréw. Produkt zbiorow x oraz y jest
to zbidr (zxy), do ktérego naleza wszystkie takie pary uporzadkowane (u, w),
zeu € x,aw € y,inic ponadto. Jest to wiec zbidr tych par, ktorych pierwszy
wyraz nalezy do zbioru z, a drugi do zbioru y. Jesli, przyktadowo,

x = {©’<>}7
y={M, &},

to wowczas

Xy ={(0,8),(0, %), (O, #), (O, %)}

Analogicznie produkt trzech lub wiekszej liczby zbioréw jest to zbidr, do
ktorego nalezg trojki lub odpowiednio dtuzsze krotki, ktérych kolejne wyrazy
naleza do kolejnych mnozonych po kartezjansku zbiorow:

Ty X g X oo X wpy = {{ug, U, ... U U E Ty, U € Toy .., Uy € Ty )

Zbiér moze by¢ mnozony po kartezjansku przez siebie. Mowimy wowczas
o potegowaniu kartezjanskim. Na przyktad 22 = 2 x 2, 2° = o x o x @
itd. Wyrazy krotek naleza wowczas, po prostu, do tego samego zbioru. Na

przyktad, jesli z = {Q, &}, to
=2 x2={(Q,0),(Q, ), (,0), (O, O}

Jesli mamy na mysli potegowanie kartezjanskie zbioru x, to zbiér 2" nazy-
wamy n-ta potega kartezjanska zbioru x. Druga potege kartezjanska nazy-
wamy tez kwadratem kartezjanskim, a trzecig szeScianem kartezjanskim.

Relacje. W mowie potocznej przez relacje rozumiemy co$ zachodzacego
miedzy przedmiotami, o ktérych méwimy, ze pozostaja w tej relacji. Na przy-
ktad ojcostwo pojmujemy jako cos taczacego ojca z synem. W matematyce
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bierzemy pod uwage tylko swoisty szkielet tak pojmowanej relacji. Otéz re-
lacja ojcostwa, z matematycznego punktu widzenia, jest to po prostu zbiér
takich i tylko takich uporzadkowanych par (x,y), ze x jest ojcem y. Zatem
takie pary, jak Mieszko I i Bolestaw Chrobry, Bolestaw Chrobry i Mieszko II,
Kazimierz Jagiellonczyk i Zygmunt Stary naleza do relacji ojcostwa, a takie
pary, jak Bolestaw Chrobry i Mieszko I, Bolestaw Chrobry i Bolestaw Chro-
bry, Bolestaw Chrobry i Kazimierz Jagiellonczyk do niej nie naleza. Mozemy
mowié o relacjach jednowyrazowych, dwuwyrazowych, tréjwyrazowych itd.
Ogodlnie rzecz biorac relacja n-wyrazowa jest to zbiér n wyrazowych ciggow.
Doktadniej, relacja n wyrazowa w zbiorach: X1, X5,..., X, jest to dowolny
podzbiér produktu X; x Xy x --- x X, Zbior X; nazywamy i-ta dziedzing
tej relacji, a sume wszystkich dziedzin polem tej relacji. Piszac, ze

<LU1,SL’2,...,LU”> c R,

stwierdzamy, ze krotka (zq,zs,...,z,) nalezy do relacji R, innymi stowy
stwierdzamy, ze relacja R zachodzi miedzy przedmiotami: zq,x9,..., 2, W
odpowiedniej kolejnosci. Jezeli role wszystkich dziedzin odgrywa tan sam
zbior X, to moéwimy o relacji w zbiorze X.

Najwazniejszg role odgrywaja relacje dwuwyrazowe, zwane relacjami bi-
narnymi, czyli zbiory uporzadkowanych par. Niekiedy pierwsza dziedzing re-
lacji binarnej nazywa si¢ po prostu dziedzina, a druga dziedzine przeciwdzie-
dzing tej relacji.

Relacja R jest zwrotna w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy (z,z) € R
dla dowolnego elementu x zbioru X. Przyktadem relacji zwrotnej w zbiorze
ludzi jest znajomos¢, poniewaz kazdy zna samego siebie.

Relacja R jest symetryczna w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy (y, z) €
R, jesli (z,y) € R, dla dowolnych elementéw z,y zbioru X. Przyktadem
relacji symetrycznej w zbiorze ludzi jest matzenstwo, poniewaz, jesli x jest
wspoOtmatzonkiem y, to y jest wspétmatzonkiem .

Relacja R jest przechodnia w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy, dla
dowlnych elementow z,y, z zbioru X, jesli (z,y) € R oraz (y,z) € R, t6
réwniez (x,z) € R. Przykladem relacji przechodniej jest bycie wyzszym,
poniewaz x jest wyzszy od z, jesli x jest wyzszy od y, a y jest wyzszy od z.

Relacja R jest rownowazno$ciowa w zbiorze x wtedy i tylko wtedy, gdy
jest ona w tym zbiorze zwrotna, symetryczna i przechodnia. Przyktadem
relacji réwnowaznosciowej jest bycie tego samego wzrostu i lezenie na tej
samej szerokosci geograficznej. Zauwazmy przy tym, ze lezenie na tej samej
dhugosci geograficznej nie jest relacja réwnowaznosciowa.

Funkcje. Funkcje pojmujemy jako przyporzadkowanie jednego przedmiotu
innemu przedmiotowi. Mowimy, ze funkcja f odwzorowuje zbioér X w zbiér
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Y (funkcja f przeksztalca zbior X w zbiér V),
f: X —Y, (1.8)

wtedy i tylko wtedy, gdy kazdemu elementowi x zbioru X zostaje przypo-
rzadkowany doktadnie jeden element f(z) zbioru Y, zwany wartoscia funkcji
f w punkcie z lub obrazem przedmiotu x wyznaczonym przez funkcje f.
Jesli X' C X, to zbior f(X’), do ktérego naleza wszystkie wartosci funk-
cji f w punktach nalezgcych do zbioru X', nazywamy obrazem zbioru X’
wyznaczonym przez funkcje f. Zbior X nazywa sie dziedzing, a zbior Y prze-
ciwdziedzing funkcji f. Funkcje sa tez nazywane przeksztatceniami lub od-
wzorowaniami.

Argumentami funkcji moga by¢ krotki. Jesli argumentami funkcji sa pary
uporzadkowane, mowimy o funkeji dwoch zmiennych, jesli trojki, mowimy o
funkcji trzech zmiennych itd. Funkcje

frXxXx-oxX—X (1.9)

n zmiennych z tego samego zbioru X przyjmujaca wartosci rowniez z tego
samego zbioru X, nazywamy operacjg lub (dziataniem) w zbiorze X . Wartos$¢
takiej funkcji nazywamy wynikiem dziatania. Na przyktad dodawanie jest
dzialaniem w zbiorze liczb naturalnych, kazdej parze (x,y) liczb naturalnych
przyporzadkowuje bowiem liczbe naturalna z, zwana suma liczb z i y.

Rekurencja (indukcja matematyczna). Rekurencja jest ogblng metoda
dowodzenia twierdzen i definiowania poje¢ dotyczacych zbiorow nieskonczo-
nych, ale przeliczalnych. Chodzi zatem o zbiér liczb naturalnych i dowolne
zbiory, ktére maja tyle samo elementéw, co on.

b a c
( )

Tablica 1.5: Wieza z Hanoi

Zacznijmy od stynnego przyktadu, zwanego wiezg z Hanoi. Ilustracje tego
przyktadu przedstawiamy na tablicy 1.5. Wyobrazmy sobie trzy prety: a, b
i c. Na pret a nadziano pewna liczbe krazkoéw, utozonych jeden na drugim,
malejacymi srednicami ku gérze. W naszym wypadku jest to osiem krazkow.
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Zadanie polega na przeniesieniu catej wiezy na pret b. Wolno przy tym do-
wolnie przenosi¢ krazki miedzy pretami a, b i ¢ z tym, ze w kazdym ruchu
wolno przenosi¢ tylko jeden krazek, a ponadto nigdy nie wolno potozy¢ wiek-
szego krazka na mniejszym. Zastanowmy sie, ile ruchow wystarczy, zeby tego
dokonac.

Myslenie rekurencyjne polega na tym, zeby zaczyna¢ od najprostszych
przypadkow i poszukiwaé¢ réznicy miedzy przypadkami prostszymi, a przy-
padkami minimalnie bardziej skomplikowanymi. Uméwmy sie, ze x, bedzie
liczba ruchéw, ktore trzeba wykonaé, zeby przenie$¢ z preta a na pret b wieze
liczaca n krazkéw. Jesli n = 0, to znaczy, wiezy nie ma w ogodle, trzeba wy-
kona¢ 0 ruchow. Jesli n = 1, to znaczy wieza sktada sie z jednego krazka,
trzeba wykona¢ jeden ruch — po prostu przeniesé¢ jedyny krazek na pret b.
Przy dwoch krazkach nalezy najpierw przenies¢ mniejszy na pret pomocniczy
¢, nastepnie wiekszy krazek na b i wreszcie mniejszy z preta pomocniczego ¢
na b. Zatem

ZL’QZO,
1'1:1,
1’2:3.

[stota rekurencji jest uchwycenie réznicy miedzy wieza ztozona z n krazkow,
a wieza ztozong z n+ 1 krazkow. Zatézmy, ze umiemy juz przenies¢ wieze o n
krazkach z jednego preta drugi. Zeby przeniesé wieze o jeden krazek wyzsza,
wieze o n+ 1 krazkach, powinni$my najpierw przenies¢ n gérnych krazkéw na
pret pomocniczy — to umiemy — nastepnie przenies¢ najwieszy krazek na
pret docelowy i wreszcie przenies¢ pozostate n krazkéw z preta pomocniczego
na docelowy. Mamy zatem dwukrotnie wiecej ruchéw niz przy przenoszeniu
n krazkow i jeszcze jeden ruch, w ktérym przenosimy najwiekszy krazek:

xn+1:2'l'n+1.

Te zaleznos$¢ nazywamy krokiem rekurencyjnym, podczas gdy ustalenie wy-
niku dla najprostszego przypadku, zwykle 0 lub 1, nazywamy poczgtkiem
rekurencyi. Zatozenie, ze potrafimy rozwigzaé problem dla wartosci n, nazy-
wamy zafozeniem rekurencyjnym. Poczatek rekurencji, w ktérym prowadzimy
obliczenia dla najmniejszej wartosci n, i krok rekurencyjny, w ktérym okre-
slamy zalezno$¢ miedzy n a n + 1, sktadaja sie na rekurencje po wartosci n,
krotko: po n, ktore nazywamy parametrem rekurencyjnym. Zanjac poczatek
rekurencji i krok rekurencyjny, jesteSmy w stanie policzy¢ szukang wartosé
dla dowolnej wartosci parametru rekurencyjnego. W wypadku wiezy z Hanoi
x3 =7, x4 = 15, x5 = 31, x¢ = 63, v7 = 127, xg = 255 itd. Zatem prze-
niesienie z preta a na pret b wiezy ztozonej z o$miu krazkéw wymaga 255
ruchéw.
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Dowody rekurencyjne. Rekurencja jest metoda dowodzenia twierdzen
o zbiorze liczb naturalnych i o wszelkich zbiorach majacych tyle samo, co
on, elementow. Jesli chcemy udowodnié¢, ze kazda liczba naturalna apetnia
warunek W, dowodzimy, ze

(a) liczba 0 spelia warunek W,
(b) jesli n spelnia warunek W, to n + 1 réwniez spelnia warunek .

Twierdzenie (a) jest poczatkiem rekurencji, a twierdzenie (b) jest krokiem
rekurencyjnym. Generalnie rzecz biorac, poczatek rekurencji mozna wybraé
dowolnie. Moze to by¢ liczba 0, liczba 1 lub inna liczba naturalna. W re-
zultacie otrzymujemy dowod tego, ze warunek W jest spelniony przez kazda
liczbe naturalng, poczynajac od tej, ktéra uznaliSmy za poczatek rekurencji.
Analogicznie postepujemy z dowolnymi przedmiotami ustawionymi w cigg.
Dowodzimy, ze pierwszy z nich spelnia pewien warunek i ze spetnianie tego
warunku przenosi si¢ na kolejny wyraz ciaggu.

Rozwiazmy proste zadanie rekurencyjne. Nalezy udowodni¢, ze — dla
dowolnej liczby naturalnej n — suma n pierwszych liczb naturalnych rowna
sie liczbie (n + 1)/2 pomnozonej przez n, to znaczy

n+1

L4243+ dn=n-——.

Wiemy juz, ze musimy zbadac¢ poczatek rekurencji, a nastepnie krok rekuren-
cyjny. W naszym wypadku poczatkiem rekurencji jest liczba n = 1. Widac,
ze spelnia ona dowodzong zaleznos¢:

1+1

1=1
2

Nalezy teraz wykona¢ krok rekurencyjny. Przyjmijmy zalozenie rekurencyjne,
to znaczy, przyjmijmy, ze dowodzona zaleznos¢ jest spelniona przez pewnag
liczbe n, i zastanéwmy sie, co dzieje si¢ z liczbg n + 1. Widzimy, ze

n+1
1—|—2—|—3+---—|—n+(n+1):<n- > )+(n+1).

Wiemy to z zalozenia indukcyjnego. Stawierdza ono, ze sume n pierwszych
liczb umiemy policzyé¢. Nie wiemy jeszcze tylko, jak doda¢ do niej ostatnia,
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najwieksza liczbe. Wykonamy teraz zwykte przeksztatcenia po prawej stronie:

(n-n;1>+(n+1):((n+1)-g>+ n+1)=

To zas jest dowodzona zaleznos¢ dla wartosci n + 1. Na poczatku rekurencji
udowodnilismy zatem, ze liczba 1 spelnia zadang zaleznos¢. W kroku reku-
rencyjnym wykazalismy, ze liczba n + 1 spelnia te zaleznosé, jesli tylko zalez-
nosé jest spetniona przez liczbe n. Wynika stad, ze kazda liczba naturalna,
poczawszy od 1, spelnia zadang zaleznos¢.

Definicje rekurencyjne. Rekurencji mozna uzywacé do charakteryzowania
zbioréw, ktére maja co najwyzej tyle elementdw, ile jest liczb naturalnych (to
znaczy Ng). Zastanowmy sie, jak mozna zdefiniowaé zbiér liczb parzystych.
Jest wiele sposobdéw. Mozna, miedzy innymi, powiedzie¢, ze zbiér liczb parzy-
stych jest to zbiér, do ktérego nalezy co druga liczba naturalna, poczawszy
od zera, i nic wiecej. To wlasnie jest definicja rekurencyjna, cho¢ niedbale
wystowiona. Bardziej elegancko mozna powiedzie¢, ze 0 nalezy do zbioru liczb
parzystych oraz, jesli n nalezy do zbioru liczb parzystych, to n + 2 rowniez
nalezy do tego zbioru, i nic wiecej do niego nie nalezy. Zamiast niezbyt zgrab-
nego zwrotu ,i nic wiecej” uzywamy znanego nam juz pojecia najmniejszego
zbioru. Powiemy wiec ostatecznie, ze zbidr liczb parzystych jest to najmniej-
szy taki zbior, ze

e 0 nalezy do tego zbioru,
e jesli n nalezy do tego zbioru, to n + 2 réwniez do niego nalezy.

Pierwsze stwierdzenie jest poczatkiem rekurencji, a drugie krokiem rekuren-
cyjnym. Zastrzezenie, ze chodzi o najmniejszy zbiér spelniajacy dane wa-
runki, jest zawsze istotne. Przeciez sformutowane warunki sg spelnione row-
niez przez zbiér liczb naturalnych, wymiernych i rzeczywistych.

Rozwazmy jeszcze przyktad pozamatematyczny. Za pomoca rekurencji
mozna zdefiniowa¢, powiedzmy, pojecie dynastii Piastow. Mozemy stwierdzi¢,
ze dynastia Piastéw jest to najmniejszy taki zbior oséb, ze

e Mieszko I nalezy do dynastii Piastow,
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e jezeli x nalezy do dynastii Piastow, x jest mezczyzna oraz y jest pra-
wowitym potomkiem x, to y réwniez nalezy do dynastii Piastow.

Zgodnie z ta definicja Bolestaw Smialy nalezy do dynastii Piastéw. Skoro
bowiem Mieszko I nalezy do tej dynastii, to Bolestaw Chrobry réwniez do
niej nalezy. Wobec tego nalezy do niej Mieszko IT Lambert. Wobec tego nalezy
do niej Kazimierz Odnowiciel, a wobec tego nalezy do niej Bolestaw Smiaty.

Rekurencyjnie mozna definiowaé¢ réwniez bardziej ztozone zbiory, na przy-
ktad relacje. Pokazemy, jak mozna zdefiniowa¢ relacje bycia prawowitym po-
tomkiem:

e jesli osoba x jest maltzenskim dzieckiem osoby y, to osoba x jest réwniez
prawowitym potomkiem osoby v,

e jezeli osoba x jest maltzenskim dzieckiem osoby y oraz osoba y jest
prawowitym potomkiem osoby z, to rowniez osoba x jest prawowitym
potomkiem osoby z.

W takim uktadzie liczboma naturalnym odpowiada swoista odlegto$¢ miedzy
potomkiem a przodkiem. Relacja dziecka do rodzica odpowiada liczbie 1,
relacja wnuka do dziadka (babki) liczbie 2 itd.

Rekurencyjnie zdefiniowane zbiory swietnie si¢ nadaja do przeprowadza-
nia dowodéw rekurencyjnych. Jesli wykazemy, ze liczba 0 spelnia pewien
warunek i ze spelnianie tego warunku przenosi si¢ na liczbe o dwa wicksza,
to udowodnimy, ze dany warunek jest spetniony przez kazda liczbe parzysta.
Jesli wykazemy, ze Mieszko I miatl pewna wlasnos$¢ i ze wlasnos$é te dzie-
dziczy zawsze prawowity potomek, to tym samym udowodnimy, ze wszyscy
reprezentanci dynastii Piastow mieli te wlasnosc.



Rozdziat 2

Klasyczny rachunek zdan

Podstawowego we wspolczesnej logice modelu wynikania i innych badanych
zaleznosci dostarcza klasyczny rachunek logiczny, zwany tez logikq standar-
dowqg. W jego ramach wyrdézniamy najprostsza czes¢, zwana klasycznym ra-
chunkiem zdan, i wlasciwa, bardziej zaawansowana logike pierwszego rzedu.

2.1 Jezyk klasycznego rachunku zdan

Klasyczny rachunek zdan jest najprostsza teorig logiczna. Omawiajac jezyk
klasycznego rachunku zdan, okreslimy najpierw zasoéb wyrazen, a nastepnie
ustalimy sposéb ich rozumienia. Kluczowym pojeciem bedzie tu pojecie in-
terpretacji.

Stopnie jezyka. O czymkolwiek chcemy méwié, o tym musimy mowié¢ w
jakims jezyku. W logice czesto musimy mowi¢ o pewnym jezyku lub o jego
wyrazeniach. Réwniez wtedy, gdy moéowimy o jakim$ jezyku, musimy zara-
zem moéwi¢ w pewnym jezyku. W takiej sytuacji jezyk, o ktérym mowimy,
nazywa sie jezykiem przedmiotowym, a jezyk, w ktorym méwimy, nazywa si¢
metajezykiem. Metajezykiem moze by¢ ten sam jezyk, ktory jest jezykiem
przedmiotowym, lub jakis inny jezyk. Na przyktad, mowiac:

zdanie ,ravens are black” znaczy, ze kruki sg czarne,

méwimy w jezyku polskim o pewnym zdaniu jezyka angielskiego, czyniac w
ten sposob jezyk angielski jezykiem przedmiotowym, a jezyk polski metaje-
zykiem. Gdy natomiast mowimy:

zdanie  kruki sa czarne” znaczy, ze kruki sa czarne,
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postugujemy sie jezykiem polskim zaréwno w funkcji jezyka przedmiotowego,
jak i metajezyka. W logice czesto jezykiem przedmiotowym jest ktorys ze
specjalnie dla logiki skonstruowanych jezykéw sformalizowanych, a metaje-
zykiem jest jezyk mieszany, zlozony z pewnych, zwykle nieco ulepszonych,
wyrazen jezyka naturalnego, z pewnych wyrazen nalezacych do jezyka filozo-
ficznego i1 z pewnych wyrazen jezyka jakiej$ teorii matematyczne;j.

Prostym i powszechnie stosowanym narzedziem, stuzacym do moéwienia
o wyrazeniach jest cudzystow. Ujmujac jakies wyrazenie w cudzystow, two-
rzymy automatycznie nazwe tego wyrazenia. Powiemy zatem, ze

kot jest ssakiem, kot miewa zwykle cztery nogi,
wkot” jest rzeczownikiem, ,kot” sktada si¢ z trzech liter.

Nazwa cudzystowowa jest skrotem rozbudowanej nazwy strukturalnoopiso-
wej. Ujmujac w cudzystow rzeczownik ,kot”, mowimy: wyraz ztozony z trzech
kolejno nastepujacych po sobie liter: ka, o, te. Niekiedy chcemy méwié¢ bar-
dziej ogdlnie o grupie wyrazen, ktére maja podobnag, analogiczng budowe. Do
tego stuza quasi-cudzystowy, majace ksztalt gornych naroznikéw. Na przy-
ktad zbudowany za pomocg zwyklego cudzystowu napis:

A lub B

znaczy doktadnie tyle, co ciag znakéw: wielkie a, spacja, mate el, mate u, mate
be, spacja, wielkie be. Natomiast zbudowany za pomoca quasi-cudzystowu
napis:

"A lub B,

w ktorym A, B sg dowolnymi zdaniami, znaczy tyle, co: dowolny napis, zto-
zony kolejno z dowolnego zdania, po ktéorym nastepuje spacja, po ktorej na-
stepuje napis ,,lub”, po ktérym nastepuje spacja, po ktorej nastepuje dowolne
zdanie. Znaki , A7 i ,;B” naleza do metajezyka, do jezyka, w ktorym mowimy.
Quasi-cudzystow tym rézni sie od cudzystowu, ze ten pierwszy nie dziata na
zmienne, za ktérych pomocg méwimy o interesujgcych nas wyrazeniach —
nie dziata na zmienne, ktore naleza do metajezyka. Zmienna metajezykowa
ujeta w cudzystoéw staje si¢ nazwa samej siebie, podczas gdy ta sama zmienna
w quasi-cudzystowie pozostaje sobg.

Kiedy konstruujemy i badamy rachunki logiczne, tworzone przez nas je-
zyki tych rachunkow sa jezykami przedmiotowymi. Natomiast jezyk, w kto-
rym moéowimy o tych rachunkach, metajezyk, jest specjalnie przystosowanym
jezykiem naturalnym. Postugujemy sie¢ w nim m.in. licznymi pojeciami ma-
tematycznymi.
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Alfabet. Najprostsze, niepodzielne symbole, z ktorych sktadaja si¢ wyraze-
nia klasycznego rachunku zdan, tworzg alfabet budowanego przez nas jezyka.
Do alfabetu jezyka klasycznego rachunku zdan naleza:

7 7 i

: : 2 79
e stale terminy logiczne =7, A", V', ,—7, =",
: : 29 2 2 2 PO
e schematyczne litery zdaniowe ,p”, ,.q”, .7, .p1”, ,p2” itp.,
e nawiasy.

Przyjmujemy, ze w alfabecie jest dokladnie tyle liter zdaniowych, ile jest liczb
naturalnych - czyli jest N liter. Symbol ,—" nazywa sie funktorem negacji,
symbol A" nazywa sie funktorem koniunkcji, symbol ,V” nazywa sie funkto-
rem alternatywy, symbol ,,—” nazywa sie funktorem implikacji, a symbol ,.="
nazywa sie funktorem réwnowaznosci. Zamiast o funktorze wolno moéwié o
spojniku, znaku lub symbolu negacji, koniunkcji, alternatywy, implikacji lub
rownowazno$ci. Nawiasy sg znakami interpunkcyjnymi i shuza do zaznaczania
granicy wyrazen ztozonych, zbudowanych za pomoca funktoréw, ktére wy-
stepuja w tych nawiasach. W metajezyku o dowolnych wyrazeniach jezyka
klasycznego rachunku zdan bedziemy méwi¢ za pomocg zmiennych , A7, B”
L7, D” 7 indeksami (np. ,A;”, ,,A2”) lub bez indekséw.

Zbiér wyrazen. Stownik, czyli zaséb poprawnie zbudowanych wyrazen,
jezyka klasycznego rachunku zdan jest to najymniejszy zbiér spehiajacy wa-
runki:

e wszystkie schematyczne litery zdaniowe sa wyrazeniami,
o jezeli A jest wyrazeniem, to " (—A)™ réwniez jest wyrazeniem,

o jezeli A 1 B sa wyrazeniami, to "(AAB), T(AVB), T(A— B)"
oraz " (A = B) ™ réwniez sa wyrazeniami.

Powiedzielismy, ze stownik klasycznego rachunku zdan jest to najmniejszy
zbior, ktory spetnia sformutowane warunki. Znaczy to, ze poprawnie zbudo-
wanymi wyrazeniami klasycznego rachunku zdan sg wszystkie i tylko te zbitki
znakow, ktérych uznania za wyrazenia te warunki wymagaja. Kazde wyraze-
nie klasycznego rachunku zdan powstaje przez zastosowanie skonczong liczbe
razy sformulowanych warunkéw. Innych wyrazen w stowniku klasycznego ra-
chunku zdan nie ma.

Sens sformutowanych warunkéow jest taki, ze kazda litera zdaniowa sama
jest wyrazeniem, ze funktor negacji tworzy wyrazenie z jednym dowolnym
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wyrazeniem, a pozstate funktory tworza wyrazenia z dwoma dowolnymi wy-
razeniami. Na przyktad, zgodnie z przyjeta definicja, napis

((=p) — (g V1))

jest wyrazeniem klasycznego rachunku zdan doktadnie wtedy, kiedy wyraze-
niami sa obydwa napisy: ,(—p)”, ,(¢ Ar)”. Pierwszy z nich jest wyrazeniem
doktadnie wtedy, gdy wyrazeniem jest litera ,p”, a drugi jest wyrazeniem
doktadnie wtedy, gdy wyrazeniami sg litery: ,.q” i ,»”. Poniewaz zas kazda
litera jest wyrazeniem, to napisy: ,,(—p)”, ,,(gAr)” tez sa wyrazeniami, a wiec
wyjsciowy napis jest wyrazeniem klasycznego rachunku zdan. Natomiast na-
pis

((pq) A1)

nie jest wyrazeniem. Bytby nim, gdyby obydwa napisy: ,(pq)” i ,»” byty
wyrazeniami. Drugi z nich, jako pojedyncza litera zdaniowa, jest, co prawda,
wyrazeniem, ale pierwszy nie podpada pod zaden warunek przyjetej definicji.
Poniewaz za$ zbior wyrazen zostat okreslony jako najmniejszy zbior spetnia-
jacy zadane warunki, musimy uznaé, ze napis ,(pg)” nie jest wyrazeniem.
Wobec tego wyrazeniem nie jest tez napis ,,((pg) Ar)”. Omoéwione przyktady
pozwalaja na uchwycenie rekurencyjnego charakteru definicji wyrazenia. Aby
oceni¢, czy pewien napis jest wyrazeniem, musimy, krok po kroku, ujawni¢
sposob jego ztozenia z najmniejszych komponentéw, to znaczy z liter zdanio-
wych, za pomocg funktorow. Litery odpowiadajg najmniejszej liczbie natu-
ralnej — sa poczatkiem rekurencji — podczas gdy kazde ztozenie wyrazenia
za pomocg funktora stanowi przejscie na poziom ztozenia wyzszy o jeden.

Litery zdaniowe sa wyrazeniami prostymi (atomicznymsi), a pozostate wy-
razenia nazywaja sie wyrazeniami zlozonymi (molekularnymi). Kazde wyra-
zenie ztozone sktada sie z pewnego funktora logicznego, z jednego lub dwdch
wyrazen, ktore nazywaja sie argumentami tego funktora, i z nawiasow, ktore
wskazuja na granice wyrazenia. Symbol, ktéry tworzy wyrazenie razem ze
swoimi argumentami i nawiasami, nazywa sie funktorem glownym tego wy-
razenia. Funktor, ktory tworzy wyrazenie ztozone z jednym argumentem,
nazywa sie jednoargumentowym, a funktor, ktéry tworzy wyrazenie z dwoma
argumentami, nazywa sie dwuargumentowym. Wszystkie argumenty funktora
sktadaja sie na zasieg tego funktora.

Wyrazenie " (—A) " nazywa sie negacjg wyrazenia A i jest odczytywane:
nie jest tak, ze A. Symbol =" jest funktorem gtéwnym tej negacji, a wyra-
zenie A nazywa sie podstawq tej negacji. Zamiast o negacji wolno tez mowic¢
o zaprzeczeniu wyrazenia A. Wyrazenie "(A A B)™ nazywa sie koniunkcjg
wyrazen A, B i jest odczytywane: A i B, ewentualnie: A oraz B. Funkto-
rem gtéwnym jest symbol A", a wyrazenia A, B nazywaja sie czynnikami
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tej koniunkcji. Wyrazenie A nazywa sie pierwszym, a wyrazenie B drugim
czynnikiem tej koniunkcji. Wyrazenie " (A V B) ™ nazywa sie alternatywg wy-
razen A, B i jest odczytywane: A lub B. Funktorem gtéwnym jest symbol
,V7, a wyrazenia A, B nazywaja sie skladnikami tej alternatywy. Wyrazenie
A nazywa sie pierwszym, a wyrazenie B nazywa si¢ drugim sktadnikiem tej
alternatywy. Wyrazenie " (A — B)™ nazywa sie implikacjg o poprzedniku A i
nastepniku B, wyrazenie A nazywa sie poprzednikiem, a wyrazenie B nastep-
nikiem tej implikacjii. Omawiang implikacje nalezy odczytywac: jezeli A, to
B, ewentualnie: A tylko wtedy, gdy B. Jej funktorem gltéwnym jest symbol
,— . Wyrazenie " (A = B) " nazywa sie rownowaznoscig wyrazen A, B i jest
odczytywane: A wtedy i tylko wtedy, gdy B. Funktorem gtéwnym jest symbol
=, awyrazenia A, B nazywaja sie stronami tej rownowaznosci. Wyrazenie
A nazywa sie lewg, a wyrazenie B prawg strong tej réwnowaznosci.

W bardziej ztozonych wyrazeniach nattok nawiaséw moze utrudnié¢ ro-
zumienie. Dlatego zawrzemy pewne umowy, ktére pozwalaja na opuszczenie
niektérych nawiaséw. Umowy te obowigzuja o tyle, o ile nie moga prowadzic¢
do nieporozumien. Po pierwsze, zazwyczaj bedziemy zezwala¢ na opuszcze-
nie najbardziej zewnetrznych nawiaséw. Na przyklad, zamiast ,(pA(qgVr))”
napiszemy krocej .p A (¢ V r)”. Po drugie, uméwimy sie odnosnie do kolej-
nosci dziatania funktoréw na argumenty. Podobng umowe znamy ze szkolnej
matematyki. Aby oszczedzi¢ na nawiasach, umawiamy sie zwykle, ze przy
braku nawiasow wykonujemy dziatania w kolejnosci: mnozenie, dzielenie, do-
dawanie i odejmowanie. Na mocy tej umowy, zamiast ,,(2-5)+3", wolno nam
napisa¢ ,,2 -5 + 3”. Natomiast w wyrazeniu ,2 - (5 + 3)” nie wolno opusci¢
nawiasu. W klasycznym rachunku zdan analogicznie ustalamy nastepujaca
kolejnos$¢ dziatania funktorow na argumenty:

- AV — =,

Umawiamy sie przy tym, ze wolno opuszcza¢ te nawiasy, ktorych nalezatoby
sie domysla¢ z uwagi na te kolejnos¢ dziatania funktoréw. Na przyktad wy-
razenie ,p A qVr” znaczy tyle, co wyrazenie ,(pAq)Vr”, ale juz nie tyle, co
wyrazenie ,pA(qVr)”. Jesdli kolejnosci dziatania nie wyznaczaja ani nawiasy,
ani dotychczas zawarte umowy, to wykonujemy dziatania wedle kolejnosci
zapisu, poczawszy od lewej strony, na przyktad wyrazenie ,p A g A r” jest
skrotem wyrazenia ,(pAq) Ar”, anie wyrazenia ,pA(qAr).” Podkreslmy, ze
zawarte wtasnie umowy zezwalaja na opuszczanie niektorych nawiasow, ale
go nie nakazuja.

Zasady dwuwartosciowosci i ekstensjonalno$ci. Znaczeniem wyrazen
klasycznego rachunku zdan rzadza nade wszystko dwa zalozenia, ktore nosza
miano zasady dwuwarto$ciowosci i zasady ekstensjonalnosci.
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Zgodnie z zasada dwuwartosciowosci kazde zdanie ma doktadnie jedng
z dwbch wartosci logicznych: prawde lub fatsz. Wykluczone sa wiec zdania,
ktére nie maja zadnej wartosci logicznej, zdania, ktére maja kilka wartosci
logicznych, i zdania, ktore majg wartosci inne od dwoch przyjetych w tym
rachunku. Nie rozstrzygamy przy tym, czy takich zdan w ogdéle nie ma, czy
tez sa, ale pozostaja poza zasiggiem obowiazywania klasycznego rachunku
zdan.

W klasycznym rachunku zdan bierzemy pod uwage tylko niektore zwiazki
miedzy zdaniami, mianowicie tylko te, ktére mozna wyrazi¢ za pomoca funk-
torow prawdziwosciowych. Funktor zdaniowy nazywa sie funktorem praw-
dziwosciowym wtedy i tylko wtedy, gdy wartos¢ logiczna zdania ztozonego,
zbudowanego za pomocsg tego funktora, zalezy wytacznie od wartosci logicz-
nych argumentow tego funktora.

Na przyktad spojnik ,oraz” jest prawdziwosciowy. Jesli tym spojnikiem
potaczymy dwa zdania prawdziwe, otrzymamy réwniez zdanie prawdziwe. Je-
sli natomiast potaczymy tym spéjnikiem dwa zdania, z ktérych co najmniej
jedno jest fatszywe, to uzyskamy zdanie falszywe. Tre$¢ tych zdan jest przy
tym obojetna. Wymiana jednego zdania prawdziwego na inne zdanie praw-
dziwe lub jednego zdania falszywego na inne zdanie fatszywe nie wpltywa na
warto$¢ logiczna zdania ztozonego. Jesli na przyklad w prawdziwym (przy
zalozeniu prawdziwosci opowiadania o Tristanie i Izoldzie) zdaniu

Otello kocha Desdemone oraz Cassio kocha Desdemone

zastapimy prawdziwe zdanie ,,Cassio kocha Desdemone” przez inne praw-
dziwe zdanie, powiedzmy ,3 4+ 5 = 8”, to uzyskamy zdanie

Otello kocha Desdemone oraz 3 + 5 = 8.

To zdanie bedzie miato taka sama wartos¢ logiczng jak pierwsze zdanie. W
naszym wypadku oba te zdania sa prawdziwe.

Nie wszystkie spojniki zdaniowe sa funktorami prawdziwos$ciowymi. Roz-
wazmy spojnik ,poniewaz”. Podobnie jak ,oraz”, réwniez ,poniewaz”’ tworzy
zdanie ztozone wraz z dwoma argumentami, bedgcymi zdaniami. Do ustalenia
wartosci logicznej zdania ztozonego nie wystarczy jednak znajomosé wartosci
logicznych zdan sktadowych. Na przyktad zdanie

Otello jest nieszczedliwy, poniewaz sadzi, ze Desdemona kocha
Cassia

jest zbodowane z funktora zdaniowego ,,poniewaz” oraz jego dwoch argumen-
tow: ,,Otello jest nieszczesliwy”, ,Otello sadzi, ze Desdemona kocha Cassia”.
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Obydwa argumenty sa zdaniami prawdziwymi. Ich prawdziwo$¢ nie wystar-
cza jednak do ustalenia wartosci logicznej zdania ztozonego. Mozna sie o
tym przekonaé, zastepujac zdanie ,Otello sadzi, ze Desdemona kocha Cas-
sia” przez inne zdanie prawdziwe, powiedzmy ,3+5 = 8”. Powstanie woéwczas
zdanie

Otello jest nieszczedliwy, poniewaz 3 + 5 = 8.

To zdanie réwniez sktada sie z funktora ,,poniewaz” i jego dwoch argumentow:
,Otello jest nieszczesliwy”, .3 + 5 = 8”. Réwniez w tym wypadku obydwa
argumenty sa zdaniami prawdziwymi. Mimo to zdanie ztozone jest falszywe.
Swiadezy to o tym, ze wartosé logiczna zdania zbudowanego za pomocg funk-
tora ,poniewaz” zalezy nie tylko od wartosci logicznych zdan sktadowych.
Funktor ,poniewaz” nie jest wigc prawdziwosciowy.

Zgodnie z zasadg ekstensjonalnosci wszystkie funktory badane w klasycz-
nym rachunku zdan muszg by¢ prawdziwosciowe. Takie funktory, jak ,,ponie-
waz’, nie sa wiec w tym rachunku w ogoéle brane pod uwage.

Dopuszczalno$é ograniczen, ktére naktada zasada ekstensjonalnosci, jest
rownie dyskusyjna, jak obowigzywanie zasady dwuwartosciowosci. Do obu
tych zasad wypadnie nam wrécié, kiedy si¢ pochylimy nad logikami niekla-
sycznymi. W kazdym razie klasyczny rachunek zdan ma moc obowiazujaca
w takim zakresie, w jakim zachowane sg te zasady.

Interpretacje. Jak juz powiedzielismy, litery zdaniowe nie maja w pelni
ustalonego znaczenia, lecz reprezentujg dowolne prawdziwe lub falszywe zda-
nia. W rezultacie tego réwniez ztozone wyrazenia, zawierajace litery zda-
niowe, nie musza mie¢ definitywnie ustalonego znaczenia. Skoro nie wiadomo,
co znaczy litera ,p” ilitera ,,¢”, nie wiadomo tez, co znaczy wyrazenie ,pAq”.
Litera ,p” moze reprezentowac¢ zdanie prawdziwe lub zdanie falszywe. Z tego
powodu o wyrazeniach, w ktérych wystepuja litery schematyczne, nie mo-
wimy, ze sa one zdaniami, lecz ze sg schematami zdan lub zdaniami sche-
matycznymi. Analogicznie méwimy o schematach wnioskowan. Dookreslenie
znaczenia liter schematycznych nazywamy interpretacjg. Schematy wyrazen
nie sg po prostu prawdziwe ani falszywe, lecz sa prawdziwe lub falszywe
w poszczegolnych interpretacjach. Jesli zdecydujemy, ze litera ,p” reprezen-
tuje zdanie ,Ziemia jest trzecig planetg Uktadu Stonecznego”, to wowczas
bedziemy mogli stwierdzi¢, ze wyrazenie ,p” w tej interpretacyi jest prawda.
Jezeli zas zdecydujemy, ze litera ,p” reprezentuje zdanie ,,Ziemia jest dyskiem
spoczywajacym na szesciu krokodylach”, to wolno nam bedzie powiedzie¢, ze
wyrazenie ,p” w tej interpretacji jest falszem.

Poniewaz w klasycznym rachunku zdan wszystkie funktory sa prawdziwo-
sciowe, konstruujac interpretacje mozemy pozwoli¢ sobie na pewne uprosz-
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czenie. Skoro bowiem w tym rachunku istotna jest tylko warto$¢ logiczna
zdania, zamiast przypisywac literze poszczegolne zdania, mozemy przypisacé
jej bezposrednio wartosé logiczna. Takie rozwigzanie ma wielky zalete. Mia-
nowicie zdan jest nieskonczenie wiele, a wartosci logiczne tylko dwie. Dzigki
temu mozemy ograniczy¢ sie do rozpatrywania skonczenie wielu interpreta-
¢ji dowolnego schematu wyrazenia lub wnioskowania. Przyjmiemy zatem, ze
interpretacja w klasycznym rachunku zdan bedzie polegata na przypisaniu
wartosci logicznych schematycznym literom zdaniowym.

Definicja 1 (interpretacja litery zdaniowej) Interpretacja schematycz-
nej litery zdanitowej polega na przyporzqgdkowaniu tej literze doktadnie jednej
wartosci logicznej: prawdy lub fatszu.

Definicja 2 (interpretacja) Interpretacja wyrazenia (zbioru wyrazen, sche-
matu wnioskowania, jezyka) sprowadza sie do interpretacji co najmniej wszyst-
kich liter schematycznych, ktore wystepuje w tym wyrazeniu (zbiorze wyrazen,
schemacie wnioskowania, jezyku).

W praktyce przypisujemy zatem wartosci logiczne tylko tym literom, ktore
aktualnie rozwazamy. Dla usprawnienia zapisu wprowadzimy proste skroty.
Prawde mozemy oznaczaé¢ symbolem ,17, a falsz symbolem ,0”. Ponadto,
zamiast mowi¢, ze wyrazenie A jest prawdziwe w interpretacji V', powiemy
niekiedy:

a, zamiast mowic, ze wyrazenie A jest falszywe w interpretacji V', powiemy
niekiedy:

V(A) =o0.

Mozemy catkiem arbitralnie przypisywa¢ wartosci literom zdaniowym z tym
zastrzezeniem, ze w danej interpretacji wszystkim egzemplarzom danej li-
tery, nawet pojawiajacej sie w rozwazanych wyrazeniach wielokrotnie, nalezy
przypisa¢ zawsze te samg wartosc. Natomiast wartosci logiczne wyrazen zto-
zonych w kazdej interpretacji sa wyznaczone z géry przez wartosci logiczne
liter zdaniowych i odpowiednie charakterystyki znaczeniowe.

Wartosci logiczne wyrazen ztozonych. Charakterystyka znaczenia funk-
tora prawdziwosciowego polega na opisaniu, w jaki sposéb wartos¢ logiczna
wyrazenia ztozonego, zbudowanego za pomoca tego funktora, zalezy od war-
tosci logicznych argumentéw tego funktora.
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Definicja 3 (negacja) Wyrazenie "—A™ jest prawdziwe w interpretacji V,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy wyrazenie A jest falszywe w tej interpretacji. Wyraze-
nie " A7 jest fatszywe w interpretacyi V', wtedy 1 tylko wtedy, gdy wyrazenie
A jest prawdziwe w tej interpretacyi.

Zgodnie z definicja 3 negacja wyrazenia prawdziwego jest falszem, a negacja
wyrazenia falszywego jest prawda.

Definicja 4 (koniunkcja) Wyrazenie "A A B7 jest prawdziwe w interpre-
tacyi V', wtedy 1 tylko wtedy, gdy obydwa wyrazenia: A, B sq prawdziwe w
teg interpretacyi. Wyrazenie "A N B jest falszywe w interpretacji V, wtedy
i tylko wtedy, gdy co najmniej jedno z wyrazen: A, B jest falszywe w tej
interpretacyi.

Zgodnie z definicjg 4 koniunkcja jest prawdziwa doktadnie wtedy, gdy praw-
dziwe sg obydwa jej czynniki. W kazdym innym razie koniunkcja jest fal-
SzZywa.

Definicja 5 (alternatywa) Wyrazenie "AV B jest prawdziwe w interpre-
tacji V', wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedno z wyrazen: A, B jest
prawdziwe w tej interpretacyi. Wyrazenie " AV B jest falszywe w interpre-
tacyi V', wtedy 1 tylko wtedy, gdy obydwa wyrazenia: A, B sq falszywe w tej
interpretacyi.

Zgodnie z definicjg 5 alternatywa jest falszem doktadnie wtedy, gdy falszywe
sg obydwa jej sktadniki. W kazdym innym razie alternatywa jest prawda.

Definicja 6 (implikacja) Wyrazenie "A — B jest falszywe w interpreta-
ci V', wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenie A jest prawdziwe, a wyrazenie B jest
fatlszywe w tej interpretacyi. Wyrazenie "A — B jest prawdziwe w interpre-
tacji V', wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenie A jest falszywe w tej interpretacyi
lub wyrazenie B jest prawdziwe w tej interpretacyi.

Zgodnie 7z definicja 6 implikacja jest falszywa doktadnie wtedy, gdy ma praw-
dziwy poprzednik, ale fatszywy nastepnik. W kazdym innym razie implikacja
jest prawdziwa. Skoro zatem falsz implikacji wymaga réwnoczesnego spel-
nienia dwoch warunkow: prawdziwego poprzednika i fatszywego nastepnika,
to implikacja jest prawdziwa doktadnie wtedy, gdy co najmniej jeden z tych
warunkéw nie jest spelniony: badz poprzednik jest falszywy, badz nastepnik
jest prawdziwy.

Definicja 7 (réwnowazno$é) Wyrazenie " A = B jest prawdziwe w inter-
pretacji V', wtedy 1 tylko wtedy, gdy w tej interpretacji wyrazenie A zgadza
sie z wyrazeniem B pod wzgledem wartosci logicznej. Wyrazenie "A = B
jest fatszywe w interpretacyi V', wtedy @ tylko wtedy, gdy w tej interpretacyi
wyrazenie A rozni sie z wyrazeniem B pod wzgledem wartosci logiczney.
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Zgodnie z definicja 7 prawda jest zaréwno réwnowaznos¢ dwoch wyrazen
prawdziwych, jak i réwnowaznos¢ dwoch wyrazen falszywych. Natomiast
rownowazno$¢, ktéra ma jedng strone prawdziwa, a druga falszywa, sama
jest fatszem.

Zauwazmy, ze z uwagi na akceptacje zasady dwuwartosciowosci dowolne
wyrazenie jest falszywe doktadnie wtedy, gdy nie jest prawdziwe, i odwrotnie,
jest prawdziwe doktadnie wtedy, gdy nie jest prawdziwe. Ponadto kazdemu
rozwazanemu wyrazeniu zostaje przyporzadkowana doktadnie jedna z dwéch
wartosci logicznych. Mozna wiec powiedzie¢, ze z matematycznego punktu wi-
dzenia interpretacja jest funkcja i ze funkcja ta przeksztatca zbior wyrazen w
dwuelementowy zbior wartosci logicznych. Przepis obliczania wartosci funk-

= A1l O Vil 0 — |1 0 =1 0
110 111 0 111 1 111 0 111 0
o1 0(0 O 0(1 O 11 0|0 1

Tablica 2.1: symbole klasycznego rachunku zdan

cji interpretacji dla wyrazen ztozonych klasycznego rachunku zdan mozna
uja¢ w poreczne tabele. PrzedstawiliSmy je na tablicy 2.1. W odniesieniu do
funktora negacji w pierwszej kolumnie podano wartosci argumentu funktora
negacji, a w drugiej odpowiednie wartosci negacji. W odniesieniu do funkto-
row dwuargumentowych w pierwszej kolumnie podano wartosci pierwszego
argumentu, a w pierwszym wierszu wartosci drugiego argumentu. Wartosci
wyrazenia zlozonego umieszczono na skrzyzowaniu wlasciwego wiersza i ko-
lumny.

Algorytmiczne badanie interpretacji wyrazen. Porecznym sposobem
rozwazania interpretacji wyrazen jest wypisywanie odpowiednich wartosci
logicznych pod tymi wyrazeniami. Pod literami zdaniowymi nalezy wypisac¢
wartosci wtasciwe dla rozwazanej interpretacji. Obliczone na tej podstawie
wartosci wyrazen ztozonych nalezy wpisa¢ pod funktorami gtéwnymi tych
wyrazen, tj. pod funktorami, ktére wraz ze swymi argumentami tworza te
wyrazenia. Zatozmy dla przyktadu, ze chcemy obliczy¢ wartosé logiczng wy-
razenia ,pp — —gAp” w takiej interpretacji Vi, w ktorej Vi (p) = 1, a Vi(q) = 0.
Whpisujemy wiec ,,1”7 pod kazdym egzemplarzem litery ,p”, a ,,0” pod kazdym
egzemplarzem litery ,q”:

p — 7 q N D
1 0 1
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Zauwazmy, ze — zgodnie z naszymi ustaleniami — pod obydwoma egzem-
plarzami litery ,p” znajduje si¢ ten sam znak ,1”7. Zatem interpretacja:

p — 2 q ANDp
1 0 0

nie bytaby w ogéle mozliwa, wtasciwie nie jest to zadna interpretacja w kla-
sycznym rachunku zdan. Poniewaz w rozwazanym wyrazeniu nie ma nawia-
sow, uwzgledniamy kolejnos¢ dziatania funktorow. W pierwszym rzedzie ob-
liczamy wartos¢ negacji ,,—¢q”, biorac pod uwage wartos¢ podstawy ,q” i
wpisujac wynik pod funktorem ,—":

p — 7 4q

1 1 0 1
Pozostaje koniunkcja i implikacja. Pierwsza w kolejnosci jest koniunkcja. Z
braku nawiasow pierwszym czynnikiem tej koniunkcji jest negacja ,—q”, kto-
rej wartos¢ 1 odezytujemy pod jej funktorem gtéwnym ,—”, a drugim czynni-
kiem tej koniunkcji jest litera ,p”. Obliczamy warto$¢ na podstawie matrycy,
wpisujac wynik pod funktorem ,A”:

p — - qg N p

1 1 0 1 1
Ostatnim funktorem jest symbol implikacji. Jest to wiec funktor gtéwny ca-
tego rozwazanego wyrazenia. Poprzednikiem tej implikacji jest litera .p”, a
nastepnikiem tej implikacji jest cata koniunkcja ,—qg A p”. Wartos¢ 1 tej ko-
niunkcji odezytujemy pod funktorem koniunkcji, a uzyskany wynik pisujemy
pod funktorem implikacji:

p — - qg N p

11 1 0 1 1
Ten ostatni znak odnosi sie do wartosci catego wyrazenia. Zatem w rozwaza-
nej interpretacji V; to wyrazenie jest prawdziwe:

Vilp — —~qAp)=1.

To samo wyrazenie w innej interpretacji moze by¢ fatszywe. Rozwazmy in-
terpretacje Vs, taka ze Vo(p) = 11 Va(q) = 1. Przeprowadziwszy analogiczne
obliczenia, otrzymujemy wynik:
p — - qg N p
1 0 01 0 1
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Dochodzimy tym samym do wniosku, ze w interpretacji V5 rozwazane wyra-
zenie jest falszywe:

Va(p — =g Ap) =0.

Mozemy tez obie interpretacje rozwazy¢ tacznie, jako kolejne wiersze, w kto-
rych wystepuja oznaczenia wartosci logicznych. W naszym przyktadzie otrzy-
malibyémy wowczas tabele:

]

ﬁ
1
0

[@ RN
= O
O = >

p
1
1

w ktorej pierwszy wiersz odpowiada interpretacji Vi, a drugi wiersz odpo-
wiada interpretacji V5. Wartos¢ logiczna catego wyrazenia w danej interpre-
tacji znajdujemy zawsze pod funktorem gtéwnym tego wyrazenia. Wypisu-
jac wartosci pod literami zdaniowymi, nalezy pamieta¢ tylko o jednorodnosci
interpretacji: jesli jakas litera pojawia si¢ wiecej niz raz, we wszystkich miej-
scach swego wystapienia musi mie¢ te sama wartos¢ logiczna. Obliczajac
warto$ci wyrazen ztozonych, nalezy zachowaé kolejno$¢ wyznaczona przez
nawiasy, a w razie braku nawiaséw kolejno$¢ wyznaczong przez umowe o
kolejnosci dziatania funktoréow.

Dzigki temu, ze liczba liter zdaniowych wystepujacych w dowolnym wy-
razeniu jest skonczona i liczba wartosci logicznych jest skonczona, kazde wy-
razenie ma skonczenie wiele roznych interpretacji. Mozna wiec stosunowo
tatwo rozpatrzy¢ wszystkie interpretacje danego wyrazenia, a nawet dowol-
nego skonczonego zbioru wyrazen. Jesli w wyrazeniu wystepuje n réznych
liter zdaniowych, to dla tego wyrazenia mozna okresli¢

2n

roznych interpretacji. Rézne egzemplarze tej samej litery liczymy przy tym
jako jedna litere. Zatem dla wyrazenia, w ktorym wystepuje jedna litera
zdaniowa, mozna okresli¢ dwie rézne interpretacje. W jednej z nich dana
litera jest prawda, a w drugiej falszem. Dla wyrazenia, w ktérym wystepuja
dwie rozne litery zdaniowe, mozna okresli¢ cztery rézne interpretacje. Dla
wyrazenia, w ktérym wystepuja trzy rézne litery zdaniowe, mozna okresli¢
osiem roznych interpretacji itd.

Istnieje prosty algorytm okreslania interpretacji, o ktérych méwimy. Pod
pierwsza literg danego wyrazenia wypisujemy w 2" wierszach na przemian
znaki ,17 1 ,,0”. Pod druga litera wypisujemy na przemian po dwa znaki ,,1”
i dwa znaki ,,0”, pod trzecig litera po cztery znaki 1”7 i cztery znaki ,,0”
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itd. Ogolnie pod k + 1 litera zdaniowa wypisujemy po 2¥ znakéw ,17 i 2F
znakow ,07, az do wypetnienia 2" wierszy. Pod ostatnia, n-ta litera zdaniowa
wypisujemy 2" ! znakéw 17, a nastepnie 2" ! znakéw ,,0”. W ten sposéb
mamy gwarancje uwzglednienia wszystkich interpretacji danego wyrazenia.

W rozwazanym dotad przyktadzie mamy dwie rézne litery zdaniowe: ,p”
i ,q”. Mozna wiec okresli¢ 4 rézne interpretacje tego wyrazenia:

H—|q/\p_

O, O3
O O - =

Pod pierwsza litera wypisaliémy — zgodnie z algorytmem — na przemian po
jednym, a pod druga po dwa znaki ,1” i ,,0”. Poniewaz interpretacje musza
by¢ jednorodne, pod drugim egzemplarzem litery ,p” uzupeliamy wartosci
w tym samym uktadzie, co pod pierwszym egzemplarzem tej litery:

p — = qg N p.
1 1 1
0 1 0
1 0 1
0 0 0

Nastepnie wykonujemy obliczenia dla wszystkich interpretacji, uwzglednia-
jac nawiasy i kolejnos¢ dziatania funktoréw. Z braku nawiaséw zaczynamy
od obliczenia wartosci wyrazenia ,,—q”, przyjmujac za argumenty wartosci
wyrazenia ,q":

p — - .q N p.
1 0 1 1
0 0 1 0
1 1 0 1
0 1 0 0

W dalszym ciagu obliczamy wartosci wyrazenia ,—q A p”, przyjmujac za

pierwszy argument warto$ci wyrazenia ,,—q”, a za drugi wartosci wyrazenia
79

»D

p — = ¢ A p
1 01 0 1
0 010 0
1 101 1
0 1 0 0 0
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Pozostaje obliczenie wartosci catej implikacji. Umieszczamy je w odpowied-
nich wierszach pod funktorem gtéwnym:

O O r3
%l—bl—bl—bol
=, =, O O
O O - P,
o~ O o >
O O ~r'3

Nasze wyrazenie ma cztery rozne interpretacje. W jednej interpretacji jest
fatszywe, a w trzech jest prawdziwe. Kazdy wiersz odpowiada jednej inter-
pretacji. Interpretacje odczytujemy pod literami zdaniowymi. Rozwazane wy-
razenie to jest falszywe w interpretacji V' (p) = 1, V(¢) = 1, a w pozostatych
interpretacjach jest prawdziwe. Wartos$¢ logiczng calego wyrazenia w danej
interpretacji odczytujemy zawsze w ostatniej kolumnie obliczen, w kolumnie
pod gltéownym funktorem. W naszym przyktadzie zaznaczyliSmy te kolumne
asteryskiem.

Definicja wynikania logicznego. Cala logika, od Arystotelesa po czasy
wspotezesne, we wszystkich swych klasycznych i nieklasycznych postaciach,
opiera sie na pewnym fundamentalnym zatozeniu. Zgodnie z tym zalozeniem
tak nieuchwytny twoér jak konieczny zwiazek wynikania logicznego, sprzecz-
nosci i podobne zwiazki daja sie¢ sprowadzi¢ do badania interpretacji wyrazen.
Trudno przeceni¢ wage tego zalozenia, poniewaz badaniu interpretacji mozna
nadaé postaé¢ zmatematyzowanych obliczen, posta¢ rachunku. Natomiast ko-
nieczne zwigzki wynikania same w sobie nie poddaja sie takim metodom.
Podamy wiec fundamentalng dla catej logiki definicje wynikania jako formal-
nej zaleznodci miedzy interpretacjami. Liczba n > 0 bedzie tu dowolna liczba
naturalng.

Definicja 8 (wynikanie logiczne) Wyrazenie B wynika logicznie z wyra-
zen: Aq, Ao, ..., A, wtedy 1 tylko wtedy, gdy wyrazenie B jest prawdziwe
w kazdej takiej interpretacyi, w ktorej prawdziwe sq wszystkie wyrazenia: Ay,
Ag, ..., A,

Zauwazmy, ze mocg tej definicji zamiast nieuchwytnego stwierdzenia, ze nie
jest mozliwa prawdziwos¢ przestanek przy jednoczesnym falszu wniosku, mo-
wimy, ze nie istnieje odnosna interpretacja. Czy jest to uprawniona redukcja?
Oto najwazniejszy filozoficzny problem logiki. Na przyktad wyrazenie ,.q” wy-
nika logicznie z wyrazeh ,p — ¢” i ,p”. Zalézmy bowiem, ze V(p — q) = 1,
V(p) = 1, ale V(¢) = 0 dla pewnej interpretacji V. Skoro V(p) = 1 i
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V(q) = 0, musi by¢ tak, ze V(p — ¢) = 0, ale to jest sprzeczne z zato-
zeniem. Natomiast wyrazenie ,p” nie wynika logicznie z wyrazen ,p — ¢q” i
»q". Albowiem istnieje taka interpretacja V', ze V(p — q) = 1, V(q) = 1,
ale V(p) = 0, mianowicie ta wtasnie interpretacja V, w ktorej V(p) = 0, a
V(q) = 1. Uwzgledniajac wprowadzone wczesniej symbole, napiszemy wiec:

p—qpkFa,  p—q.q¥Fp (2.1)
lub tez
¢eClp—q,p), p¢ECH—qq). (2.2)

Zauwazmy, ze — o ile nie prowadzi to do nieporozumienia — w tego typu
zapisach czesto pozwalamy sobie na pominiecie cudzystowu. O zachodzeniu
zaleznodci (2.1) i (2.2) mozemy przekonaé sie algorytmicznie. Z tabeli:

o ORI
HOHHl
O O - 1K

O = O K~
O O - 1K

natychmiast odczytujemy to, ze nie istnieje taka interpretacja V, ze V(p —
q) =V(p) =1, aV(q) = 0. Natomiast tabela:

p — qiq|p
1 1 111
0 1 1]1|0]*
1 0 0|01
0 1 0010

rownie szybko pokazuje, ze w pewnej interpretacji V', zaznaczonej astery-
skiem, V(p — q) = V(q) = 1, a V(p) = 0. Zgodnie z przeprowadzona analizg
jest to taka interpretacja V', ze V(p) =0, a V(q) = 1.

Zdanie, ktére nalezy do metajezyka i w ktorym stwierdzamy zachodzenie
lub niezachodzenie zwiazku wynikania logicznego miedzy okreslonymi wyra-
zeniami, nazywa sie requlq inferencyjng. Zdania (2.1) i (2.2) sg przyktadami
regut inferencyjnych.

Model i kontrmodel. Interpretacje, w ktérej prawdziwe sa wszystkie
wyrazenia nalezace do zbioru X nazywamy czesto modelem semantycznym
zbioru X, a interpretacje, w ktorej co najmniej jedno z tych wyrazen jest fal-
szem, nazywamy kontrmodelem zbioru X. Analogicznie méwimy o modelu i
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kontrmodelu pojedynczego wyrazenia. Interpretacje, w ktorej prawdziwe sa
wszystkie przestanki pewnego wnioskowania, a konkluzja tego wnioskowania
jest falszywa, nazywamy kontrmodelem tego wnioskowania, a pozostate in-
terpretacje jego modelami. Analogicznie o modelu i kontrmodelu moéwimy
w odniesieniu do reguly inferencyjnej i kazdego domniemanego przypadku
wynikania logicznego.

Matryca klasyczna. W definicji 8 istotng role odgrywa jedna z wartosci
logicznych: prawda. Wynikanie jest to taki zwiazek, ktéry zapewnia zacho-
wanie lub tez dziedziczenie prawdy miedzy przestankami a wnioskiem. Cha-
rakteryzujac rachunek logiczny, okreslamy czesto wartosé, ktora peini taka
funkcje, mianem wartosci wyréznionej. Powiemy wiec, ze klasyczny rachunek
logiczny opiera sie m.in. na zalozeniu o istnieniu dwéch wartosci logicznych,
wsrod ktorych prawda jest wyrdzniona. Nasz opis zwigzkoéw logicznych kla-
sycznego rachunku zdan sktada sie z nastepujacych komponentow:

e zbiér wartosci logicznych: {1,0},
e zbiér wartosci wyrdznionych: {1},
e dzialania w zbiorze wartosci (tablica 2.1).

Opis ten stanowi matryce klasyczng. Ogolnie matrycg logiczng lub charak-
terystyka matrycowa nazywa si¢ ujecie rachunku logicznego przez wskazanie
zbioru wartodci, dziatan, ktére sg okreslone w tym zbiorze i ktére odpowia-
daja symbolom logicznym , oraz przez wyrdznienie wartosci dziedziczonych
(zachowywanych) przez wynikanie logiczne. Zbiér wszystkich wartosci roz-
patrywanych w danej matrycy nazywa sie uniwersum tej matrycy. Teoria
matryc logicznych jest waznym, wysoce zmatematyzowanym dziatem logiki
WYyZzszej.

Zbiory sprzeczne. Pojecie sprzecznosci, z ktérym zetkneliSmy sie juz w
rozdziale 1, nalezy do gtownych pojeé logiki i jest Scisle zwigzane z pojeciem
wynikania. Zbiér wyrazen X jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy wyni-
kaja z niego dwa wyrazenia przeczace sobie doktadnie nawzajem, precyzyjnie
mowiagc,

Definicja 9 (sprzeczno$é) zbior X wyrazen jest sprzeczny wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje takie wyrazenie A, ze A € C(X) oraz "T—A™ € C(X).

Zatem zbior przestanek wnioskowania jest sprzeczny, jesli z przestanek tych
wynikajg przeczace sobie nawzajem konkluzje. Analogicznie bedziemy méwili
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o sprzecznosci teorii. Najprostsze sa te przyktady, w ktorych sprzecznosé
wystepuje wsrod prestanek jawnie. Dos¢ oczywiste jest chocby to, ze

p,pEp, P, p = —p,

a wiec, zgodnie z definicja 9 mamy tu do czynienia ze sprzecznym zbiorem
przestanek. Jak jednak wspomnieliSmy w rozdziale 1, sprzecznosci bywaja
zwykle ukryte, nieraz catkiem ztosliwie. Przyjrzyjmy sie na razie stosunkowo
prostemu przyktadowi. Otéz zbiér wyrazen:

P=4q,7D:q (2.3)

jest sprzeczny. Zeby sie o tym przekonaé, przypusémy, ze w pewnej inter-
pretacji V' wszystkie te wyrazenia sa prawdziwe. Skoro V(p = ¢q) = 1, to
V(p) = V(q). Wiadomo za$ skadinad, ze V(q) = 1. Wobec tego réowniez
V(p) = 1. Ustalilismy wiec, ze

P=q,—p,qtp.

7 drugiej strony, skoro wszystkie przestanki sg prawdziwe w interpretacji V,
to wsrod nich prawdziwa jest druga przestanka, a zatem

p=q,~p,qF p,

wykluczone jest bowiem, zeby wyrazenie jakiekolwiek wyrazenie byto, a zara-
zem nie bylo prawdziwe w tej samej interpretaji. Biorac pod uwage definicje
(8) oraz charakterystyke funktora negacji, tatwo dojs¢ do wniosku, ze

Twierdzenie 10 zbior X jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje
model semantyczny tego zbioru X.

Rzeczywiscie, nie istnieje taka interpretacja, w ktoérej wszystkie wyrazenia
(2.3) bytyby prawdziwe. Jak bowiem powiedzieliSmy, jesli V(p = q) = 1, to
V(p) = V(q). Poniewaz jednak z definicji V (p) # V(—p), to réwniez V(q) #
V(=p). Zatem, rzeczywiscie zbiér wyrazen (2.3) nie ma modelu. Co wiecej,
tak musi by¢ zawsze, to znaczy, twierdzenie 10 jest prawdziwe. Aby sie o
tym przekonadé, przypusémy, ze nie istnieje interpretacja, w ktorej prawdziwe
sg wszystkie wyrazenia nalezace do jakiegos zbioru X. Zatem, tym bardziej,
nie istnieje interpretacja, w ktérej prawdziwe sg wszystkie wyrazenia zbioru
X, ale nie wyrazenie A, ani interpretacja, w ktorej prawdziwe sg wszystkie
wyrazenia ze zbioru X, ale nie wyrazenie "—A, przy czym A moze by¢
dowolnym wyrazeniem. Wobec tego

XFA  XF-A
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Czyli w swietle definicji 9 zbidr X jest sprzeczny. Z drugiej strony zatézmy, ze
zbior X wyrazen jest w takim sensie sprzeczny i ze jakies wyrazenia A oraz
F—A" sy jego konsekwencjami. Zalézmy tez, ze w interpretacji V' wszystkie
wyrazenia zbioru X sa prawda. Zatem zaréwno A, jak "— A jest prawdziwe
w tej interpretacji, co jest niemozliwe. Zatem nie istnieje interpretacja, w kto-
rej bytyby prawdziwe wszystkie wyrazenia sktadajace sie na zbior sprzeczny.
Za pomoca tabeli:

b = g™ P4
11 1(0 1)1
0 0 1|1 0|1
1 0 00 1|0
0 1 0|1 0/0

mozemy si¢ przekonaé, ze rozwazany przez nas przyktadowy zbior wyrazen
(2.3) faktycznie nie ma modelu semantycznego, nie istnieje interpretacja,
w ktorej prawdziwe bytyby wszystkie nalezace do tego zbioru wyrazenia. 7Z
twierdzeniem 10 wiaze sie kolejna wlasnos¢ zbioréw sprzecznych. Mianowicie
wlasnos¢, ktora opsuje nastepujace twierdzenie, zwane Zasadg Dunsa Szkota.

Twierdzenie 11 (Zasada Dunsa Szkota) KaZde wyrazenie wynika logicz-
nie ze sprzeczneqo zbioru wyrazen.

Aby tego dowied¢, zatdzmy, ze zbior X jest sprzeczny. Zgodnie z twierdze-
niem 10 nie istnieje interpretacja, w ktorej prawdziwe sa wszystkie wyrazenia
wchodzace w sktad tego zbioru. Tym bardziej, dla catkiem dowolnego wyra-
zenia A, nie istnieje interpretacja, w ktérej prawdziwe sa wszystkie wyrazenia
ze zbioru X, ale nie wyrazenie A. Zatem wyrazenie A wynika ze zbioru X.

Tautologia i antylogia. Niekiedy do powstania sprzecznosci wystarczy
jedno wyrazenie. Takie wyrazenie nazywa sie antylogia, a jego przeciwienstwo
tautologia.

Definicja 12 (tautologia i antylogia) Tautologia jest to wyrazenie praw-
dziwe w kazdej interpretacji. Antylogia za$ jest to wyrazenie, ktére nie jest
prawdziwe w Zadnej interpretacyi.

Przyktadem tautologii klasycznego rachunku zdan jest wyrazenie ,pV —p”,

a przyktadem antylogii tego rachunku jest wyrazenie ,p A —p”. Mozna sie o
tym przeknaé, spogladajac na tabele:

p vV = p p N —p

11 01 1 0 01

01 10 0 0 10
k *
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pokazujace, ze pierwsze z wyrazen jest prawdziwe w kazdej interpretacji, a
drugie w zadnej (wlasciwe kolumny zaznaczylismy znowu asteryskiem). Anty-
logii dotyczy twierdzenie 11, zas tautologii dotyczy nastepujace twierdzenie,
bedace odpowiednikiem twierdzenia 11.

Twierdzenie 13 Tuautologia wynika logicznie z dowolnego zbioru wyrazen,
wlgczajge w to zbior pusty.

Dowdd twierdzenia 13 jest tatwy i analogiczny do dowodu twierdzenia 13.
Zbiory réwnowazne. Wazng role odgrywa jeszcze pojecie rownowaznosci

zbioréw wyrazen. Podobnie, jak pojecie sprzecznosci, jest ono Scisle zwigzane
z pojeciem wynikania.

Definicja 14 (ré6wnowazno$¢) Zbiory: X 1 Y wyraZeri sq sobie réwno-
wazne wtedy 1 tylko wtedy, gdy majq doktadnie te same konsekwencje logiczne.

Postugujac si¢ symbolem ,~” jako znakiem réwnowaznosci zbioréw, mozna
definicje 14 zapisaé krotko:

X ~Y wtedy i tylko wtedy, gdy C(X) = C(Y). (2.4)

Dwa zbiory przestanek sa wiec rownowazne, jesli wynikaja z nich logicznie
doktadnie te same wnioski. Réwniez pojecie rownowaznosci daje sie scharak-
teryzowac¢ za pomocag pojecia interpretacji.

Twierdzenie 15 Zbiory: X 1Y wyrazen sq sobie rownowazne wtedy 1 tylko
wtedy, gdy majg dokladnie te same modele semantyczne.

Aby dowies¢ twierdzenia 15, wystarczy skupi¢ uwage na definicji wynikania
logicznego i definicji zbiorow réwnowaznych. Dla przyktadu przekonamy sie
o rownowaznosci zbioréw:

{=(pVva)}~{-p, g}

Tam, gdzie nie prowadzi to do nieporozumienia opuszczamy zwykle nawias
klamrowy, piszac:

=(pVq) ~ —p,q.

Aby sie przekonaé, ze tak wlasnie jest, spojrzmy na tabele:

- (pVg)l—-pl-gq
0 1 11 |0 t|o 1
0o o011 |1 o|lo1
0 110 |0 1|1 o
1 000 |1 0|1 0fzx
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pokazujaca, ze jest doktadnie jedna interpretacja, w ktorej prawdziwe sa
wszystkie wyrazenia pierwszego zbioru i wszystkie wyrazenia drugiego. Te
interpretacje zaznaczyliSmy asteryskiem. W pozostatych interpretacjach w
kazdym ze zbiorow jest co najmniej jedno falszywe wyrazenie. Wobec tego
interesujace nas zbiory faktycznie majg dokladnie te same modele seman-
tyczne. Wida¢ wiec, ze z obu zbiorow wynikajg doktadnie te same wyrazenia
— wyrazenia prawdziwe w interpretacji wskazanej za pomoca asterysku.

W praktyce, aby przekonaé sie o rownowaznosci zbiorow wyrazen, czesto
wykazuje sie, ze wszystkie elementy zbioru X wynikaja logicznie ze zbioru Y
i odwrotnie, wszystkie elementy zbioru Y wynikaja ze zbioru X.

Pojecia sprzecznosci i réwnowaznosci maja swoje odpowiedniki zwigzane
z pojeciem wynikania entymematycznego. Mowimy wowczas o sprzecznosci
lub réwnowaznosci na gruncie zbioru wyrazen lub teorii.

Formalizacja. Aby zastosowaé klasyczny rachunek zdan do badania wnio-
skowan, staramy sie oddac istotne cechy, strukture badanego wnioskowania w
jezyku klasycznego rachunku zdan. W rezultacie uzyskujemy formalny sche-
mat badanych wyrazen lub wnioskowan, zbudowane ze znakow jezyka kla-

sycznego rachunku zdan. Budowa schematu formalnego przebiega w pieciu
krokach:

e zidentyfikowa¢ w wyjsciowym tekscie funktory zdaniowe,
e przyporzadkowaé¢ im symbole klasycznego rachunku zdan,

e zidentyfikowa¢ w wyjsciowym tekscie zdania proste, uwzgledniajac ich
znaczenie, a nie zewnetrzng budowe,

e przyporzadkowa¢ jednoznacznie zdaniom prostym reprezentujace je li-
tery zdaniowe,

e uzywajac w razie potrzeby nawiaséw, odtworzy¢ w jezyku klasycznego
rachunku zdan strukture wyjsciowego tekstu.

Proces tworzenia schematu formalnego nazywa sie formalizacjg. Proces for-
malizacji, czyli tworzenia schematu formalnego najtatwiej mozna uchwyci¢
na przyktadzie. Zbudujemy wiec schemat formalny prostego wnioskowania:

jesli teoria Newtona jest poprawna, nie ma predkosci absolutnych,
istnieja predkosci bezwzgledne,
teoria Newtona nie jest poprawna.
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W pierwszym kroku identyfikujemy funktory zdaniowe. W pierwszej prze-
stance mamy zwrot ,,jesli” oraz zwrot ,nie”. Ponadto w kokluzji wystepuje
zwrot ,nie”. W drugim krotku staramy sie przetozy¢ zidentyfikowane funk-
tory na funktory klasycznego rachunku zdan. Beda to odpowiednio symbole
,— 1,77, W trzecim kroku identyfikujemy zdania proste. Poniewaz mamy
uwzgledniaé¢ znaczenie, a nie zewnetrzng budowe wyrazen, potraktujemy zda-
nia ,sa predkosci absolutne”, |istnieja predkosci bezwzgledne” jako jedno
zdanie. Mamy wiec do czynienia z dwoma zdaniami prostymi: ,teoria New-
tona jest poprawna”, ,sa predkosci absolutne”. W czwartym kroku ustalamy,
ze zdanie ,teoria Newtona jest poprawna” bedzie reprezentowane przez litere
WP, a zdanie ,sa predkosci bezwzgledne” bedzie reprezentowane przez litere
»q . W piatym kroku odtwarzamy strukture wyjsciowego wnioskowania:

p— g,
q,

Uzyskaliémy w ten sposéb schemat formalny badanego wnioskowania. Po-
prawnos¢ tego schematu bedziemy mogli teraz zbadac, stosujac metody kla-
sycznego rachunku zdan. Uzyskany wynik przeniesiemy pézniej na wyjsciowe
wnioskowanie. Jesli udato si¢ nam trafnie oddaé istote wyjsciowego wniosko-
wania, uwzgledniajac wszystkie istotne elementy jego struktury logicznej, i
jesli potem prawidlowo zbadamy uzyskany schemat formalny, rzeczywiscie
otrzymamy w rezultacie wtasciwa ocene poprawnosci badanego wnioskowa-
nia.

Aby zagwarantowadé sobie klarownosé przyktadu, wybraliémy do sformali-
zowania bardzo proste wnioskowanie. W rzeczywistosci proces ten jest czesto
najezony trudnosciami. Wspominalismy juz, ze trudnosci pojawiaja si¢ czesto
juz na etapie nadawania wnioskowaniom standardowe]j postaci, wyznaczania
przestanek i wniosku, znajdowania ewentualnych ukrytych zalozen, a nawet
samej oceny tego, czy w ogb6le mamy do czynienia z wnioskowaniem. Trud-
nosci nie koniczg sie nawet po szczesliwej standaryzacji wnioskowania.

Dwa pierwsze kroki formalizacji wymagaja uwagi z powodu bogactwa
i czestej wieloznacznosci naturalnych spojnikow, ktorym maja odpowiadaé
symbole logiczne. Wezmy za przyktad spojnik ,i”. Czesto wystepuje on rze-
czywiscie w roli funktora prawdziwosciowego. Mowiac, na przyktad, ze

Tristan i Marek kochajg Izolde,
mamy zapewne na mysli to, ze

Tristan kocha Izolde i Marek kocha Izolde,
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przy czym znak ,i” jezyka naturalnego ma tutaj to samo znaczenie, co znak
LN\ jezyka klasycznego rachunku zdan. Jesli jednak powiemy, ze

Izolda i Marek sg matzenstwem,
to sprawa sie komplikuje. Nie chodzi nam juz zwykle o to, ze
Izolda jest malzenstwem i Marek jest malzenstwem.

Zmak ,i” stuzy tu raczej do zbudowania jakiegos zbiorowego podmiotu zdania.
Stopien komplikacji wzrasta, gdy zaczynamy rozwazaé¢ spojniki znaczeniowo
coraz odleglejsze od prawdziwosciowych. Musimy woéwczas podejmowac decy-
zje, w jakim stopniu istotne cechy badanego tekstu daja sie sformalizowaé w
klasycznym rachunku zdan. W pewnym momencie moze powsta¢ konieczno$é
odwotania si¢ do innego rachunku logicznego.

Wykonujac krok trzeci i czwarty, narazamy si¢ na nie mniejsze niebez-
pieczenstwa. ZwrociliSmy juz dwukrotnie uwage na to, ze poszczegdlne litery
zdaniowe powinny jednoznacznie reprezentowaé zdania proste z uwagi na
znaczenie, a nie na zewnetrzng budowe. Wymaga to doktadnego rozwazenia
znaczenia analizowanych zdan. Niekiedy potrzebna jest tu wiedza materialna
z zakresu tej galezi wiedzy, do ktorej nalezy badany tekst. Trzeba zawsze
uwzglednic¢ to, ze schematyczne litery zdaniowe sa od siebie nawzajem cal-
kowicie niezalezne. Warto$¢ logiczna przypisana literze ,p” nie ma zadnego
wpltywu na wartosci logiczne, ktére wolno przypisac literze ,,q”7. W wypadku
zdan tak by¢ nie musi. Jesli przyktadowo we wnioskowaniu wystepuja dwa
zdania proste: ,,Dobrawa byla Matka Bolestawa Chrobrego”, ,,Dobrawa byta
babka Mieszka 11”7, to dla kazdego powinno by¢ jasne, ze te zdania zgadzaja
sie pod wzgledem wartosci logicznej. Badz obydwa sa prawdziwe, badz oby-
dwa sa fatszywe. Formalizujac je, musimy zdecydowaé, czy ta zaleznosé jest
istotna dla wnioskowania, czy nie. Jesli tak, musimy ja w jaki$ sposéb od-
da¢ w tworzonym schemacie formalnym. Mozemy, na przyktad, potraktowaé
badane wnioskowanie jako entymemat o ukrytym zatozeniu ,,Dobrawa byta
matksa Bolestawa Chrobrego wtedy i tylko wtedy, gdy Dobrawa byta babka
Mieszka I1”.

Ostatni krok formalizacji moze okaza¢ si¢ najtrudniejszy. Uzywajac na-
wiaséw, nadajemy bowiem schematom formalnym postaé catkiem jednozna-
czna. Wyjsciowe wypowiedzi moga natomiast by¢ rozumiane na wiele spo-
sobow. Na przyktad, formalizujac zdanie ,Fryderyk uzyska dyplom i zdo-
bedzie wyksztatcenie, jesli bedzie rzetelnie studiowal”, musimy zdacydowac,
czy chcemy stwierdzi¢, ze Fryderyk bezwarunkowo uzyska dyplom, natomiast
wyksztatcenie zdobedzie pod warunkiem rzetelnego studiowania, czy tez za-
rowno uzyskanie dyplomu, jak i z obycie wyksztatcenia jest warunkowane
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rzetelnym studiowaniem. Jesli wiec zdanie ,Fryderyk uzyska dyplom” jest
reprezentowane przez litere ,p”, zdanie , Fryderyk zdobedzie wyksztatcenie”
przez litere ,,q”, a zdanie ,Fryderyk bedzie rzetelnie studiowal” przez litere
S to wyjsciowe zdanie moze mie¢ schemat pA(r — q)” lub .- — (pAq)”.
Wybér ktérego$ z nich moze mie¢ decydujacy wpltyw na ocene poprawnosci
wnioskowania. Na przyktad w interpretacji V(p) = 0, V(q) = 0, V(r) =0
pierwszy schemat jest zdaniem fatszywym, a drugi prawdziwym.

Wida¢, ze na wszystkich etapach formalizowania badanych wypowiedzi
powinno si¢ zachowaé¢ wielka czujnosé. W nagrode otrzymujemy precyzyjny
schemat formalny, nadajacy sie do matematycznych badan, ktérych wynik
wolno nam bedzie potem przenies¢ na wyjsciowg wypowiedz.

2.2 Technika drzew analitycznych

Zapoznamy sie z dos¢ prosta, ale catkowicie czynigca zados$¢ naszym potrze-
bom, procedurg rachunkows, zwang metoda drzew analitycznych. Jest to w
gruncie rzeczy rachunkowa metoda przeszukiwania zakresu dostepnych in-
terpretacji zadanego, skonczonego zbioru wyrazen. Metoda ta jest znacznie
wydajniejsza niz badanie kazdej, poszczegolnej interpretacji, i — jak si¢ prze-
konamy — ma szersze zastosowanie.

Drzewa analityczne sa szczegélnego rodzaju grafami skierowanymi, to
znaczy, strukturami ztozonymi z punktéw, miedzy ktorymi zachodza pewne
relacje, a ponadto sa jeszcze okreslone pewne kierunki. Sposréd wszystkich
drzew znanych w matematyce drzewa analityczne wyrdzniaja si¢ tym, ze ich
galezie sktadaja si¢ z wyrazen. Budowa drzewa z wyrazen rzadza specjalne
reguty. Zanim omowimy zasady budowania i interpretacji drzewa analitycz-
nego, rozwazymy intuicyjnie pewien prosty przyktad.

Rozwazmy, czy z wyrazen: ,(pVq)” oraz ,—(pA—q)” wynika logicznie wy-
razenie ,,q”. Musimy zatem rozwazy¢, czy istnieje interpretacja, w ktorej dwa
pierwsze wyrazenia sa prawdziwe, a ostatnie jest falszywe. Zamiast o fatszu
wyrazenia ,,q” bedziemy méwic¢ o prawdziwosci negacji ,—q” tego wyrazenia.
Zapytamy wiec, czy istnieje interpretacja, w ktoérej prawdziwe sg wszystkie
nastepujace wyrazenia: ,(pVq)”, ,=(pA—q)” i ,-q”. Wypiszemy je w jednej
kolumnie.

pVgq
~(p A —q)
-q
Pierwsze wyrazenie jest alternatywa. Wiemy, ze warunkiem koniecznym i
wystarczajacym prawdziwosci alternatywy jest prawdziwos$é co najmniej jed-
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nego z jej sktadnikéw, aczkolwiek nie wiemy, ktory ze sktadnikéw jest praw-
dziwy. Rozwazymy zatem dwa przypadki: w pierwszym prawdziwe jest co
najmniej wyrazenie ,,p”, a w drugim co najmniej wyrazenie ,.q”. Zaznaczmy,
ze po rozgalezieniu drzewa kazda galaz bedzie reprezentowata jedna z opisa-
nych mozliwosci, a czes¢ drzewa ponad rozgatezieniem wspoélna obu gateziom.
Na to, ze wykorzystaliémy juz informacje, zawartg w pierwszym z rozwaza-
nych wyrazen, bedzie wskazywat znak /. Wyrazenia oznaczone w ten sposéb
nazwiemy martwymi, a pozostate wyrazenia nazwiemy zywymi.

NS
=(p A —q)

/A

Zauwazmy, ze drugi rozwazany przypadek — reprezentowany przez prawa
galaz — nie odpowiada zadnej interpretacji. Wymaga bowiem tego, by praw-
dziwe byly zarazem dwa wyrazenia bezposrednio sprzeczne: .q” oraz ,—q”,
ktore znalazty sie na jednej gatezi. Ze wzgledu na ustalony sposéb rozumienia
negacji takiej interpretacji nie ma. Jest przy tym bez znaczenia to, ze jedno z
tych wyrazen sprzecznych wystepuje przed rozgatezieniem, a drugie po nim,
skoro umoéwilismy sie traktowa¢ wyrazenia znad rozgalezienia tak, jakby wy-
stepowaly na kazdej odnosnej galezi. Sprzeczno$é¢ zaznaczymy znakiem ®.
Galaz, na ktoérej pojawia sie ten znak nazwiemy zamknietq, nie bedziemy
wykonywa¢ na niej zadnych operacji, nie bedziemy w ogole odtad bra¢ jej
pod uwage.

NEAX
=(p A —q)

/A

®

Na lewej galezi nie dostrzegamy na razie sprzecznosci. Jednak nie wszystkie
wyrazenia zostaly jeszcze wykorzystane. Wezmy pod uwage negacje koniunk-
cji. Jest to prawda w tych interpretacjach, w ktoérych wystepujaca w podsta-
wie koniunkcja jest fatszywa. Koniunkcja za$ jest prawdziwa wtedy i tylko
wtedy, gdy obydwa jej czynniki sa prawdziwe. Zatem koniunkcja jest falszywa
wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jeden jej czynnik jest fatszywy. Wobec
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tego wyrazenie ,—(p A q)” jest prawdziwe dokladnie w tych interpretacjach,
w ktorych co najmniej jedno z wyrazen: ,—p”, ,——q”. Zaznaczamy to przez
kolejne rozgatezienie na lewej gatezi, wpisujac tez znak / przy usmierconym,
to jest wykorzystanym, wyrazeniu.

NEAX

vV =(p A —g)
—q

ﬁ// \\b

/N

-p g
Gdyby prawa galaz nie zostata wczesniej zamknieta, ja réwniez musieliby-
Smy w ten sposob rozgaltezi¢, poniewaz analizowana negacja koniunkcji wyste-
puje na wszystkich galteziach. jednak gataz zamknieta tak czy inaczej zawiera
sprzecznosé i nic juz tego nie zmieni. Dlatego — jak powiedzieliSmy, nie wy-
konujemy na niej zadnych dalszych operacji. Rozwazmy dwie galtezie, ktore
nie sg jeszcze zamkniete. Na pierwszej, liczac od lewa, wystepuja juz dwa
wyrazenia sprzeczne: ,p” oraz ,—p”. Podobnie jest na drugiej gatezi, mamy
tu dwa wyrazenia sprzeczne: ,—q” oraz ,——q”. Zatem obie te gatezie zostaja
zamkniete, co zaznaczymy znowu za pomoca znaku /.

NEAX

vV =(p A =g)
—q

ﬁ// \\b

/\ e

P g
® ®
Wszystkie gatezie drzewa sg zamkniete. Ten wynik interpretujemy w nastepu-
jacy sposob: nie istnieje interpretacja, w ktorej prawdziwe bytyby wszystkie
trzy wyrazenia wypisane na poczatku tworzenia drzewa. Wobec tego zachodzi
wynikanie logiczne:

(pVaq),~(pA—q) kg,

o ktore pytaliSmy na poczatku. Gdyby zas co nagmniej jedna galaz nie ulegta
zamknieciu po wykorzystaniu wszystkich informacji, zawartych na drzewie,
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uznaliby$my, ze rozwazane wynikanie nie zachodzi. Z tej gatezi odczytaliby-
sSmy stanowigca kontrprzyktad interpretacje.

Metoda drzew analitycznych polega na ustaleniu takich regut budowania
drzew, zeby mozna bylo prowadzi¢ podobne rozwazania bez zastanawiania
sie¢ nad warunkami prawdziwos$ci wyrazen, nad ich znaczeniem — podob-
nie jak czynimy np. w wypadku mnozenia pisemnego. Dzigki temu, ze je-
zyk klasycznego rachunku zdan jest jezykiem sformalizowanym, rozwazania
te mozna prowadzi¢, odwohlujac sie wytacznie do zewnetrznego ksztaltu na-
pisow. Jest to istota rachunku logicznego, istota metody liczenia w logice.
Obecnie oméwimy w ogoélnosci metody budowania drzew analitycznych w
jezyku klasycznego rachunku zdan.

Aby scharakteryzowaé strukture drzewa analitycznego, trzeba omdwic
jego sktadniki, relacje i kierunki obowiazujace na drzewie.

Sktadniki drzewa. Drzewo analityczne zaczyna sie od korzenia i konczy
sie lisémi. Od korzenia do kazdego liscia biegnie galgZ. Kazde drzewo ma
doktadnie jeden korzen i co najmniej jeden lis¢, drzewo moze mie¢ wiecej,
dowolnie, byle skonczenie wiele lisci. Drzewo ma doktadnie tyle gatezi, ile
lisci, poniewaz do kazdego liscia dochodzi doktadnie jedna gataz.

Kierunki. Punkty na drzewie moga leze¢ wyzej lub nizej. Mowimy, ze
punkt z lezy nizej niz punkt y (punkt z lezy ponizej punktu y) wtedy i tylko
wtedy, gdy z punktu y do punktu z mozna przej$¢, poruszajac sie wylgcznie
od korzenia do pewnego lidcia (nigdy nie zblizajac sie do korzenia). Korzen
zawsze lezy najwyzej, a kazdy lis¢ lezy zawsze najnizej (zaden iS¢ nie lezy
nizej niz inne liscie). Jezeli punkt = lezy nizej niz punkt y, to punkt y lezy
wyzej niz punkt x (powyzej punktu z).

Budowa gatezi. Galaz jest to cze$¢ drzewa zaczynajaca sie w korzeniu,
a konczaca sie w pewnym lisciu, i biegnaca nieprzerwanie zawsze tylko w dot
— od punktéw lezacych coraz wyzej do punktow lezacych coraz nizej. Punkt,
do ktorego dochodzi z gory jedna gataz, a z ktérego wychodzg w doét dwie
gatezie, nazywa si¢ rozgatezieniem. Czes¢ drzewa, zaczynajaca sie w korzeniu
i biegnaca az do pierwszego rozgalezienia, nazywa sie pniem. Jezeli drzewo
nie ma rozgalezien, to ma ono doktadnie jedng gataz i doktadnie jeden lis¢,
i cate jest swoim pniem.

Wyrazenia na drzewie. Galezie drzewa analitycznego sktadaja sie z
wyrazen. Wyrazenia, ktére znajduja sie powyzej pewnego rozgalezienia, znaj-
duja sie na wszystkich galeziach korniczacych sie ponizej tego rozgatezienia.
W konsekwencji wyrazenia znajdujace sie na pniu, znajduja sie¢ na kazdej
galezi.

Prawda i falsz. To, ze pewne wyrazenie A lezy na danej galezi, nalezy
rozumie¢ w ten sposob, ze A jest prawdziwe w interpretacji, ktorej ta galaz
ma odpowiadad, o ile taka interpretacja istnieje. Aby zaznaczy¢, ze wyrazenie
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A jest falszywe w takiej interpretacji, nalezy umiesci¢ na odpowiedniej gatezi
wyrazenie " A .

Otwarcie drzewa. Otwarcie drzewa polega na wypisaniu w kolumnie
pewnych wyrazen, ktére stanowia korzen drzewa (korzen jest tuta] czescig
pnia i kazdej galezi). Te czynno$¢ rozumiemy jako zadanie pytania, czy ist-
nieje interpretacja, w ktorej wszystkie wystepujace w korzeniu wyrazenia sg
prawdziwe.

Rozwdj drzewa. Budujac drzewo, stosujemy do znajdujacych sie na nim
wyrazen specjalne requly analityczne. Jezeli do pewnego wyrazenia zastosu-
jemy jakas regule analityczna, wyrazenie to oznaczamy znakiem /. Takie
wyrazenie uwazamy za martwe i pomijamy je w dalszym budowaniu drzewa.
Wyrazenia, do ktérych nie zastosowalismy jeszcze zadnej reguty analitycz-
nej, nazywamy zywymi. Pomijanie wyrazen martwych jest usprawiedliwione
tym, ze zawarta w nich informacja zostalta juz w petlni wykorzystana przez
zastosowanie okreslonej reguty analitycznej. Reguly analityczne dotycza wy-
tacznie wyrazen ztozonych i prowadza do roztozenia tych wyrazen na prostsze
sktadniki.

Zamkniecie galezi lub drzewa. Gataz jest zamknieta wtedy i tylko
wtedy, gdy na tej gatezi wystepuje zarazem pewne wyrazenie A oraz negacja
M- A" tego wyrazenia. Zatem zaktadamy, ze kazde wyrazenie jest sprzeczne
ze swoja wlasng negacja. Drzewo jest zamkniete wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie galezie tego drzewa sg zamknigte. Galezie i drzewa, ktore nie sa
zamkniete, okreslamy jako otwarte. Zamkniecie gatezi oznaczamy znakiem ®
w lisciu.

Zakonczenie galezi lub drzewa. Nie kazda gataz i nie kazde drzewo
moze sie zamknag¢. Mowimy, ze galaz jest zakonczona wtedy i tylko wtedy,
gdy badz gataz ta jest zamknieta, badz jedynymi zywymi wyrazeniami na tej
galezi sg takie wyrazenia, ktérych nie dotyczy zadna reguta analityczna: wy-
razenie proste lub negacja wyrazenia prostego. Gataz, ktora jest zakonczona,
ale nie jest zamknieta, charakteryzuje sie wiec tym, ze nie ma na niej zywych
wyrazen, do ktérych mozna by zastosowaé jakas regute analityczng — wszelka
informacja zawarta w tej gatezi zostata wykorzystana. W razie potrzeby taka
galaz oznaczymy znakiem ©. Drzewo jest zakonczone wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie gatezie tego drzewa sa zakonczone. Budujac drzewo, dazymy
do zakonczenia wszystkich gatezi. Dopiero zakonczenie drzewa pozwala na
wycigganie z niego wnioskéw dotyczacych zachodzenia zwigzkéw logicznych.

Odczytanie gatezi. Kazda zamknicta galgz odpowiada brakowi okre-
slonej na tej gatezi interpretacji. Natomiast kazda zakonczona gataz otwarta
odpowiada istniejacej interpretacji V. Kazda litera zdaniowa, ktéra wyste-
puje na tej galezi, jest prawdziwa w interpretacji V', a kazda litera zdaniowa,
ktorej negacja wystepuje na tej galezi, jest falszywa w interpretacji V. War-
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tosci logiczne pozostalych liter zdaniowych sa obojetne.

Odczytanie drzewa. Po zakonczeniu drzewa mozna je odczytac¢. Jezeli
drzewo jest zamkniete, to nie istnieje interpretacja, w ktorej prwadziwe sg
wszystkie wyrazenia stanwiace jego korzen. Jezeli co najmniej jedna galaz
pozostaje otwarta, to taka interpretacja istnieje. Wszystkie wyrazenia, ktore
stanowig korzen takiego drzewa, sg prawdziwe w kazdej interpretacji, ktora
odpowiada dowolnej otwartej (ale zakonczonej) gatezi.

Rozwijajac drzewo analityczne, analizujemy wystepujace na tym drzewie
wyrazenia. Czynnos¢ ta polega na sprowadzaniu warunkéw prawdziwosci lub
fatszywosci odpowiednich wyrazen do prawdziwosci lub falszywosci wyrazen
prostszych, bedacych sktadnikami wyrazen wyjsciowych. Tym postepowa-
niem kieruja reguty analityczne, ktére obecnie oméwimy.

Pierwsza reguta mowi, w jaki sposob nalezy postapi¢ z podwdjng negacja.
Wolno po prostu opuéci¢ dwa sasiadujace funktory negacji.

_|_|A
Reguta NN: v ‘

A

Zatem, oznaczywszy podwdjna negacje znakiem 4/, wpisujemy na dole odpo-
wiedniej galezi wyrazenie powstajace z podwdjnej negacji przez opuszczenie
obu funktoréw negacji. Te regute nazwiemy NN. Bardziej ztozona jest sytu-
acja pojedynczej negacji. Jesli jednym funktorem negacji jest poprzedzone
zdanie proste, na przyktad ,—p”, ,—q”, to taka cato$¢ uznamy za nieanali-
zowalng. Zadna regula analityczna nie bedzie dityczyla takiego wyrazenia.
Nie znaczy to jednak, ze nie mamy nic do powiedzenia na temat wyrazen
tego typu. Jak powiedzieliSmy, obecno$¢ dowolnej negacji "— A wraz z jej
podstawa A na pewnej galezi wystarczy do zamkniecia tej gatezi. Natomiast
pojedyricze negacje wyrazen zlozonych moga (choé¢ nie musza) byé¢ analizo-
walne, dla kazdej takiej negacji sformutujemy regute analityczng. Rozwazmy
najpierw koniunkcje. Prawdziwos$¢ koniunkcji zaznaczamy, wpisujac te ko-
niunkcje na odpowiedniej gatezi, a falsz tej koniunkcji zaznaczamy, wpisujac
negacje tej koniunkcji. UstaliliSmy, ze koniunkcja jest prawdziwa wtedy i
tylko wtedy, gdy oba jej czynniki sg prawdziwe. Jesli zatem na pewnej gatezi
wystepuje koniunkcja, to na tej galezi nalezy wpisa¢ oba jej czynniki. Mowi
o tym reguta K.

ANB
Reguta K: v

A
B
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Jesli natomiast na gatezi pojawia sie negacja koniunkcji, to musimy rozwa-
zy¢, w jakich sytuacjach koniunkcja moze by¢ fatszywa. Otéz koniunkcja jest
fatszywa wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jeden jej czynnik jest fatszywy.
Nalezy woéwczas postapié¢ zgodnie z reguty NK.

vV 2(AAB)

Reguta NK: / \

-A B

Reguta ta nakazuje rozgatezi¢ drzewo. Na pierwszej gatezi nalezy wpisa¢ ne-
gacje pierwszego czynniki analizowanej koniunkcji, a na drugiej gatezi nalezy
wpisa¢ negacje drugiego czynnika tej koniunkcji. Rozpatrujemy w ten sposob
dwa przypadki: w pierwszym falszywy jest pierwszy czynnik (o drugim zas
nie méwimy nic, moze on by¢ zaréwno fatszywy, jak i prawdziwy), a w drugim
falszywy jest drugi czynnik (tym razem niczego nie przesadzamy o pierwszym
czynnikiu). Kolejne dwie regulty dotycza alternatywy i zaprzeczenia alterna-
tywy. Alternatywa jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy prawdziwy jest
co najmniej jeden z jej sktadnikéw. Jesdli wiec na gatezi znajduje sie alter-
natywa, to nalezy dokonac rozgatezienia i umiesci¢ sktadniki tej alternatywy
na kolejnych galeziach.

vV AVB
Reguta A: / \
A B

Te regute nazwiemy A. Natomiast reguta NA dotyczy zaprzeczenia alterna-
tywy. Alternatywa jest falszywa wtedy i tylko wtedy, gdy obydwa jej sktad-
niki sa fatszywe.

-(AVB
Reguta NA: v ’ )

-A
-B

Aby zanalizowal zaprzeczenie alternatywy, nalezy zatem wpisaé na tej samej
galezi zaprzeczenia obu sktadnikéw tej alternatywy. Rozwazanie regut anali-
tycznych dotyczacych implikacji rozpoczniemy od zaprzeczenia wyrazenia o
tej postaci. PowiedzieliSmy, ze implikacja jest falszywa doktadnie w jednym,
jedynym wypadku: mianowicie takim, ze jej poprzednik jest prawdziwy, a
nastepnik fatszywy. Mozemy wiec sforkutowaé regute NC.
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-(A—B
Reguta NC: v . )

A

-B

Reguta ta nakazuje wpisa¢ na odnosniej gatezi, na ktorej wystepuje negacja
implikacji, poprzednik tej implikacji i negacje nastepnika tej implikacji. W
kazdym wypadku innym niz ten, ktory scharakteryzowalisémy, implikacja jest
prawdziwa. Formutujac regute C, powinnismy dopuscié, ze nie jest spetniony
co najmniej jeden warunek fatszywosci implikacji, aczkolwiek nie wiadomo
nam, ktory. Reguta analityczna C stwierdza zatem, ze w razie wystapienia na
pewnej gatezi implikacji, nalezy dokona¢ rozgatezienia. Na pierwszej galezi
nalezy wpisa¢ negacje poprzednika, a na drugiej nastepnik tej implikacji.

vV A—B
Reguta C: / \
-A B

Rozwazamy wiec dwie mozliwosci: badz poprzednik jest falszem (nic za$ nie
méwimy o nastepniku), badZ tez nastepnik jest prawda (nic zas nie moé-
wimy o poprzedniku). W kazdej z tych sytuacji, i tylko w nich, implikacja
jest zdaniem prawdziwym. Pozostaje nam sformutowanie regut analitycznych
dla réwnowaznosci i jej zaprzeczenia. Réwnowaznosé jest prawdziwa wtedy i
tylko wtedy, gdy jej strony zgadzaja sie pod wzgledem wartosci logicznej, i
fatszywa wtedy i tylko wtedy, gdy jej strony réznig sie pod wzgledem wartosci
logicznej. Zatem reguta E, jesli na gatezi wystepuje réwnowaznosé, nakazuje
dokona¢ rozgalezienia, wpisujac na pierwszej nowej galezi obie strony row-
nowaznosci, a na drugiej nowej gatezi zaprzeczenia tych wyrazen.

VA=B

Reguta E: / \
A A
B -B

Jesli natomiast na pewnej gatezi wystepuje negacja rownowaznosci, to reguta
NE kaze, réwniez po dokonaniu rozgalezienia, umiedci¢ na pierwszej gatezi
lewa strone i negacje prawej, a na drugiej gatezi negacje lewej strony i strone
prawg tej rownowaznosci.

Vv (A=B)
Reguta NE: / \
A -A

-B B
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Zatem zarowno w odniesieniu do réwnowaznosci, jak i w odniesieniu do jej
zaprzeczenia, musimy rozwazy¢ dwa przypadki. Podamy jeszcze kilka uwag
praktycznych, dotyczacych stosowania regut analitycznych do wyrazen znaj-
dujacych sie na drzewie:

e stosujac pewna regule do wyrazenia, nalezy wykonaé¢ operacje naka-
zane przez regute na kazdej otwartej gatezi, na ktorej znajduje sie to
wyrazenie;

e nowe wyrazenie nalezy wpisywa¢ na dole gatezi, ponizej wszystkich
wyrazen, ktore juz sie na tej galezi znajduja;

e w pierwszym rzedzie warto stosowac reguty, ktore nie wymagaja roz-
gateziania;

e po kazdym zastosowaniu reguty warto sprawdzi¢, czy ktoras z gatezi
nie moze zosta¢ zamknieta; warto zamykaé¢ galezie tak szybko, jak to
mozliwe.

Pierwsza wskazowka praktyczna ma charakter obowigzkowy, objasnia istotna
wlasnosé drzew. Pozostate majg raczej nature organizacyjna. Postepowanie
zgodne z tymi regutami zapewnia ekonomiczne uzyskiwanie pozadanego re-
zultatu.

Uwzgledniajac definicje 8 oraz twierdzenie 10, mozemy podac juz przepis
na badanie wynikania logicznego i sprzecznosci za pomoca drzew analitycz-
nych. Pamietamy przy tym, ze zamkniete drzewo wskazuje na brak modelu
semantycznego wyrazen stanowiacych korzen tego drzewa. Natomiast drzewo,
ktore po zakonczeniu pozostaje otwarte wskazuje na istnienie takiego modelu
semantycznego, a nawet go wyznacza.

Twierdzenie 16 Wyrazenie B wynika logicznie z wyrazen: Ay, As,..., A,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy drzewo analityczne, rozpoczynajgce sie od wyrazen
A, Asg,..., An, "B, zamyka sie.

Twierdzenie 17 Zbior zlozony z wyrazen: Ay, As,..., A, jest sprzeczny
wtedy i tylko wtedy, gdy drzewo analityczne, rozpoczynajgce sie od tychze
wyrazen: Ay, Ag,..., A, zamyka sie.

Dla przyktadu pokazemy, ze z p — q,p - ¢ W tym celu, otwierajac drzewo
wypisujemy na pniu implikacje i jej poprzednik oraz negacje nastepnika. Sto-
sujac reguty budowy drzew analitycznych, uzyskujemy drzewo zamkniete.
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vV p—q
P

/\

® ®
Natomiast p — ¢, q ¥ p. Pokazuje to nastepujace drzewo.

NI R
q

£\

© ©

Drzewo to jest zakonczone, ale wszystkie jego galezie sa otwarte. Przypo-
mnijmy, ze wystarczytoby, by jedna gataz pozostata otwarta po zakonczeniu
drzewa, by odpowiedZ na pytanie o zachodzenie wynikania byta negatywna.
Zgodnie z zasadami odczytywania otwartej gatezi (s. 66) kazda otwarta galaz
tego drzewa wyznacza interpretacje, ktéra stanowi model wyrazen umiesz-
czonych w korzeniu, a tym samym kontrprzyktad dla domniemanego wyni-
kania. W tym wypadku obie galezie wyznaczajg te samg interpretacje V:
V(p)=0, V(g) =1.

Pokazemy teraz, ze zbiér wyrazen {(p V q),—p, —q} jest sprzeczny. W
tym celu, otwierajac drzewo, umieszczamy w korzeniu rozwazane wyrazenia.
Nastepnie stosujemy reguty analityczne.

VvV pVyg
—p

/\

® ®

Drzewo zamyka sie. Wnosimy stad, ze rozwazany zbiér wyrazen nie ma mo-
delu semantycznego. Analogicznie badamy antylogie, czyli wyrazenia same
w sobie sprzeczne. Stosujemy wiec twierdzenie 17 dla n = 1. Przyktadem
antylogii jest wyrazenie ,p A =p”, co pokazuje kolejne drzewo.
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vV PATD
p
—p
®

Twierdzenie 18 Wyrazenia A jest tautologiq wtedy 1 tylko wtedy, gdy drzewo
rozpoczynagjgce sie negacjg "~ A tego wyrazenia zamyka sie.

Przyktadem tautologii moze by¢ wyrazenie ,p = p”, co pokazuje kolejne
drzewo.

p P
P p
® b2y

Antylogicznos¢ wyrazenia badamy nw oparciu o twierdzenie 17, przyjmujac
po prostu, ze n = 1. Wyrazenie A jest wiec antylogia wtedy i tylko wtedy,
gdy drzewo rozpoczynajace sie tym wyrazeniem zamyka sie.

Zaprezentowane tutaj ujecie klasycznego rachunku zdan ma trzy wtasno-
Sci, ktore nalezg do najwazniejszych cnot logicznych: bezblednosé, petnosé i
rozstrzygalnosc. Technika drzew semantycznych w klasycznym rachunku zdan
jest bezbledna w tym sensie, ze dany zwiazek logiczny faktycznie zachodzi
w jezyku klasycznego rachunku zdan zawsze, ilekro¢ drzewo analityczne na
to wskazuje. Jest to tez technika pelna w tym sensie, ze kazdy zwiazek lo-
giczny zachodzacy w jezyku klasycznego rachunku zdan moze byé¢ wykryty
za pomocyg drzewa analitycznego. Ponadto metoda drzew analitycznych w
klasycznym rachunku zdan jest algorytmem. Znaczy to, ze w skonczonej licz-
bie prostych, mechanicznych krokéw, ktore zostaly opisane, zawsze dostarcza
odpowiedzi na kazde pytanie z zakresu klasycznego rachunku zdan. Teorie,
dla ktorej istnieje algorytm rozstrzygania wszystkich probleméw, nazywamy
wlasnie rozstrzygalna.

Nalezy jeszcze zauwazy¢ pewne ograniczenie prezentowanej metody. Mia-
nowicie za pomoca drzew analitycznych mozna badaé¢ jedynie zbiory skon-
czone. Nie mozna bowiem umiesci¢ w korzeniu nieskonczenie wielu wyrazen.
Do tego problemu wypadnie nam jeszcze wrocié, zaznaczmy wiec tylko, ze w
wypadku klasycznego rachunku zdan nie jest to ograniczenie istotne. Mozna
bowiem wykazaé, ze kazda konsekwencja zbioru nieskonczonego jest zarazem
konsekwencja ktéregos z jego skonczonych podzbiorow.
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Przyklady. Za pomoca drzew analitycznych mozna bada¢ dowolne zalez-
nosci logiczne w jezyku klasycznego rachunku zdan. Pokazemy tu najstyn-
niejsze lub odgrywajace najwieksza role w ozasadnianiu przyktady regut i
innych zaleznosci, niektére opatrujac komentarzem. Nastepujace zaleznosci
sg charakterystyczne dla wynikania logicznego w kontekscie funktora impli-
kacji:

A—BAFB, (2.5)
A— B BFA, (2.6)
A— B, =B+ —A, (2.7)
A — B, -A¥F =B, (2.8)
A—-B,B—-CFHA—-C. (2.9)

Regula (2.5) nazywa sie Modus Ponens, a reguta (2.7) nazywa sie Modus Tol-
lens. Reguta (2.9) nazywa sie Reguta Sylogizmu Warunkowego. Dla funktora
rownowaznosci zachodza analogiczne zwiazki, z tym, ze w wigkszej liczbie
wypadkéw mamy do czynienia z wynikaniem logicznym:

A=B AL B (2.10)
A=B, B A, (2.11)
A=B,-BF A, (2.12)
A=B —AF B, (2.13)
A=B,B=CFA=C. (2.14)

Fakt, ze reguly (2.11) i (2.11) obowiazuja, wobec (2.6) i (2.8), $wiadczy o
tym, ze funktor réwnowaznosci oddaje mocniejszy zwiazek miedzy wyra-
zeniami niz funktor implikacji. Z drugiej strony zachodzi gteboka analogia
miedzy impliacja a rownowaznoscia, mianowicie rownowaznos¢ jest logicznie
rownowazna odpowiednim implikacjom w obie strony:

A=B~A—B,B— A (2.15)

7 tego powodu zachodzi tradycyjne podobienstwo w nazewnictwie regut doty-
czacych implikacji i regut dotyczacych rownowaznosci. Reguty (2.10) 1 (2.11)
sa czesto okreslane jako Modus Ponens, reguly (2.12) i (2.13) sa czesto okre-
slane jako Modus Tollens, a reguta (2.14) jest czesto okreslana jako Reguta
Sylogizmu Warunkowego. Niekiedy, dla odréznienia od zwiazanych z implika-
cja oryginatoéw, do tych nazw jest dodawane zastrzezenie ,dla réwnowazno-
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sci”. Z funktorem alternatywy wiagze sie grupa nastepujacych waznych regut:

AV B, -AF B, (2.16)
AV B,AY B, (2.17)
AV B, -BF A, (2.18)
AV B, BF A, (2.19)
AVBA—CBCFE (2.20)

Reguly (2.16) i (2.18) nazywaja sie Regutami Rezolucji, a reguta (2.20) Dy-
lematem Konstrukcyjnym lub Sylogizmem Tertuliana. Do najbardziej cha-
rakterystycznych tautologii naleza:

p=p, (2.21)
p=-p, (2.22)
—(p A =p), (2.23)
pV —p, (2.24)
~(pAq)=-pV g, (2.25)
~(pVq) =-pAg, (2.26)
(p—q) = (~q — —p), (2.27)
(p—4q)=(-pVa), (2.28)
~(p—q) = (pA ). (2.29)

Wyrazenie (2.21) nazywa sie Prawem Tozsamosci, wyrazenie (2.22) nazywa
sie Prawem Podwojnego Przeczenia, wyrazenie (2.23) nazywa sie Prawem
Niesprzecznodci, wyrazenie (2.24) nazywa sie Prawem Wylaczonego Srodka,
wyrazenie (2.25) i wyrazenie (2.26) nazywaja sie Prawami De Morgana, wy-
razenie (2.27) nazywa sie Prawem Transpozycji Prostej, wyrazenie (2.28)
nazywa sie Prawem Zastepowania Implikacji, a wyrazenie (2.29) nazywa sie
Prawem Negowania Implikacji.

Rekurencyjne uogdélnienia regul. Niektore reguly inferencyjne mozna z
pozytkiem uogdélni¢ na dowolng, skonczong liczbe przestanek. Staosujemy do
tego rekurencyjne metody dowodzenia twierdzen. Pokazemy przyktadowe —
ale wazne — uogoélnienia regul (2.9), (2.14), (2.20). Niech n bedzie dowolna
dodatnia liczba naturalng. Regute Sylogizmu Warunkowego mozna uogolni¢
na dowolng liczbe przestanek. Na mocy tej reguty logiczne jest kazde wnio-
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skowanie

A — Blv

B1 - BQ?

B, B, (2.30)
B, — C,

A — C.

Ze kazda z syntetycznie ujetych tu wnioskowan jest logiczne, dowodzimy
rekurencyjnie. Jesli n = 1, to powstaje po prostu reguta (2.9), ktéra mozemy
zbada¢ choéby za pomoca drzewa analitycznego. Zatézmy teraz, ze regute
(2.30) udato sie udowodnié¢ dla pewnego n. Na mocy tego zalozenia z wyrazen

.A—>Bl,'BlH’BQ,...,’BnﬁtBn_i_l,Bn_Flﬁe

Wynika wyrazenie "A — B, 1. Z tego zas wyrazenia i z ostatniej przestanki
"B,+1 — €7, na mocy reguly (2.9), wynika wyrazenie "A — €. To onczy
dowdd. Analogicznie dowodzimy logicznosci wnioskowan typu

A= Bb

Bl = BQ,

5 =B (2.31)
B, =C,

A=C.

Dowdd jest tutaj bardzo podobny do poprzedniego dowodu. Ponadto mozna
dowies¢ logicznosci wszelkich wnioskowan typu

ALV AV VA,
AlﬁtB,

A= B, (2.32)

A, — B,
B.

Roéwniez w tym wypadku, w wypadku uogoélnionego Dylematu Konstrukeyj-
nego, dowod logicznosci wnioskowania ma charakter rekurencyjny.

Twierdzenie o dedukcji. Jacques Herbrand i Alfred Tarski, niezaleznie
od siebie, dowiedli waznego twierdzenia, okreslajacego relacje miedzy wyni-
kaniem logicznym a funktorem implikacji. Dla dowolnego zbioru X wyrazen
i dla dowolnych wyrazen A i B Twierdzenie o Dedukcji gtosi, ze

X F (A — B) wtedy i tylko wtedy, gdy X, A+ B. (2.33)
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To znaczy, implikacja wynika ze zbioru wyrazen wtedy i tylko wtedy, gdy
z tego zbioru wzmocnionego o poprzednik tej implikacji wynika jej nastep-
nik. Aby dowiesé, ze tak jest, zauwazmy, ze implikacja "A — BT wynika
ze zbioru X wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje interpretacja, w ktorej
prawdziwe sg wszystkie wyrazenia sktadajace sie na zbiér X, a falszywe jest
wyrazenie " A — B. To znaczy, nie istnieje interpretacja, w ktorej prawdziwe
sg wszystkie wyrazenia sktadajace sie na zbior X i wyrazenie A, a falszywe
jest wyrazenie B. To za$ znaczy tyle, ze wyrazenie B wynika ze zbioru X
i wyrazenia A. Zgodnie z Twierdzeniem o Dedukcji przestanki dowolnego
wnioskowania dedukcyjnego wolno przenosi¢ do konkluzji jako poprzedniki i
odwrotnie. Na przyktad wnioskowanie

‘Alu‘AQu s 7‘ATL7
B

jest niezawodne wtedy i tylko wtedy, gdy niezawodne jest kazde z wniosko-
wan:

AZ)*A?))"')Ana Ala‘Ai’n"'a‘Ana

.Al — B .AQ — B

itd. Twierdzenie o Dedukcji moze by¢ stosowane wielokrotnie, prowadzac do
przeniesienia miedzy zbiorem przestanek a konkluzja wielu wyrazen, np.

As, Agy oo Ay,
.Al — (.AQ — B),

a nawet wszystkich wyrazen. Z Twierdzenia o Dedukcji wolno wiec wysnué
taki wniosek, ze

A, Agy oo AL EB
wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenie
Al — (A — - — (Ap — B) )

jest tautologia. Latwo sie przekonac, ze jest tak wtedy i tylko wtedy, gdy
tautologia jest wyrazenie

AlA.AgA...A.An—)B.

Analogiczne zalezno$ci obowiazujg dla zwigzku rownowaznoéci i zwigzku sprzecz-
nosci. W odniesieniu do logicznej réwnowaznosci zbiorow wyrazen powiemy,
ze

A, Aoy oo A, ~ By, By, ..., By,
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wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenie
(A ANAs AN NAR) = (BIABaA...AB,)

jest tautologia. Natomiast w odniesieniu do logicznej sprzecznosci powiemy;,
ze zbiér wyrazen

‘Alu‘AQu s 7‘An
jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenie

AL NAs NN A,

jest antylogia. Aby sie o zachodzeniu tych zaleznosci przekonaé, wystarczy
chwila namyshu nad definicjami zwiazkéw logicznych i pojeciem interpre-
tacji. Zauwazmy, ze odpowiednio$¢ miedzy zwiazkami wynikania, sprzecz-
nosci i rownowaznosci a wlasciwymi tautologiami lub antylogiami zachodzi
wytacznie w odniesieniu do niepustych i skonczonych zbiorow wyrazen. W
niniejszym akapicie m i n sg liczbami naturalnymi wigkszymi od zera. Nato-
miast Twierdzenie o Dedukeji w ogélnym sformutowaniu (5.22) obowiazuje
dla dowolnego zbioru X wyrazen, a wiec rowniez dla zbioru pustego i zbioru
nieskonczonego.

Twierdzenie o Dedukcji wraz z pltynacymi zen wnioskami nalezy do fun-
damentow klasycznego rachunku zdan i obowiazuje w catej logice klasycznej.
Istnieja natomiast nieklasyczne logiki, w ktorych to twierdzenie ani powia-
zane z nim zaleznosci nie obowiazuja.



Rozdziat 3
Logika pierwszego rzedu

Logika pierwszego rzedu — zwana tez wezszym rachunkiem predykatow lub
wezszym rachunkiem kwantyfikatoréw — stanowi druga istotnag czes¢ klasycz-
nego rachunku logicznego, nadbudowang nad klasycznym rachunkiem zdan.
Wystepuje ona w kilku zblizonych do siebie wariantach, z ktérych dwa naj-
wazniejsze wigzg sie z wystepowaniem znaku réwnosci i symboli funkcyjnych.

3.1 Wyrazenia logiki pierwszego rzedu

Mimo swej podstawowej pozycji klasyczny rachunek zdan nie jest satysfak-
cjonujacy jako model wynikania logicznego. Mozna poda¢ ewidentne przy-
padki wynikania, ktorego ten rachunek nie chwyta. Wezmy dla przyktadu
pod uwage wnioskowanie:

kazdy delfin jest ssakiem,
kazdy ssak jest kregowcem,
kazdy kregowiec jest ssakiem.

Otoz gotym okiem widaé, ze wniosek jest w tym wypadku logiczng kon-
sekwencja przestanek. Tymczasem na gruncie klasycznego rachunku zdan
nalezatloby — w braku funktoréw prawdziwosciowych — przyporzadkowaé
pierwszej przestance litere ,p”, drugiej litere ,,q”, a wnioskowi litere ,r”. Na-
stepnie natychmiast okazaloby sie, ze p, ¢ ¥ r, a wiec konkluzja nie wynika lo-
gicznie z przestanek. Przekonuje o tym kontrprzyktad w postaci interpretacji
V(p) =V(q) =1, V(r) = 0. Chwila namystu wystarczy, by dostrzec Zrédto
tej trudnosci. Mianowicie w klasycznym rachunku zdan nie mozna w zaden
sposob uwzgledni¢ wewnetrznej struktury zdan prostych. Litery zdaniowe sa
najmniejszymi jednostkami i jako takie sa od siebie catkowicie niezalezne.
Interpretacja jednej litery nie wplywa na interpretacje innych liter. Tym-
czasem, najwidoczniej, niektore zwiazki logiczne zaleza wlasnie od tego, w
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jaki sposob zbudowane sg zdania proste. Logika standardowa powstaje z kla-
sycznego rachunku zdan wtasnie przez uwzglednienie wewnetrznej struktury
zdania prostego.

Struktura zdania prostego. Ustalona przez logikow struktura zdania
prostego odbiega od tej struktury, jaka przyjmuja filologowie. Ta ostatnia
opiera sie na morfologii zdania, podczas gdy pierwsza odwotuje sie do znacze-
nia. Juz Platon doszedl do przekonania, ze najbardziej podstawowa jednostka
informacji, zdanie proste sktada sie z dwoch komponentow:

e podmiot logiczny,

e predykat (orzecznik).

Za pomoca podmiotu wskazujemy przedmiot lub przedmioty, ktérych do-
tyczy informacja, a za pomocg predykatu charakteryzujemy te przedmioty
w pewien spos6b — trafnie lub mylnie. Na przetomie XIX i XX w., gtéw-
nie dzigki niezaleznym pracom dwoéch wielkich logikéw: C. S. Peirce’a i G.
Fregego, udoskonalono ujecie Platona. Przyjeto mianowicie, ze podmiot lo-
giczny moze si¢ sktadac¢ z jednego lub kilku znakow, z ktérych kazdy wska-
zuje na doktadnie jeden przedmiot, za$ predykat charakteryzuje wszystkie te
przedmioty tgcznie. Znaki tworzace podmiot logiczny zapisujemy zwykle w
nawiasie, a predykat umieszczamy przed tym nawiasem.

Na przyktad zdanie ,Otello kocha Desdemong” mozna zanalizowaé jako
dotyczace Otella i charakteryzujace go jako kogo$, kto kocha Desdemone.
Napisano by wowczas:

kocha Desdemong (Otello).

Wskazujemy tu na Otella (podmiot) i méwimy o nim, ze kocha Desdemone
(predykat). Réwnie dobrze wolno nam uznaé, ze zdanie to dotyczy Desde-
mony (podmiot) i méwi o niej, ze Otello ja kocha (predykat). Napiszemy
wowczas:

Otello kocha (Desdemona).

Jest tez i taka mozliwo$¢, ze rozwazane zdanie mowi o parze, czy tez o ciggu
przedmiotéw, ztozonym z Otella i Desdemony (podmiot), przypisujac im to,
ze drugi wyraz ciagu jest kochany przez pierwszy (predykat):

kocha (Otello, Desdemona).

W tym wtasnie wypadku podmiot logiczny sktada si¢ az z dwoch znakéw, z
ktorych kazdy odnosi si¢ do doktadnie jednego przedmiotu. Podmiot logiczny
moze sktadac si¢ z jeszcze wigkszej liczby znakéw. Na przyktad zdanie ,,Otello
sadzi, ze Desdemona kocha Cassia” moze by¢ zanalizowane jako:
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sadzi-kocha (Otello, Desdemona, Cassio).

Zauwazmy, ze kolejnosé¢ znakoéw tworzacych podmiot logiczny nie jest obo-
jetna. Jedli bowiem zdanie ,kocha (Otello, Desdemona)” znaczy, ze Otello
kocha Desdemoneg, to zdanie ,kocha (Desdemona, Otello)” znaczy, ze Desde-
mona kocha Otella.

Nazwy i predykaty. Znaki, ktore nadaja sie do wskazywania na jakie$
przedmioty, okreslamy jako nazwy. Nazwami sa czesto rzeczowniki, np. ,wie-
loryb”, przymiotniki, np, ,piekny”, i liczebniki, np. ,sze$¢”. Funkcje nazw
pelia réwniez zbitki wyrazoéw, np. ,krél Polski”, _suma liczb: szes¢ i dzie-
wie¢”. Znaczenie nazwy okreslamy jako pojecie. Kazdy przedmiot, na ktory
— przy ustalonym znaczeniu — wskazuje nazwa, jest desygnatem tej na-
zwy. Na przyktad desygnatem nazwy ,krowa” jest kazda krowa: Krasula,
Mucka, Mita itd., a desygnatem nazwy ,liczba naturalna” jest kazda liczba
naturalna: szes¢, piecset jedenascie itd. Mowimy, ze nazwa oznacza kazdy ze
swoich desygnatow. Zbior wszystkich desygnatow nazwy, przy jej ustalonym
znaczeniu, okreslamy jako zakres lub denotacje tej nazwy. Mowimy, ze na-
zwa denotuje swoj zakres. O desygnatach nazwy i zakresu méwimy tez, ze sa
odpowiednio desygnatami lub zakresem wtasciwego pojecia.

Ze wzgledu na liczbe desygnatow dzielimy nazwy na ogélne, ktére maja
wiecej niz jeden desygnat, jednostkowe, ktére maja doktadnie jeden desygnat,
i puste, ktore nie majg desygnatéow. Przyktadami nazwy ogdlnej sg nazwy:
ystudent” i nazwa liczba”, jednostkowej nazwy: ,najwyzszy szczyt Tatr”,
Jiczba dwadziedcia siedem”, a pustej nazwy: ,kwadratowe koto”, ,trzydzie-
sty lutego”, ,krol Stanéw Zjednoczonych Ameryki”.

Zwrot, ktory tworzy zdanie w potaczeniu z n nazwami, okreslamy jako n-
argumentowy predykat, a wspomniane nazwy jako argumenty tego predykatu.
Jesli wezmiemy pod uwage wyrazenie ,kocha (Otello, Desdemona)”, to znak
ykocha” jest dwuargumentowym predykatem, za$ nazwy: ,Otello” i ,Des-
demona” sg kolejnymi argumentami tego predykatu. Zamiast o predykacie
wolno tez mowi¢ o orzeczniku. Jezeli wszystkie argumenty predykatu sg na-
zwami jednostkowymi, to taki predykat okreslamy jako predykat pierwszego
rzedu.

Jedynynymi nazwami, jakie wystepuja w logice standardowej, sa nazwy
jednostkowe, a jedynymi predykatami w tej logice sa predykaty pierwszego
rzedu. Bedziemy wiec méwi¢ krotko o predykatach, majgc na mysli zawsze
predykaty pierwszego rzedu. Ponadto, mowigc krotko o nazwach, bedziemy
mieli na mysli zawsze nazwy jednostkowe. Jesli zajdzie potrzeba powiedze-
nia czegos o innych nazwach lub predykatach wyraznie to zaznaczymy. Za-
znaczmy jeszcze, ze funkcje nazw innych niz jednostkowe w logice standar-
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dowej przejmuja predykaty.

Alfabet. Alfabet logiki standardowej powstaje przez rozszerzenie alfabetu
klasycznego rachunku zdan i jest od tamtego nieco bardziej skomplikowany.
Do alfabetu logiki standardowej nalezg nastepujace znaki:

e stale terminy logiczne, w szczegolnosci

2 —

funktory prawdziwosciowe ,—", A7, V7, =7 =",
4 )
kwantyfikator ogblny ,V”,

kwantyfikator szczegdtowy 37,

e litery schematyczne, w szczegdlnosci

. : ” ” ” ) 9 s
htery zdaniowe wP s wd 5 5Ty wP1 P2 1tp'7

79

litery nazwowe ,a”, ,b”, .c7, a1, ,as” itp.,

litery predykatowe nP”a 77Q”a 77R”a 77P1”a 77P2” 1tp7

2

e zmienne indywidualne ,x”, "7, 27, o1, &2 itp.,

e nawiasy, przecinek i dwukropek.

Nawiasy, dwukropek i przecinek sg znakami interpunkcyjnymi, zas funktorow
prawdziwosciowych i liter zdaniowych dotycza te same uwagi, ktére poczyni-
liSmy juz, omawiajac jezyk klasycznego rachunku zdan. Znak ,V” nazywa sie
kwantyfikatorem ogolnym, a znak , 37 kwantyfikatorem szczegotowym. Litery
nazwowe reprezentuja dowolne nazwy jednostkowe, a litery predykatowe re-
prezentuja dowolne predykaty pierwszego rzedu. Litery nazwowe okreslamy
tez jako mazwy schematyczne, a litery predyktowe jako schematyczne pre-
dyktaty. Zmienne indywidualne sa podobne do nazw jednostkowych pod tym
wzgledem, ze z kazda zmienng zwigzany jest zbior przedmiotéw, zwany zakre-
sem tej zmiennej lub zakresem zmiennosci tej zmiennej. Jednak zmienna nie
jest nazwa elementow tego zbioru i nie wolno jej o nich orzekaé¢. Aby to zazna-
czy¢, nie méwimy, ze zmienna denotuje swoj zakres, lecz ze go przebiega. Jesli
nie zaznaczono czegos przeciwnego, to zakresem zmiennych jest zbior desy-
gnatow wszystkich uzywanych nazw. Zmienne indywidualne i nazwy (w tym
wypadku schematyczne litery nazwowe) tacznie okreslamy mianem termdéw.
Moéwige term” nie przesadzamy zatem, czy mamy do czynienia ze zmienna,
czy 7z litera nazwows.

Zmienne, ktoére stuzg do mowienia w metajezyku o dowolnych wyraze-
niach, pozostaja niezmienione. Ponadto wprowadzamy mate greckie litery:
L (alfa), 07 (beta) i ,0” (delta), z indeksami lub bez, jako metajezykowe
zmienne, stuzace do moéwienia o dowolnych symbolach jezyka przedmioto-
wego.
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Sktadanie wyrazen. Wyrazeniami atomicznymi (prostymi) logiki pierw-
szego rzedu sg wszystkie litery zdaniowe oraz wszystkie wyrazenia zbudowane
z n-argumentowego predykatu i n terméw, bedacych argumentami tego pre-
dykatu, ujetych w nawias i oddzielonych przecinkami, na przyktad ,P(a)”,
Pz, y)”, Q(a,z,2)". Na liczbe argumentéw predykatu wskazuje zawsze
kontekst. Jesli nie prowadzi to do nieporozumienia, nawiasy i przecinki wolno
opuszczaé: ,Pa”, | Pxy”, ,Qaxz”. Te samg my$l mozna wyrazi¢ bardziej ofi-
cjalnie, méwigc, ze wyrazeniami atomicznymi sg wszystkie litery zdaniowe
oraz wszystkie napisy "d(aq, ag, ..., )", w ktorych § jest n-argumentowym
predykatem, zas aq, as, ..., a, sa termami.
Zbiér wyrazen logiki standardowej jest to najmniejszy taki zbior, ze

e wszystkie wyrazenia atomiczne sg wyrazeniami,
o jezeli A jest wyrazeniem, to " (—A)™ tez jest wyrazeniem,

o jezeli A i B sa wyrazeniami, to "(AAB)T,"(AVB)", "(A — B)" oraz
(A = B) " réwniez sa wyrazeniami,

o jezeli A jest wyrazeniem, za$ « jest zmienna indywidualng, to "Va: A
oraz "Ja: A tez sa wyrazeniami.

Wyrazenia, ktore powstajg na podstawie czwartego warunku, nazywaja sie
determinacjami wyrazenia A. Pierwsze z nich nazywa sie determinacja ogolng,
a drugie szczegotowq. Funktorem gtéwnym kazdej determinacji jest widoczny
w osnowie warunku kwantyfikator, wyrazenie A nazywa sie zasiegiem tego
kwantyfikatora, zas o zmiennej o méwimy, ze wystepuje pod kwantyfikatorem
lub Ze jest zmienna podkwantyfikatorowg.

Pozyteczne sa pewne upraszczajace umowy. Podobnie, jak w rachunku
zdan, zezwalamy na opuszczanie nawiasow zewnetrznych i tych nawiaséw,
ktorych mozna sie domysli¢ na podstawie zawartych umoéow. W odniesieniu do
kwantyfikatorow umawiamy sie ponadto, ze ich zasiegiem jest najkrotsze po-
prawnie zbudowane wyrazenie zaczynajace sie bezposrednio po dwukropku.
Jesli wiec zasieg kwantyfikatora nie jest wyznaczony przez nawias, to konczy
sie bezposrednio przed pierwszym egzemplarzem dwuargumentowego funk-

tora zdaniowego — koniunkcji, alternatywy, implikacji lub réwnowaznosci.
Przyktad:

Ve: A — B, Va: (A — B)

pokazuje dziatanie przyjetej umowy. W pierwszym przypadku zasiegiem kwan-
tyfikatora jest tylko wyrazenie A, a w drugim cata implikacja "(A — B)™.
Analogicznie dzieje sie w razie wystgpienia innego dwuargumentowego funk-
tora zdaniowego.
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Zmienne wolne i zwigzane. Kwantyfikatory pozostajg w swoistej rela-
¢ji do zmiennych indywidualnych. Méwimy, ze kwantyfikator moze wigzac
zmienne lub ze zmienne moga by¢ zwigzane przez kwantyfikator. Egzempla-
rze zmiennych zwigzane przez jakikolwiek kwantyfikator nazywamy zwigza-
nymi, a te egzemplarze, ktére nie sa zwigzane przez zaden kwantyfikator,
nazywamy wolnymi. Zamiast o egzemplarzach méwimy tez, ze dana zmienna
jest odpowiednio zwigzana lub wolna w okreslonym miejscu swego wysta-
pienia. W szczegolnodci kazdy egzemplarz kwantyfikatora wigze nastepujace
egzemplarze swojej zmiennej podkwantyfikatorowej:

e egzemplarz, ktéry wystepuje pod tym kwantyfikatorem,
e wszystkie egzemplarze, ktére sg wolne w zasiegu tego kwantyfikatora

i zadnych innych egzemplarzy jakichkolwiek zmiennych. Na przyktad w pierw-
SzZym z wyrazen:

Va: (x> 5 Az < 10),
Vr: o >5Az <10

wszystkie egzemplarze zmiennej ,x” sa zwiazane, poniewaz wystepuja w wy-
znaczonym za pomoca nawiasu zasiegu kwantyfikatora. Natomiast w drugim
z wymienionych wyrazen dwa pierwsze egzemplarze zmiennej sg zwigzane, ale
ostatni jest wolny. Albowiem w braku nawiasu zasieg konczy sie przed funk-
torem koniunkcji i ostatni egzemplarz zmiennej znajduje si¢ poza tym zasie-
giem. Analogicznie dzieje sie w razie wystgpienia innego dwuargumentowego
funktora zdaniowego. Natomiast znak ,>" nie jest funktorem zdaniowym,
lecz predykatem, a wiec jego wystapienie nie konczy zasiegu kwantyfikatora.
W innym, bardziej skomplikowanym przyktadzie:

Ve: ((Jz: z <y — x + y > x )
1 2 3 4 5 6

wszystkie egzemplarze zmiennej ,y” sa wolne, a wszystkie egzemplarze zmien-
nej ,,x” sa zwigzane. To jednak nie konczy sprawy, poniewaz zmienna ,x” jest
wigzana az przez dwa kwantyfikatory. Musimy odwotaé sie wiec do zasady,
w mysl ktorej kwantyfikator wigze w swym zasiegu tylko wolne egzempla-
rze zmiennej podkwantyfikatorowej. W praktyce znaczy to, ze bardziej we-
wnetrzny kwantyfikator ma pierszenstwo w wigzaniu. Zatem w omawianym
przyktadzie zmienne: 1, 5 i 6 sa zwiazane przez kwantyfikator 1, a zmienne:
2 1 3 sa zwiazane przez kwantyfikator 2. Albowiem zasieg kwantyfikatora 2
konczy sie znakiem implikacji 4, a zasieg kwantyfikatora 1 jest wyznaczony za
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pomocy nawiasu. W rezultacie zmienne: 2 i 3 sa zwiazane w zasiegu kwanty-
fikatora 1 (wtasnie przez kwantyfikator 2), a zmienne 5 i 6 sa wolne w zasiegu
kwantyfikatora 1 i moga by¢ przezen zwiazane.

Alternatywnie — zamiast o egzemplarzach zmiennych — moéwimy, ze
zmienna podkwantyfikatorowa jest zwiazana pod kwantyfikatorem oraz na
wszystkich miejscach, w ktorych jest wolna w zasiegu tego kwantyfikatora.
Tam, gdzie nie prowadzi to do nieporozumienia, méwimy czesto krotko o
zmiennych bez wzgledu na to, czy chodzi o ogdlny typ zmiennej, czy tez o
poszczegblny egzemplarz tego typu.

O wyrazeniu, ktére nie zawiera zadnych zmiennych wolnych, méwimy, ze
jest domkniete, zas o wyrazeniu, ktére zawiera co najmniej jedng zmienna
wolng, mowimy, ze jest otwarte.

Prawidlowe podstawienie. Ze wzgledu na obecno$¢ kwantyfikatorow jed-
norodne podstawianie w logice pierwszego rzedu obtozone jest dwiema spe-
cjalnymi restrykcjami:

e nalezy podstawia¢ wytacznie za wolne egzemplarze zmiennych,

e w rezultacie podstawienia zadna zmienna wolna nie powinna zostac
zwigzana.

Zaznaczmy, ze za zmienne indywidualne wolno — z wymienionymi zastrze-
zeniami — podstawia¢ dowolne termy. Symbol:

Ala/B)

oznacza wyrazenie, ktére powstaje z wyrazenia A przez prawidtowe podsta-
wienie termu [ za zmienng «. Wezmy na przyktad wyrazenie:

dr: r<y—ax+y>ua.

W rezultacie prawidlowego podstawienia /5 powstaje z niego wyrazenie:
Jr: x<y—5+y>05,

W rezultacie prawidlowego podstawienia x/y:
dJr: x<y—y+y>uy,

a w rezultacie prawidlowego podstawienia x/a:

Jr: r<y—a+y>a.
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Dwa pierwsze egzemplarze zmiennej ,x” pozostaja nietkniete, poniewaz sa
zwiazane. Natomiast podstawienie y/x:

dr: e <x—ax+x >

nie bytoby w tym wypadku prawidtowe, poniewaz w rezultacie takiego pod-
stawienia zmienna wolna ,x” stataby si¢ zmienng zwigzana.

Nieprzestrzeganie oméwionych zastrzezen jest powaznym bledem. Zeby
sie o tym przekonaé, rozwazmy prawdziwe zdanie:

Vy: Jz: (y < x)

arytmetyki liczb naturalnych. Stwierdza ono, ze dla kazdej liczby naturalnej
y istnieje liczba naturalna x wieksza od y. Wynika stad, ze dowolne podsta-
wienie za zmienng " W wyrazeniu

dz: (y < x)

powinno da¢ w rezultacie zdanie prawdziwe. Rzeczywiscie, wszystkie takie
zdania, jak

Jr: (1 <x), 3Jx:(65<x), dr: (12354 <x)

sg prawdziwe. Jesli jednak ztamiemy ograniczenia natozone na podstawianie
i podstawimy za ,y” zmienng ,x”, ktéra stanie si¢ w rezultacie podstawienia
zmienng zwigzang, to otrzymamy zdanie falszywe

dz: (z < z),

ktore stwierdza, ze istnieje liczba naturalna x wigksza od samej siebie. Wi-
da¢ wiec, ze przy podstawianiu w logice pierwszego rzedu nalezy zachowaé
szczegbdlng ostroznosé.

Wyrazenia kategoryczne. Osoby poczatkujace skarza si¢ czesto na trud-
noéci, jakich nastrecza im formalizacja wyrazen jezyka naturalnego w lo-
gice pierwszego rzedu. Faktyczne przezwyciezenie tych trudnosci jest mozliwe
tylko w drodze wytrwatego treningu. Mozna wszakze poda¢ pewne uzyteczne
wskazowki.

Warto zacza¢ zmaganie z jezykiem logiki pierwszego rzedu od teorii zdan
kategorycznych. Niech ,P” i Q)" beda dowolnymi nazwami ogdlnymi, jed-
nostkowymi lub pustymi — odstepujemy wiec na chwile od przyjetej umowy
o poshuigiwaniu sie wylgcznie nazwami jednostkowymi. Wyrazenia katego-
ryczne sg to wyrazenia podpadajace pod ktorys ze schematow:
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kazde P jest @,

zadne P nie jest @,

pewne P jest @,

pewne P nie jest () (nie kazde P jest Q).

Wyrazenia podpadajace pod pierwszy schemat sg ogélnotwierdzgce, podpada-
jace pod drugi schemat sa ogélnoprzeczgce, podpadajace pod trzeci schemat
sq szczegotowotwierdzgce, a podpadajace pod czwarty schemat sa szczegoto-
woprzeczgce. Odpowiednio méwimy o dwoch schematach wyrazen ogdlnych i
dwoch szczegdtowych, dwodch twierdzacych i dwoch przeczacych.

Poniewaz przyjelismy, ze nazwy ,.P” i ()" maja dowolng liczbe desygna-
tow, nie moga wystapi¢ w logice pierwszego rzedu w roli podmiotu logicznego.
Moga jednak by¢ predykatami, mozna powiedzieé¢: x jest P, x jest Q:

P(z), Q).

Zamiast powiedzie¢, ze kazde P jest (), mozna wiec powiedzie¢, ze kazdy =,
jesli tylko jest P, jest tez Q):

Va: (P(z) — Q(x)).

Analogicznie mozna poradzi¢ sobie z pozostalymi schematami wyrazen ka-
tegorycznych, uzyskujac odpowiedniki w jezyku logiki pierwszego rzedu. Sa

schemat kategoryczny | odpowiednik

kazde P jest Q) Va: (P(x) — Q(x))
zadne P nie jest () Va: (P(x) — —Q(x))
pewne P jest @ Jz: (P(z) A Q(x))
pewne P nie jest @ dz: (P(z) A =Q(x))

Tablica 3.1: Wyrazenia kategoryczne w logice pierwszego rzedu

one zebrane na tablicy 3.1. W odpowiednikach schematow wyrazen ogdlnych
wystepuje kwantyfikator ogélny i znak implikacji, a w odpowiednikach sche-
matéw wyrazen szczegodtowych kwantyfikator szczegdétowy i znak koniunkcji.
Ponadto w odpowiednikach schematéw wyrazen przeczacych wystepuje znak
negacji, a w odpowiednikach schematéw wyrazen twierdzacych nie.
Praktyka formalizacji wyrazen kategorycznych daje sie czesto rozszerzac
na inne wyrazenia. Na przyktad wyrazenie ,kazda koza daje mleko” mozna
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rozumie¢ jako skréot wyrazenia ogoélnotwierdzacego ,kazda koza jest czyms
takim, ze daje mleko”. Podpada wiec pod schemat Vz: (P(z) — Q(x))”, w
ktorym P(x)” znaczy, ze x jest koza, a ,Q(x)” znaczy, ze x daje mleko.

Za pomocg jednoargumentowych predykatéw i wyrazen kategorycznych
mozna obshuzy¢ duza liczbe rzeczownikéw i przymiotnikow.

Predykaty wieloargumentowe. Predykaty wieloargumentowe — to zna-
czy predykaty o liczbie argumentéw wiekszej niz jeden — nalezy wprowadzacé,
jesli ma sie do czynienia z relacjami, zwtaszcza jesli jakas relacja ma zréznico-
wane wystapienia. Wolno przyjmowac, ze wieloargumentowym predykatom
w pozajezykowej rzeczywistosci odpowiadaja relacje.

Jesli chcemy powiedzie¢, ze Desdemona kocha Otella, ale nie kocha Ja-
gona, mozemy postuzy¢ sie jednoargumentowym predykatem ,,P”, przyjmu-
jac, ze ,P(z)” znaczy, ze Desdemona kocha z. Wéwczas, jesli nazwa ,a”
oznacza Otella, a 0" Jagona, powiemy:

P(a) A=P(b).

Mozemy sobie na to pozwoli¢ tylko dlatego, ze w obu wypadkach kochajaca
jest ta sama osoba. Jedli jednak chcemy powiedzieé, ze Otello kocha Desde-
mong, a Desdemona kocha Otella, to musimy wprowadzi¢ dwuargumentowy
predykat R”, przyjmujac, ze ,R(z,y)” znaczy, ze x kocha y. Jesli ponadto
nazwa ,c’ oznacza Desdemone, powiemy:

R(a,c) N R(c,a).

Ogodlnie, w odniesieniu do relacji, bezpieczniej jest poshugiwaé sie predyka-
tami wieloargumentowymi.
Wyrazenie atomiczne zbudowane za pomoca dwuargumentowego predy-

katu ,,R” — niech nadal znaczy on tyle, co ,kocha” — i zmiennych moze by¢

zdeterminowane kwantyfikatorami na dziesie¢ réznych sposobow:
Vo: R(z,x), (3.1)
Jz: R(x,z), (3.2)
Va: Yy: R(x,y), (3.3)
Vy: Vx: R(x,y), (3.4)
Jz: Jy: R(z,vy), (3.5)
Jy: Jz: R(z,y), (3.6)
Ve: Jy: R(x,y), (3.7)
Jy: Va: R(z,y), (3.8)
Vy: 3z R(z,y), (3.9)
Jz: Vy: R(z,vy). (3.10)
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Wyrazenie (3.1) znaczy, ze kazdy kocha samego siebie, a wyrazenie (3.2),
ze ktos, co najmniej jeden, kocha samego siebie. Wyrazenie (3.3) znaczy, ze
kazdy kocha kazdego, a wyrazenie (3.4), ze kazdy jest kochany przez kaz-
dego. Wyrazenie (3.5) znaczy, ze jest kto$ taki, kto kogos kocha, a wyrazenie
(3.6), ze jest ktos taki, kto jest przez kogo$ kochany. Wyrazenie (3.7) znaczy,
ze kazdy kogo$ kocha, a wyrazenie (3.8) znaczy, ze jest kto$ taki, kto jest
kochany przez kazdego. Wyrazenie (3.9) znaczy, ze kazdy jest przez kogos
kochany, a wyrazenie (3.1) znaczy, ze jest kto$ taki, kto kocha wszystkich.

Dwuargumentowy predykat ,R” okreslamy jako zwrotny wtedy i tylko
wtedy, gdy speliony jest warunek (3.1). Predykat ten jest symetryczny
wtedy i tylko wtedy, gdy

Va: Vy: (R(z,y) — R(y, ),
zas jest przechodni wtedy i tylko wtedy, gdy
Va: Vy: Vz: (R(x,y) AN R(y,z) — R(z,2)).

Predykat, ktory jest zarazem zwrotny, symetryczny i przechodni, nazywamy
rownowaznosciowym. Analogicznie moéowi sie o zwrotnych, symetrycznych,
przechodnich i réwnowaznosciowych relacjach.

Zwroty modyfikujagce znaczenie. W jezyku naturalnym czesto postu-
gujemy sie zwrotami modyfikujacymi znaczenie, na przyktad w zwrocie ,we-
sote towarzystwo” znaczenie rzeczownika ,towarzystwo” jest modyfikowane
przez przymiotnik ,wesote”, a w zwrocie ,bardzo wesote towarzystwo” zna-
czenie tego przymiotnika ulega dalszej modyfikacji. Podobnie funkcjonuja
imiestowy. Formalizacja tego typu zbitek wymaga ustalenia doktadnej relacji
miedzy znaczeniami poszczegdlnych wyrazow.

W najprostszych wypadkach mamy do czynienia ze zwykta koniunkcja, na
przyktad wyrazenie ,a jest czerwonym mercedesem” znaczy tyle, co ,a jest
czerwone i a jest mercedesem”, za$ wyrazenie ,a jest czerwong roza”’ znaczy
tyle, co ,a jest czerwone i a jest réza”’. Formalizujac te wyrazenia, mozna
postuzy¢ sie trzema predykatami: ,,C”, ,M” i ,R”, kolejno dla czerwonego,
mercedesa i 16zy:

C(a) N M(a), C(a)A R(a).

Nie mozemy sobie na taki zabieg pozwoli¢, formalizujac wyrazenie ,a jest
najwyzszym budynkiem”, ktore nie znaczy tyle samo, co wyrazenie ,a jest
najwyzsze i a jest budynkiem”, ale raczej tyle, co wyrazenie ,a jest budyn-
kiem i a jest najwyzsze wsrod budynkéw”. Podobnie wyrazenie ,a jest naj-
wyzszym cztowiekiem” nie znaczy tyle samo, co wyrazenie ,a jest najwyzsze
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i a jest cztowiekiem”, ale raczej tyle, co wyrazenie ,a jest cztowiekiem i a
jest najwyzsze wérod ludzi”. Formalizacja
tych wyrazen nie moga by¢ wiec schematy:

B(a) A N(a), Cf(a)A N(a),

w ktorych predykaty ,,B”, ,C” i ,,N” znaczg kolejno tyle, co ,jest budyn-
kiem”, jest cztowiekiem” i ,jest najwyzsze”. Potrzebne sg raczej schematy:

B(a) A Ng(a), C(a)A N¢(a),

w ktorych predykaty ,B”, ,,C”, ,Ng” i ,N¢g” znacza kolejno tyle, co ,jest
budynkiem”, , jest cztowiekiem”, ,jest najwyzsze z budynkow” i ,jest naj-
wyzsze wsrod ludzi”. Wymagaja one dwoch odrebnych predykatow dla wy-
razenia bycia najwyzszym wsrod budynkow i bycia najwyzszym wsrod ludzi.
Whprowadzenie osobnych predykatéw dla bycia budynkiem i dla bycia najwyz-
szym wsrod budynkow jest potrzebne, poniewaz dzieki temu sam klasyczny
rachunek zdan gwarantuje takie zaleznosci, jak to, ze

B(a) A Ng(a) - B(a),

czyli to, ze wyrazenie ,a jest budynkiem” wynika logicznie z wyrazenia ,a
jest najwyzszym budynkiem”.

Zaimki wzgledne. Analogiczna trudnos$é i analogiczne rozréznienia doty-
cza zdan podrzednych, wprowadzanych przez zaimki wzgledne. Na przyktad
zdanie ,cztowiek, ktory jest stworzony na podobienstwo Boga, ma niezby-
walne prawo do szacunku” moze znaczy¢, ze kazdy cztowiek jest stworzony
na podobienstwo Boga i (wobec tego) ma prawo do szacunku. Moze by¢ ono
wowcezas sformalizowane za pomoca schematu:

Va: (C(z) — B(x) A S(x))
lub nawet

Va: (C(x) — B(x)) AVe: (Cz) — S(x)),
w ktérym wyrazenia: ,C(x)”, ,B(x)” i ,,S(x)” znacza kolejno, ze z jest czto-
wiekiem, x jest stworzony na podoienstwo Boga i ze x ma prawo do szacunku.

To samo zdanie jezyka naturalnego moze wszakze znaczy¢, ze niektorzy —
niekoniecznie wszyscy — ludzie sa stworzeni na podobienstwo Boga, a prawo
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do szacunku przystuguje tym, ktorzy ten warunek spetniaja. Mamy woéwczas
schemat:

Vz: (C(z) A B(z) — S(x)),

o podobnie, jak poprzednio, rozumianych predykatach. Formalizacja wymaga
wiec znowu wmyslenia sie w intencje autora wypowiedzi. Zaimek wzgledny
moze uzupelnia¢ informacje lub zawezaé zakres rozwazanych przedmiotow.

Formalizacja wyrazen zawierajacych zaimki wzgledne wymaga uwagi z
jeszcze jednego powodu. Otéz w logice pierwszego rzedu zaimek wzgledny nie-
mal zawsze musi wskazywac na jakis podmiot logiczny. Z tego powodu trzeba
nieraz wprowadza¢ dodatkowe argumenty predykatow, niedostrzegalne w je-
zyku naturalnym. Wezmy przyktadowo pod uwage nastepujacy fragment Bi-
blii: ,ci, ktorzy nie wzywaja Boga, tam zadrza ze starchu, gdzie baé sie
nie ma czego” (Psalm 53). Zaimek  ktéry” odnosi sie do widocznego pod-
miotu ,ci”, ale zaimek ,gdzie” wymaga sztucznego wprowadzenia dodatko-
wego podmiotu. Jesli wiec uzyjemy litery ,b”, jako nazwy Boga, i predyka-
tow: ,M(x,y)” — z modli sie do y, ,,S(x)” — x drzy ze strachu, ,Z(z)” —x
jest realnie zagrozony, to nie zdotamy sformalizowa¢ badanego tekstu Biblii.
Przytoczone zdanie znaczy bowiem cos innego niz to, ze

Va: (=M (z,b) — —~Z(x) A S(z)),

czyli ze ci, ktorzy sie nie modla, przezywaja strach i nie sa zagrozeni. Stad
bowiem wynikatoby, ze ci, ktérzy sie nie modlg, zawsze sie boja, a nigdy
nie sg zagrozeni. Zaimek ,gdzie” dodatkowo taczy bowiem predykaty ,,5”
i ,,Z”7 wskazujac na sytuacje, w ktérych maja one zastosowanie. Potrzebny
jest wiec dodatkowy podmiot, dodatkowy argument tych predykatow. Przyj-
mijmy wiec, ze wyrazenie ,.S(x,y)” znaczy, ze x drzy ze strachu w sytuacji
y, a wyrazenie ,Z(z,y)” znaczy, ze = jest realnie zagrozony w sytuacji y.
Mozemy woéwczas doktadnie oddac sens badanego zdania, a zarazem pokazac
jego dwuznacznos¢. Moze ono bowiem znaczy¢, ze

Ve: (=M (z,b) — Jy: (=Z(z,y) AN S(z,9)))
lub ze

Vo (2M(z,b) — vy (=Z(x,y) — S(2,9))).

W pierwszej — chyba najbardziej prawdopodobnej — wersji tekstu ci, ktorzy
sie nie modla, moga si¢ spodziewac, ze kiedy$, co najmniej raz, opadnie ich
strach bez powodu. W drugiej wersji beda sie bali zawsze, ilekro¢ nic im nie
bedzie zagrazac.
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3.2 Interpretacje w logice pierwszego rzedu

Interpretacja wewnetrzna. W logice pierwszego rzedu przyznajemy war-
tos¢ logiczng wytacznie wyrazeniom domknietym, to znaczy takim, ktére nie
zawieraja zadnych zmiennych wolnych. Omoéwimy podstawowe pojecie inter-
pretacji dla takich wyrazen. O wyrazeniach otwartych powiemy osobno w
dalszej czesci wyktadu.

Aby uzyskaé podstawowe pojecie interpretacji w logice pierwszego rzedu,
zamiast definicji 1 interpretacji litery zdaniowej, przyjmujemy nastepujaca,
ogdblniejszg definicje zbioru dowolnych liter schematycznych.

Definicja 19 Niech bedzie dany dowolny zbior liter schematycznych, zawie-
rajgcy co najmniej jedng litere nazwowq i co najmniej jednq litere predyka-
towq. Interpretacja tego zbioru liter polega na przyporzgdkowaniu dokladnie
jednej wartosci logiczne): prawdy lub fatszu kazdemu wyrazeniu atomicznemu
zbudowanemu wylgcznie z tych liter schematycznych i ewentualnie znakow
interpunkcyjnych.

Rozwazmy dla przyktadu zbiér, do ktorego naleza dwie litery zdaniowe: ,p”
i .,q", jednoargumentowy predykat ,P”, dwuargumentowy predykat ,R” i
trzy litery nazwowe: ,a”, 0", ,c”. Interpretacja tego zbioru liter schema-
tycznych polega na dowolnym okresleniu wartosci logicznej nastepujacych
wyrazen atomicznych: p”, ¢, ,P(a)”, ,P(b)", ,P(c)”, ,R(a,a)”, ,R(b,b)",
SR(c,c)”, ,R(a,b)”, ,R(b,a)”, ,R(a,c)”, ,R(c,a)”, ,R(b,c)”, ,R(c,b)”. Je-
zeli interpretacja dotyczy tylko niektorych liter schematycznych, to wyrazenia
zawierajace inne litery sa w tej interpretacji traktowane jako nieistniejace —
nie wolno ich uzywaé ani rozpatrywac.

Definicja 2 obowigzuje bez zmian, ale z jednym waznym zastrzezeniem.
Minowicie, jesli w podlegajacym interpretacji zbiorze liter schematycznych
jest co najmniej jeden predykat, a nie ma liter nazwowych, to nalezy do tego
zbioru dodac¢ co najmniej jedna litere nazwows. Latwo jest bowiem przeko-
nac sie, ze bez liter nazwowych nie mozna zbudowaé¢ domknietego wyrazenia
atomicznego innego niz pojedyncza litera zdaniowa. Jesli wiec, przyktadowo,
konstruujemy interpretacje wyrazenia ,3z: (P(z)V Q(x))”, to nie wystarczy
interpretowanie wystepujacych w tym wyrazeniu liter predykatowych : |, P”
i,Q". Trzeba doda¢ do nich co najmniej jedng litere nazwowa, na przyktad
wa”, 1 zastosowaé definicje 19 do zbioru tych trzech liter, to znaczy, okresli¢
wartosé logiczna co najmniej wyrazen: P(a)” oraz ,(Q(a)”. Z reszta nic nie
stoi na przeszkodzie temu, by rozwaza¢ wiecej dodatkowych liter nazwowych
— stad w definicji 2 bierze sie zwrot ,.co najmniej” — wszakze jedna litera
nazwowa jest obowigzkowa.
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Zbiér wszystkich liter nazwowych, ktére sa brane pod uwage w danej
uproszczonej interpretacji, jest okreslany jako uniwersum dyskursu, lub skro-
towo uniwersum. Wymiennie nazywamy uniwersum dyskursu zbiér domnie-
manych desygnatow tych liter nazwowych. Mozemy wiec dowolnie powie-
dzie¢, na przyktad, ze uniwersum pewnej interpretacji stanowia schematyczne
nazwy: ,a’, ,b” i ., lub ze stanowia je przedmioty: a, b i c. Jesli wiec po-
stugujemy sie choc¢by jednym predykatem, to uniwersum nie moze by¢ puste.

Na tablicy 3.2 przedstawiamy przykitadowe interpretacje trzech liter na-

zwowych: a”, b7 i ¢’ oraz dwuargumentowego predykatu ,P”. Ideowo

Paa Pab Pac Pba Pbb Pbec Pca Pcb Pece
i 0 1 0 1 0 0 1 0 0
Vs 1 1 1 0 1 1 0 0 1

Tablica 3.2: Przyktady interpretacji

chodzi o to, ze wyrazenie " P(«, 3)7 w interpretacji Vi ma znaczy¢, ze « ko-
cha 3, a ma by¢ Izolda, b Tristanem, a ¢ Markiem. Natomiast w interpretacji
Vs a jest liczba 1, b liczba 2, a ¢ liczba 3, podczas gdy wyrazenie " P(a, (3)
znaczy, ze o < 3.

Odnosnie do wartosci logicznych wyrazen ztozonych przyjmujemy bez
zmian definicje 3-7 z klasycznego rachunku zdan oraz nastepujace definicje
dla kwantyfikatoréw. Niech A bedzie wyrazeniem, ktére zawiera co najwyzej
jedna zmienng wolng «, za$ [ niech bedzie dowolng litera nazwowa.

Definicja 20 (kwantyfikator ogdlny) Wyrazenie "Va: A7 jest prawdg w
interpretacyi Vo wtedy @ tylko wtedy, gdy dla dowolnej litery nazwowej 3 wy-
razenie A(a/[3) jest prawdg w tej interpretacji V.

Definicja 21 (kwantyfikator szczegdélowy) Wyrazenie™3a: A7 jest pra-
wdg w interpretacyi V- wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje taka litera nazwowa
B, ze wyrazenie A(a/B) jest prawdg w tej interpretacji V.

Sens tych definicji jest taki, ze kwantyfikator ogdlny wyraza mozliwos¢ pod-
stawienia za wchodzacg w gre zmienng dowolnej nazwy, a kwantyfikator
szczegblowy co najmniej jednej nazwy. Okreslmy przyktadowo interpreta-
cje V liter: [P”, a”, b tak, ze V(Pab) = V(Paa) = 1, a pozostate wy-
razenia atomiczne zbudowane z tych liter sg falszywe w tej interpretacji.
Woéwcezas V(Jx: Pax) = 1, a V(3z: Pbx) = 0, a takze V(Vx: Pax) = 1, a
V(Vz: Pza) = 0.

Definicje wynikania, sprzecznosci i rownowaznosci, a takze definicje tau-
tologii i antylogii przejmujemy bez zmian z klasycznego rachunku zdan.
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Kwantyfikatory na drzewach analitycznych. Wszystkie zasady kon-
strukcji drzewa i wszystkie regulty analityczne, ktorymi kierowaliSmy sie w
klasycznym rachunku zdan pozostaja w mocy. Ponadto wprowadzamy cztery
reguty dla kwantyfikatorow.

W dwoch regutach analitycznych, charakteryzujacych kwantyfikatory, wy-
stepuje znany nam z teorii funktoréw prawdziwosciowych znak /. Te reguly
stosujemy tylko raz, a objete nimi wyrazenia staja si¢ martwe. W dwoch
pozostatych regutach wystapi znak *. Te reguty bedzie mozna stosowaé wie-
lokrotnie, a objete nimi wyrazenia nie musza od razu stawaé sie martwe.
Reguty, w ktorych wystepuje znak *, nazywamy regutami powtarzalnymi
przeciwstajwiajac je regutom niepowtarzalnym, w ktéorych wystepuje znak
/. Pierwsza regula dotyczy determinacji szczegotowe;.

V da: A
Reguta S: .A(cl/ﬁ)

[ jest nazwa, ktora jeszcze nie wystapita na tej gatezi

Skoro uznajemy za prawdziwe wyrazenie o postaci "da: A, to na mocy de-
finicji kwantyfikatora szczegbétowego wiemy, ze co najmniej jedno wyrazenie
o postaci A(a/) jest prawdziwe, ale nie musimy wiedzie¢, ktére. Dlatego
wprowadzamy nowa nazwe, ktéra jeszcze nie wystapita na galezi. O desy-
gnacie tej nazwy wiemy bowiem, ze spelnia on wyrazenie A i nic wiecej.
Podobnie czynimy w jezyku naturalnym, na przyktad, méwigc, ze ktos w
naszej grupie jest zdrajca. Dopoki nie wiemy, kto to jest, nie mozemy jednak
postugiwacé sie jego imieniem. Wprowadzamy wiec specjalny wyraz ,kret”,
yben zdrajca” lub podobny. Méwiac ,ktos z nas jest zdrajca, ten kret prze-
kazuje naszg korespondencje Okupantowi”, stosujemy regute podobng do S.
Jest to reguta niepowtarzalna. Kolejna reguta, tym razem powtarzalna, do-
tyczy zaprzeczenia determinacji szczegotowe;j.

* —da: A
: |
Reguta NS: ~A(a/B)

 moze by¢ dowolna nazwa

Skoro bowiem zadne wyrazenie o postaci A(«/3) nie jest prawdziwe, to (3
moze by¢ dowolna nazwa. Jest to reguta powtarzalna. Znak * przypomina, ze
wolno jg stosowa¢ wielokrotnie do tego samego wyrazenia. Mozemy bowiem
chcie¢ stwierdzi¢, ze zdanie o wskazanym ksztalcie jest fatszywe dla réznych
nazw (3. Oznaczone znakiem % wyrazenie staje sie martwe dopiero po pod-
stawieniu za a wszystkich nazw, ktére wystepuja na gatezi. To usmiercenie
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i tak bywa tymczasowe, poniewaz stosowanie innych regut moze wprowadzi¢
na gataz nowe nazwy, co natychmiast ozywia wyrazenie. Mamy wiec raczej
do czynienia z jakims$ uspieniem, co najwyzej ze $piaczka, niz z faktycznym
usmierceniem wyrazenia. Kolejna, rowniez powtarzalna, reguta dotyczy de-
terminacji ogélne;j.

x* Va: A
: |
Reguta O: A(a/B)

£ moze by¢ dowolng nazwsg

Skoro A zachodzi dla kazdego «, to zachodzi niezaleznie od tego, jaka naze
podstawimy za te zmienng. Ostatnia reguta dotyczaca kwantyfikatorow jest
niepowtarzalna.
vV Va: A
Reguta NO: |
© ~Ala/5)

[ jest nazwa, ktora jeszcze nie wystapita na tej gatezi

Aby wyrazenie zbudowane za pomocg kwantyfikatora ogélnego bylo falszywe,
wystarczy jedna nazwa, ktérej podstawienie za « daje falsz. Musi to by¢
jednak nazwa nowa na galezi, a to z tych samych powodow, dla ktérych
zadaliSmy nowej nazwy, formutujac regute S.

Sformutujemy obecnie uwagi praktyczne, przejmujac pewne z nich z kla-
sycznego rachunku zdan i wprowadzajac pewne nowe wskazowki:

e na galeziach wolno umieszcza¢ wytacznie wyrazenia domkniete;

e nalezy zamykaé galtaz tak szybko, jak to mozliwe;

e nalezy unika¢ rozgatezienia tak dtugo, jak to mozliwe;

e nalezy stosowaé reguty niepowtarzalne przed regutami powtarzalnymi;
e nie nalezy wprowadza¢ nowych nazw, jesli nie jest to konieczne;

e warto i nalezy stosowa¢ reguty powtarzalne tak dtugo, jak dtugo nie
wyczerpie sie wszystkich nazw, ktore juz wystepuja na danej gatezi;

e jezeli na danej galezi nie wystepuja zadne nazwy, to nalezy mimo to
zastosowac regute powtarzalna, wprowadzajac nows nazwe.
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Zwroémy uwage na pierwsza zasade: na drzewach analitycznych wolno umiesz-
cza¢ wylacznie wyrazenia domkniete. Wobec tego przed analizg wyrazenia
otwartego nalezy badZ podstawi¢ nazwy za wszystkie zmienne wolne tego
wyrazenia, badz zwiaza¢ wszystkie zmienne wolne wlasciwymi kwantyfikato-
rami. Zwykle zmienna wolna twierdzenia winna by¢ zwigzana kwantyfikato-
rem ogolnym wystepujacym na poczatku wyrazenia. Ostatecznie jednak sami
decydujemy, jak chcemy dane wyrazenie rozumiec.

Przyklady uzycia regul powtarzalnych. Niekiedy do zamkniecia drzewa
wystarczy jednokrotne zastosowanie regut powtarzalnych. Pokazemy, ze

Jdz: (P(z) A Q(2)),Vr: (Q(x) — R(x)),F Jx: (P(z) A R(z)),

czyli, na przyktad, ze zdan: ,niektorzy logicy sa matematykami” i ,kazdy ma-
tematyk jest roztargniony” wynika zdanie ,niektorzy logicy sg roztargnieni”.
Rozwijajac drzewa, czesto korzystamy z umowy zezwalajacej na opuszczanie
nawiasow i przecinkéw zwigzanych z argumentami predykatow.

V Jz: (Px A Q)
*x Vr: (Qr — Rx)
« —dzr: (Pz A Rx)
Vv Pa A Qa
Pa
Qa
\/ Qa — Ra

® ®
W innych wypadkach regulty te nalezy zastosowaé¢ wigcej niz raz. Poka-
zemy, ze

Va: (P(z) — —Vy: Q(y,x)),Jz: Z(x),F Jx: =Vy: Qy, ),

czyli na przyktad ze zdan: ,zaden zwierzchnik nie jest lubiany przez wszyst-
kich” oraz ,kto$ jest zwierzchnikiem” wynika zdanie ,jest ktos, kto nie jest
przez wszystkich lubiany”.
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x Va: (Px — —Vy: Qur)
v/ Jx: Px
 —dr: =Vy: Qux
Pa
vV VY Qya
*x Yy: Qua
Qaa
Vv Pa — —Vy: Qya
—|Pa/ ﬂ>y: Qua
® =Qba
Qba
X

Zauwazmy, ze do szdéstego wiersza dwukrotnie zastosowalidémy regute O. Za
pierwszym razem uzyskalismy w siodmym wierszu wyrazenie ,(QQ(a, a)”. Drugi
raz zastosowaliSmy regute O do wiersza szostego, uzyskujac w wierszu dziesia-
tym drugiej gatezi wyrazenie (b, a)”. Na tym wtasnie polega powtarzalnosé
regut. Gdyby$my wszystkie reguty traktowali jako niepowtarzalne — jak to
czynilisSmy wczesniej — nie moglibysmy doprowadzi¢ do zamkniecia drugiej
gatezi po uzyskaniu wiersza sidodmego.

Wynik dzialania moze zaleze¢ od tego, czy — uzywajac regul powta-
rzalnych — wprowadzilismy wtasciwa nazwe. Niekiedy, rozwijajac drzewo,
musimy cofnaé sie do wyrazenia oznaczonego juz znakiem *. Pokazemy, ze

Jz: Vy: P(z,y) FVYy: Jx: P(x,y), (3.11)

czyli, na przyktad, ze zdania ,jistnieje wspolna przyczyna wszystkich zdarzen”
wynika logicznie zdanie ,kazde zdarzenie ma przyczyne”.

V/ Jx: Yy: Pxy
V/ —Vy: Jz: Pxy
* Vy: Pay
x —dx: Pxb
Pab
- Pab
®
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Gdybysmy zle dobrali nazwy, stosujac reguty O i NS w wierszu trzecim i
czwartym, uzyskaliby$my ten sam wynik, ale musielibysmy wielokrotnie sto-
sowaé reguty powtarzalne. Pokazuje to kolejny przyktad.

v/ Jx: Yy: Pxy
/ ~Vy: Jz: Pxy
x Vy: Pay
x —dx: Pxb
Paa
Pab
- Pbb
- Pab

®

Nie wolno uznaé otwartej gatezi za zakonczona, dopdki nie zostaty wyczer-
pane wszystkie mozliwosci stosowania regut powtarzalnych. Dopiero kiedy
wszystkie nazwy, wystepujace na galezi, zostang uzyte w ramach zastosowa-
nia reguly powtarzalnej do pewnego wyrazenia, wolno uzna¢ to wyrazenie za
martwe. Dopiero wtedy, gdy wszystkie mozliwosci podstawiania zostaty na
danej gatezi wyczerpane, wolno i nalezy uznac te galaz za zakonczona, nawet
jesli jest otwarta. Pokazemy wiec, ze

Va: (P(x)V Q(z)),Vao: P(x) ¥ Vr: Q(x), (3.12)
a wiec ze zdan:  kazdy jest mezczyzng lub kobieta”, ,nie kazdy jest mezczy-
zna” nie wynika logicznie zdanie ,kazdy jest kobietg”.
x Vr: (PrV Q)
V/ “Vx: Px

Vv vV Qx
-Pa

® PbVvQb

Pb Qb
o ®
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W tym wypadku wolno nam uznaé¢ druga gataz za zakonczona. Na tej gatezi
wystepuja bowiem dwie nazwy: ,a” i ,b”. Stosujac do wiersza pierwszego na
tej gatezi powtarzalng regute O, uzyliémy obu tych nazw: uzywajac nazwy
,a”, uzyskaliSmy wiersz szosty, a uzywajac nazwy b7, uzyskaliémy wiersz
6smy na drugiej gatezi. Stosowanie innych nazw na tej gatezi, zgodnie z na-
szymi uwagami, jest bezcelowe.

Odczytywanie interpretacji z drzew. Poniewaz druga gataz ostatniego
drzewa jest zakonczona i otwarta, nadaje sie do odczytania interpretacji sta-
nowigcej model semantyczny wyrazen wystepujacych w korzeniu, a wiec za-
razem kontrprzyktad dla domniemanego wynikania. Do odczytania interpre-
tacji w logice pierwszego rzedu wolno przystapi¢ dopiero po upewnieniu sie,
ze wyczerpano mozliwosci stosowania regut powtarzalnych z zastosowaniem
wszystkich nazw wystepujacych na danej gatezi. Ot6z — analogicznie do kla-
sycznego rachunku zdan — poszukujemy takiej interpretacji V', ze prawdziwe
w niej sa wszystkie wyrazenia proste, ktore wystepujag na badanej gatezi, i
faalszywe w niej sa wszystkie wyrazenia proste, ktérych negacje wystepuja
na tej gatezi. Zatem kazda taka interpretacja V', ze

V(Pb) = V(Qa) = 1,

V(Pa) =V (Qb) =0 (3.13)

jest kontrmodelem reguty (3.12). Obydwie przestanki tej reguly sa prawdziwe
w tej interpretacji, a wniosek jest w niej falszywy. Przekonajmy sie o tym.

Uniwersum interpretacji V' sktada sie z dwoch przedmiotéw: a i b. Za-
cznijmy od pierwszej przestanki reguty inferencyjnej (3.12) . Poniewaz V' (Pb) =
1, réwniez V(PbV Qb) = 1. Poniewaz V(Qa) = 1, réwniez V(PaV Qa) = 1.
Zatem przy kazdym prwidtowym podstawieniu wyrazenie ,,PxV Qx” okazuje
si¢ prawdziwe, a wigc wedle definicji 20 V(Vz: (Pz V Qz)) = 1. Odnosnie
do drugiej przestanki, skoro V(Pa) = 0, réwniez V(Vz: Px) = 0, a wigc
V(=Vz: Px) = 1. Odnosnie za$ do konkluzji reguly inferencyjnej (3.12),
skoro V(Qb) = 0, réwniez V (Vx: Qx) = 0. Widaé¢ wiec, ze interpretacja V'
jest faktycznie kontrmodelem reguty inferencyjnej (3.12).

Drzewa nieskonczone. Niekiedy jednak nie da sie wyczerpa¢ mozliwosci
podstawiania, a tym samym nie mozna w zaden sposob zakonczy¢ galezi.
Przekonamy sie o tym, usitujac wykazaé, ze

Ve: Jy: Plx,y) ¥ Jy: Vo P(x,y), (3.14)

to znaczy, zalezno$é odwrotna do (3.11) nie zachodzi. Warto przy okazji wie-
dzieé¢, ze wedtug niektorych filozoféow Tomasz z Akwinu popenit w jednym
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ze swych dowodéw na istnienie Boga btad non sequitur, dopatrujac sie wy-
nikania logicznego w zaleznosci (3.14). Miatby on mianowicie stad, ze kazde
zdarzenie ma przyczyne, wnioskowaé, ze istnieje wspolna przyczyna wszyst-
kich zdarzen.

x Vr: dy: Pxy
x —dy: Vo Pxy
v/ Jy: Pay

Pab
v/ —Vz: Pxb
—Pcb

v/ Jy: Pby
Pbc

v/ —Vz: Pxe
- Pdc

Vv Jy: Pdy
Pde

Vv —Vx: Pxe
-Pfe

Ta procedura nigdy sie nie konczy, poniewaz kazdorazowe zastosowanie kto-
rej$ z regut powtarzalnych otwiera nowa mozliwos¢ zastosowania reguty nie-
powtarzalnej i — w konsekwencji — zmusza do wprowadzenia nowej nazwy.
Wprowadzenie nowej nazwy oznacza natomiast nowa mozliwos$¢ zastosowania
reguty powtarzalnej. Nie ma sposobu na przerwanie tego zakletego kregu.

Zasygnalizowany problem nie wigze si¢ tylko z technika drzew i nie mozna
go usuna¢. Alonzo Church udowodnit w 1936 r., ze logika pierwszego rzedu
jest mierozstrzygalna, to znaczy, nigdy nie bedzie moégt powstaé¢ algorytm
rozwigzywania probleméw w ramach tej logiki. Nalezy ponadto mie¢ $wiado-
mo$¢, ze — w odréznieniu od klasycznego rachunku zdan — w logice pierw-
szego rzedu drzewa analityczne nie specyfikuja wszystkich modeli zadanego
zbioru wyrazen, a nawet nie muszg specyfikowa¢ modeli najprostszych. Moze
by¢ m.in. tak, ze drzewo nie konczy sie, mimo ze istnieje model o skonczonym
uniwersum.
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3.3 Rozszerzenia i uzupelnienia

Interpretacja arytmetyczna. W sytuacjach, w ktérych uniwersum jest
liczne, a ponadto postugujemy sie wieksza liczba predykatéw, korzystanie z
podstawowego sposobu konstruowania interpretacji, okreslonego w definicji
19, staje sie bardzo zmudne. Wtedy zas, gdy uniwersum jest nieskonczone —
jak, na pryktad, w wypadku reguty (3.14) — jest niewykonalne. Nie mozna
bowiem w zaden sposob wyliczy¢ nieskonczenie wielu wyrazen wraz z ich
warto$ciami logicznymi. Sposobem radzenia sobie z tg trudnoscig moze by¢
interpretacja arytmetyczna logiki pierwszego rzedu.

Aby skonstruowaé interpretacje arytmetyczna, do zbioru schematycznych
liter nazwowych dotaczamy nazwy wszystkich liczb naturalnych: 07, ,17,
,27 37 itd. Te nazwy liczb naturalnych okreslamy jako liczebniki i przyj-
mujemy, ze kazdej liczbie naturalnej odpowiada doktadnie jeden liczebnik.
Jesli nie zastrzegamy nic innego, to uniwersum stanowi zbiér wszystkich
liczb naturalnych. Mozna ograniczy¢ uniwersum arytmetycznej interpreta-
¢ji do wszystkich liczb naturalnych poczawszy od pewnej, dowolnie wybranej
liczby. Czesto uniwersum bywa ograniczane do zbioru wszystkich liczb natu-
ralnych poczawszy od 1.

Przyjmiemy jeszcze, ze w metajezyku mozna na liczebnikach przeprowa-
dza¢ operacje analogiczne do arytmetycznych operacji na liczbach natural-
nych. Jesli wiec, np. « jest liczebikiem ,57, to o + 1 jest liczebnikiem ,6”
itp.

Nastepnie, zgodnie z definicjg 19, okreslamy wartosci logiczne wszystkich
domknigtych wyrazen atomicznych, zbudowanych z wchodzacych w gre pre-
dykatow, nazw liczb naturalnych i znakéw interpunkceyjnych. Zamiast wiec
okresla¢ wartos$¢ logiczna wyrazenia ,P(a,b)”, okreslamy wartosci takich wy-
razen, jak _P(2,5)”, ,Q(6)” i ,R(9,3645,5)". Tutaj wlasnie pojawia sie
mozliwos¢ tatwego poradzenia sobie z licznymi, nawet nieskonczonymi uni-
wersami. Nie musimy bowiem — cho¢ mozemy — wylicza¢ wszystkich od-
no$nych wyrazen atomicznych. Wystarczy przeciez okresli¢c warunek, ktory
dany zestaw liczb winien spetnia¢, by wyrazenie, w ktorego sktad chodzi,
byto prawdziwe. Jesli, na przyktad, przyjmiemy, ze

V(Qryz) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy = +y = z,
to automatycznie wiemy, ze

V(Q(L 2, 3)) = V(Q(Ga 28, 34)) = V(Q(5a 2, 7)) = V(Q(Oa 0, 0)) =1,
V(Q(2,2,2)) = V(Q(5,3,4)) = V(Q(1,19,19)) = V(Q(9,7,5)) = 0

i tak dalej, dla dowolnego wyrazenia rozpatrywanego typu. Podkreslmy od
razu, ze nalezy wyraznie odréznia¢ znaki ,,17 i ,,0”, bedace nazwami liczb
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naturalnych, od znakéow ;1”7 i ,,07, ktére sa nazwami wartosci logicznych. Na
szczescie kontekst zawsze nieomylnie wskazuje na sens znaku. Zaznaczmy tez,
ze — wobec istnienia wielocyfrowych liczenikéw — nie wolno w tym wypadku
opuszczal przecinkéw oddzielajacych argumenty predykatow.

Nie zmienia si¢ sposob interpretowania liter zdaniowych, ktéorym nadal
przyporzadkowujemy po prostu dowolne wartosci logiczne. Natomiast zwykte
litery nazwowe, takie jak ,a”, ,b” i ,c”, interpretujemy, w razie potrzeby,
utozsamiajac je z wybranymi liczebnikami, na przyktad

V(a) =V (10), V(b) =V(25).
To przyporzadkowanie nie musi by¢ jednoznaczne, to znaczy interpretacja
V(a) =V (b) =V(c) =V (10)

i podobne interpretacje sg dozwolone. Natomiast nie wolno nigdy utozsa-
mié¢ ze soba réznych liczebikéw, na przyktad interpretacja V(5) = V(7) jest
zawsze zabroniona.

Dla przyktadu wréémy do zaleznosci (3.14). Mozna skonstruowaé naste-
pujaca interpretacje arytmetyczna:

V(P(z,y)) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy = < y. (3.15)

Przestanka ,Vz: Jy: P(z,y)” jest prawda w interpretacji V' wtedy i tylko
wtedy dla kazdej liczby naturalnej x mozna podaé liczbe naturalng y wiek-
szg od z. Faktycznie tak jest, dla kazdej bowiem liczby naturalnej x liczba
x + 1 sama jest liczba naturalng i jest wieksza od x. Natomiast wniosek
»Jy: Vo P(z,y)” jest w interpretacji V prawdziwy wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taka liczba naturalna y, ktéra jest wicksza od kazdej liczby naturalnej
x. Tak jednak nie jest, poniewaz zadna liczba naturalna nie jest wigksza od
samej siebie.

Znak réwnosci (identycznosci). Aby uzy¢ techniki drzew analitycznych
do znaku réwnosci, nalezy przyja¢ wszystkie reguty analityczne klasycznego
rachunku zdan i wszystkie reguty analityczne odnoszace sie do kwantyfikato-
row. Ponadto jedna nowsa, powtarzalng regute odnoszaca si¢ do znaku réw-
noéci. W tej nastepujacej regule v i # sa dowolnymi termami.

xa= [
Reguta EQ: A
A(allB)
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Zgodnie z reguty EQ na galezi, na ktérej wystepuja obydwa wyrazenia: A,
Ta = (37, wolno umiesci¢ wyrazenie A(a || ), ktére powstaje z A przez
zastgpienie termu o termem . Zastapienie rézni sie od podstawienia tym,
ze nie musi by¢ jednorodne, to znaczy, wolno dokonaé¢ go na jednym, na
dowolnych niektérych lub na wszystkich miejscach wystapienia termu «.

Ponadto nalezy zmodyfikaowa¢ zasady uznawania gatezi za zamknietq.
Dotychczas zamkniecie galezi nastepowato w razie pojawienia si¢ na niej pary
wyrazen: A, " A" 1 tylko wtedy. Po wprowadzeniu znaku réownosci gataz,
na ktérej wystepuje taka para wyrazen nadal ulega zamknieciu. Ponadto
zamknieta ma by¢ gataz, na ktorej wystepuje wyrazenie

a # a,

czyli "= (a = a)7, dla dowolnego termu «. Konstruujac interpretacje na pod-
stawie otwartej, ale zakonczonej, gatezi, postepujemy podobnie, jak do tej
pory, z tym zastrzezeniem, ze dla dowolnego wyrazenia "« = ' na danej ga-
tezi respektujemy ograniczenie: V(a) = V(). Zatem stronom wystepujacej
na gatezi rownosci przyporzadkowujemy ten sam desygnat.

Operatory. W podstawowym alfabecie logiki pierwszego rzedu (s. 81) wy-
stepuja dwa rodzaje terméw: zmienne indywidualne i schematyczne litery
nazwowe. Do niektérych celéw bardzo przydatne jest wzbogacenie tego za-
sobu o termy ztozone, budowane za pomoca operatorow.

Przez n-argumentowy operator rozumiemy taki symbol, ktory wraz z n
argumentami, ktérymi sa nazwy jednostkowe, tworzy nazwe jednostkowa.
Operator rézni sie wiec od predykatu tym, ze tworzy nazwe, a nie zdanie.

Przyjrzyjmy sie nazwom: ,pierwszy krol Polski”, | pierwszy krol Anglii”.
Powstaja one ze zwrotu ,,pierwszy krol x” przez podstawienie za zmienng ,.z”
jednostkowej nazwy panstwa. Po podstawieniu nazwy , Polska” powstaje zto-
zona nazwa Bolestawa Chrobrego, a po podstawieniu nazwy ,,Anglia” nazwa
Alfreda Wielkiego. W tym kontekscie zwrot ,pierwszy krol” jest jednoar-
gumentowym operatorem. Wezmy jeszcze pod uwage znak ,+7. Ze zwrotu
~L+1y”, przez podstawienie kolejno nazw 3”7 1,197, powstaje nazwa jednost-
kowa ,,3+19”, ktorej desygnatem jest liczba 22, a przez podstawienie kolejno
nazw ,2”7 i 2”7 powstaje nazwa jednostkowa ,2+27, ktorej desygnatem jest
liczba 4. Symbol ,+” jest dwuargumentowym operatorem.

Jesli przyjmuje sie, ze predykatom odpowiadajg w rzeczywistodci relacje,
to za przedmiotowe odpowiedniki operatoréw nalezy uznaé operacje (dziata-
nia), ktore kazdemu dozwolonemu uktadowi przedmiotéw przyporzadkowuja
doktadnie jedng wartos¢, zwana wynikiem dziatania.

Nazwy jednostkowe mozna traktowac¢ jako szczegdlny przypadek opera-
torow, mianowicie jako operatory zeroargumentowe.
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Chcac wzmocni¢ jezyk logiki pierwszego rzedu o operatory, przyjmujemy,
ze schematyczne litery nazwowe ,a”, b7, ,c”, ..., sa schematycznymi lite-
rami operacyjnymi i reprezentuja dowolne n-argumentowe operatory, m.in.
nazwy jednostkowe. Jesli w danym kontekscie litera reprezentuje operator,
jego argumenty pojawia sie w nawiasie, np. ,a(x)”, ,a(b,c)”, .b(a,d(c))”.
Rozszerzymy wéwczas pojecie termu. Przyjmiemy mianowicie, ze zbidr ter-
mow jest to najmniejszy zbior, ktory spetnia warunki:

e wszystkie zmienne indywidualne i litery nazwowe sa termami,

e jesli aq, s, ..., q, sa termami, a d jest n-argumentowym operatorem,
to d(aq, o, . .., ap) tez jest termem.

Przyjmujemy wiec, podobnie jak w odniesieniu do predykatow, zwyczaj pisa-
nia operatora przed jego argumentami, np. ,+(2,3)” zamiast ,(2+3)”. Cza-
sem bedziemy odchodzi¢ od tego zwyczaju. Nie jest to w ogdle istotna sprawa.

Jesli wzmocni sie alfabet o operatory, to, stosujac na drzewach anali-
tycznych reguty powtarzalne, mozna wprowadzac¢ termy ztozone. Nalezy je-
dynie troskliwie przestrzega¢ zasad prawidtowego podstawienia. Natomiast,
stosujac reguty niepowtarzalne, nalezy zawsze wprowadza¢ nowa litere na-
zwowa, wyrazajac w ten sposob brak jakichkolwiek dodatkowych informacji
o desygnacie wprowadzanej nazwy. Wprowadzenie operatoréw nie wymaga
natomiast zadnych dodatkowych regut analitycznych.

Pojecie spelniania. Pojecie spetniania jest rozszerzeniem pojecie prawdy
w tym sensie, ze w odniesieniu do wyrazen domknietych jest po prostu toz-
same z prawdziwoscia, ale daje sie tez stosowac¢ do wyrazen otwartych. Intu-
icyjnie pojecie spetniania jest powszechnie stosowane i tatwe do uchwycenia.
Otwarte wyrazenie

x jest liczbg parzysta

nie jest samo w sobie ani prawda, ani falszem. Mozna natomiast powiedziec,
ze to wyrazenie jest spelnione m.in. przez liczbe 4 i liczbe 12, a nie jest
spetnione przez liczbe 9. Wyrazenie

x jest ojcem y,

o dwoch zmiennych wolnych, jest spelnione m.in. przez pare: Mieszko I, Bo-
lestaw Chrobry, a takze przez pare: Bolestaw Chrobry, Mieszko II, ale nie
jest spelnione przez pare: Mieszko I, Bolestaw Smialy. Wyrazenia o trzech
zmiennych wolnych sa spetniane — lub nie — przez tréjki przedmiotéow itd.
Ogolnie rzecz ujmujac, wyrazenia sg spelnione przez te uktady przedmiotow,
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ktore sa wlasnie takie, jak gltosza te wyrazenia. Jest to do$¢ klarowna intuicja,
ale nie jest to precyzyjne okreslenie.

spetnia NAZWA a wtornie wyrazenie

Aby udoskonali¢ pojecie spetniania przyjmiemy najpierw, ze dowolne wy-
razenia sg spetniane — lub nie — przez nieskonczone ciagi przedmiotoéw na-
lezacych do uniwersum dyskursu. Wyrazy w ciggach moga sie powtarzac.
Jezeli rozwazane wyrazenie zawiera n zmiennych wolnych, to dla speinia-
nia istotne jest n pierwszych wyrazéw ciggu, dalsze wyrazy pozostaja obo-
jetne. Na przyktad wyrazenie ,x < y” jest spelnione przez nieskonczony
cigg liczb naturalnych wtedy i tylko wtedy, gdy drugim wyrazem ciggu jest
liczba naturalna wigksza lub réwna liczbie bedacej pierwszym wyrazem tego
ciggu. Nastepnie mozemy sformutowaé precyzyjna definicje spetniania. Niech
A bedzie dowolnym wyrazeniem, w ktérym jedynymi zmiennymi wolnymi sg:
Qa1,Q09,...,0,, & (1, B, ..., [, niech beda literami nazwowymi.

Nieprecyzyjnie méwiac, wyrazenie A jest spetnione przez ciag nazw wtedy
i tylko wtedy, gdy po podstawieniu tych nazw kolejno za wszystkie zmienne
wolne wyrazenia A powstaje wyrazenie prawdziwe. Dla uproszczenia przyj-
mujemy, ze nazwy sg ustawione w nieskorniczone ciagi, a wyrazenia sa spet-
niane — lub nie — przez owe ciggi nazw. Podstawiamy przy tym pierwszy
wyraz ciagu za pierwsza zmienng wolna, drugi wyraz ciaggu za drugg zmienng
wolng itd. do wyczerpania zmiennych wolnych. Dalsze nazwy w ciggu sg obo-
jetne.

Definicja 22 (spelnianie) Wyrazenie A, w ktorym oy, aa, . .., a, Sq wszyst-
kimi zmiennymi wolnymi, jest spetnione w interpretacji V- przez nieskonczony
ciqg B, B2, B3, - . . nazw wtedy 1 tylko wtedy, gdy wyrazenie

A(al/ﬁl, 042/62, ceey Oén/ﬁn)

jest prawdziwe w tej interpretacyi V.

Analogicznie moéwimy, ze wyrazenie A sa spelnione — lub nie — przez
ciagi przedmiotéw, ktore sg desygnatami kolejnych nazw Analogicznie mo-
wimy czesto, ze wyrazenia sa spetnione przez przedmioty bedace desygnatami
nazw, speliajacych te wyrazenia, i ciggi takich przedmiotow.

nazwy - podpadajg pod wyrazenie? desygnaty - spelniajg wyrazenie?



Rozdziat 4

Wprowadzenie do logik
nieklasycznych

Ogdrodkiem catej wiedzy logicznej w jej obecnym ksztalcie jest klasyczny ra-
chunek logiczny. Budzi on jednak pewne watpliwosci, ktore sktaniajg do po-
szukiwania innych rachunkéw pretendujacych do miana logiki. Rachunki te
okreslamy mianem [logik nieklasycznych. Trzeba mocno wybi¢ i podkresli¢
to, ze pod wzgledem matematycznym wszystkie logiki — klasyczna i niekla-
syczne — sg czyste, jak tza. Watpliwosci, zarzuty i caty spor dotycza tego,
ktora logika jest miarodajna, ktora stanowi wierne ujecie prawdziwych zwiaz-
kow logicznych. By¢ moze, ten fakt najlepiej pokazuje, ze — cho¢ w logice
obowigzkowo uzywa si¢ matematyki — logika matematyka nie jest, bardziej
niz matematyke przypomina fizyke.

4.1 Geneza logik nieklasycznych

Traktowanie logiki klasycznej jako miarodajnego ujecia zwigzkow logicznych
napotyka trudnosci. Podano bowiem wiele argumentow przemawiajacych prze-
ciwko zatozeniom, na ktérych opiera sie klasyczna logika. Zapoznamy si¢ z
najwazniejszymi i najbardziej charakterystycznymi sposréd nich. Miarodaj-
nos¢ logiki klasycznej bywa podwazana najczesciej z uwagi na problem (a)
anomalii prawdziwosciowych, (b) relewancji lub (¢) modalnosci. Powinnismy
przy tym pamietaé, ze mamy do czynienia z kontrowersjami. Znaczy to, ze
w kazdym wypadku dyskusja jest otwarta.

Miedzy prawda a falszem. Najbardziej charakterystycznym zatozeniem
logiki klasycznej jest zasada dwuwarto$ciowosci. Na pierwszy rzut oka moze
ona robi¢ wrazenie oczywistej. Nic bardziej mylnego. W obowigzywanie tej
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zasady watpit juz Arystoteles. Zasada dwuwartosciowosci moze jawic¢ sie jako
oczywista tylko dotad, dokad ktos nie poprosi o jej uzasadnienie. Moca za-
sady dwuwartosciowosci logika klasyczna wyklucza istnienie zdan, ktére nie
sg ani prawdziwe, ani fatszywe, i zdan, ktore sa prawdziwe i fatszywe zarazem.
O zdaniach, ktére nie sg ani prawdziwe, ani fatszywe, mowimy, ze wpadaja
w luke prawdziwosciowa (ang. truth-value gap). Zdania, ktore sa prawdziwe
i falszywe zarazem, okreslamy jako punkty kolizji prawdziwosciowej (ang.
truth-value glut). Luki prawdziwosciowe i prawdziwosciowe kolizje okreslamy
tacznie jako anomalie prawdziwosciowe. Jesli okazatoby sie, ze istnieja luki
prawdziwosciowe lub prawdziwosciowe kolizje, logika klasyczna stanetaby pod
znakiem zapytania. Pozostataby matematycznie poprawnym rachunkiem, ale
jej miarodajnos¢ okazalaby sie watpliwa. Zapoznamy si¢ obecnie z najwaz-
niejszymi kandydaturami do miana luki lub kolizji prawdziwosciowe;.

Futura contingentia. Przesztosci, jak si¢ wydaje, zmieni¢ nie sposéb —
co sie stato, to sie nie odstanie. Z przysztoscig tak by¢ raczej nie musi. Jest
ona przesadzona co najwyzej czesciowo. Przyszte zdarzenia, ktérych zajscie
pozostaje sprawg otwarta, nazywamy przygodnymi, po tacinie futura contin-
gentia.

Arystoteles postawit pytanie o wartosé¢ logiczng zdan opisujacych przyszte
zdarzenia przygodne i odpowiedzial, ze zdania takie nie sa ani prawdziwe,
ani fatszywe. Zastanawiat sie on nad przyktadowym zdaniem ,,jutro odbedzie
sie bitwa morska”, dlatego problem futura contingentia bywa tez okreslany
jako problem jutrzejszej bitwy morskiej. Wyobrazmy sobie, ze zanosi si¢ na
bitwe morska, ale wcigz trwaja rokowania pokojowe i mozna mie¢ nadzieje,
ze walki da sie uniknac. Jutrzejsza bitwa morska jest wiec przysztym zda-
rzeniem przygodnym — moze do niej dojé¢, ale nie musi. W takim razie
wartos¢ logiczna zdania ,,jutro odbedzie sie bitwa morska” jest dla Arysto-
telesa problematyczna. Arystoteles rozumuje, mniej wiecej, w nastepujacy
sposob. Zatézmy, ze zdanie , jutro odbedzie sie bitwa morska” jest juz dzisiaj
prawdziwe. Wowczas trwajace rokowania pokojowe sg marnowaniem czasu.
Nie ma sposobu na powstrzymanie bitwy morskiej, poniewaz — jak powie-
dzieliémy — nie mozna zmieni¢ przesztosci. Jesli zas za godzing zwasnione
strony dosztyby do porozumienia i wrogie floty wréocityby do macierzystych
portéw, to wtasnie za godzing, a wiec w przysztosci, zmieniono by obecny
stan rzeczy, mianowicie obecng wartos¢ logiczng zdania ,jutro odbedzie sie
bitwa morska”. Zdanie to nie moze wiec jeszcze by¢ prawdziwe. Analogicz-
nie mozna pokazac, ze zdanie to nie moze jeszcze by¢ fatszywe — albowiem
woéwcezas nie istniatoby zadne zagrozenie wojenne i negocjatorzy marnowaliby
wysitek. Konsekwentnie zadne zdanie opisujace przyszte zdarzenia nie moze
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by¢ ani prawdziwe, ani falszywe, dopdki te zdarzenia sg przygodne. Zdania
dotyczace przysztosci staja sie odpowiednio prawdg lub fatszem dopiero w
chwili zdeterminowania zajscia lub niezajscia zdarzen opisywanych przez te
zdania.

Zagadka Arystotelesa stala sic w Sredniowieczu kwestia wazng zyciowo,
poniewaz zostata odniesiona do wolnej woli cztowieka i wszechwiedzy Boga.
To, ze Bog jest wszechwiedzacy, miato znaczy¢, ze odnosnie do wszystkich
zdan prawdziwych wie, ze sg one prawdziwe, a odnosnie do wszystkich zdan
fatszywych wie, ze sg one falszywe. Z drugiej strony posmiertny los kazdego
cztowieka powinien istotnie zaleze¢ od wolnych decyzji przez tego czltowieka
podejmowanych za zycia. Zatem za zycia Piotra zdanie ,Piotr bedzie zba-
wiony” powinno opisywacé przyszte zdarzenie przygodne. Nawet Bog nie po-
winien — jak sie wydaje — jeszcze wiedzie¢, czy Piotr trafi do nieba, czy tez
bedzie sie smazy¢ w piekle. Zatem, dopoki Piotr nie umrze i jego wieczny los
nie zostanie przesadzony, zdanie ,,Piotr bedzie zbawiony” nie powinno by¢
ani prawdziwe, ani falszywe. Niemal kazdy wybitny teolog Sredniowiecza za-
bierat glos w tej sprawie, pozostawiajac niekiedy gltebokie i wcigz ciekawe
analizy.

W wieku XX polski logik, Jan fukasiewicz, potraktowal serio problem
futura contingentia. Uznal, ze — skoro zdania opisujace przyszte zdarzenia
przygodne, nie moga by¢ ani prawdziwe, ani falszywe — to zdaniom tym
musi przystugiwac¢, niezbadana dotad, trzecia wartos¢ logiczna. Te trzecia
warto$¢ nazywatl mozliwoscig, ewentualnie niezdeterminowaniem. W miejsce
klasycznego podziatu zdan na prawdziwe i fatszywe Yukasiewicz zapropono-
wal podziat zdan na juz prawdziwe, juz falszywe i jeszcze nieokreslone (jeszcze
niezdeterminowane). Opierajac sie na takim zaltozeniu, zbudowal pierwszy
system logiki trojwartosciowes. Rachunki logiczne, opierajace sie na zalozeniu
o istnieniu wartosci logicznych réznych od prawdy i fatszu, okreslamy mia-
nem logik wielowartosciowych. Od czasu Yukasiewicza skonstruowano wielka
liczbe takich skonczenie, a nawet nieskonczenie, wielowartosciowych rachun-
kow.

Przedmioty fikcyjne. Aby uchwyci¢ réznice miedzy przedmiotem real-
nym, niezaleznym od intelektu, a przedmiotem fikcyjnym, stanowiacym wy-
tor intelektu, rozwazmy dwie przyktadowe osoby: Bolestaw Chrobry i An-
drzej Kmicic. Wezmy pod uwage dwa zdania: ,Bolestaw Chrobry mial trzy
zeby madroéci”, ,Andrzej Kmicic mial trzy zeby madrosci”. Nie wiadomo,
czy zdania te sy prawdziwe, czy falszywe, i nie ma sposobu, by to ustali¢.
Mimo to pierwsze zdanie jest prawda lub falszem i nasza wiedza nie ma tu
nic do rzeczy, poniewaz Bolestaw Chrobry jest realnym przedmiotem, istnie-
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jacym bez wzgledu na to, czy kto$ o tym wie, czy nie. Sytuacja drugiego
zdania jest bardziej problematyczna, poniewaz Andrzej Kmicic jest postaciag
fikcyjna, wytworem intelektu Henryka Sienkiewicza. Zdanie ,,Andrzej Kmicic
brat udzialt w obronie Jasnej Gory” jest prawdziwe w tym sensie, ze wynika
z tekstu Henryka Sienkiewicza. Zdanie ,Andrzej Kmicic zmart we wczesnym
dziecinstwie na gruzlice” jest falszem w tym sensie, ze jest sprzeczne z tek-
stem Sienkiewicza. Natomiast zdanie ,,Andrzej Kmicic miat trzy zeby ma-
drosci” nie da sie na gruncie tekstu ani potwierdzi¢, ani obali¢. Poniewaz,
poza tekstem, zadnego Andrzeja Kmicica nie ma, nie ma tez podstawy do
przypisania temu zdaniu prawdy ani fatszu. Przedmioty fikcyjne sa w tym
sensie swoiscie niekompletne w przeciwienstwie do przedmiotéw realnych.
Mozna spotkac¢ poglad, w mysl ktorego przedmioty realne podlegaja zasadzie
dwuwartosciowosci, natomiast dziedzina przedmiotéw fikcyjnych dopuszcza
anomalie prawdziwosciowe. Nie ma przy tym zgody odnosnie do tego, czy
dopuszczalne sg tutaj wytacznie luki prawdziwosciowe, czy tez i luki, i ko-
lizje. Jesliby tak bylo, to mozliwos¢ stosowania klasycznej logiki do zdan o
przedmiotach fikcyjnych stataby sie watpliwa.

Niektorzy filozofowie gltosza, ze réznica miedzy przedmiotami realnymi a
fikcyjnymi jest pozorna, poniewaz wszystkie przedmioty sg w pewnym sen-
sie fikcyjne. Zdaniem tych filozoféw w akcie poznania intelekt jest tak ak-
tywny, ze rezultaty poznawcze sa w istotnym stopniu pochodne od intelektu.
Taka teze okresla sie jako idealizm ontologiczny lub jako antyrealizm. Zgod-
nie z teza antyrealizmu przedmiot poznania jest wytworem aktu poznania lub
wrecz tredcig tego aktu. Zgodnie z przeciwna teza realizmu ontologicznego
przedmiot poznania jest zastany. Jesli antyrealiSci mieliby racje, to wszyst-
kie przedmioty moglyby by¢ niekompletne w takim sensie, jak przedmioty
fikcyjne. Dlatego mozna spotkaé teze, wedle ktorej logika klasyczna jest naj-
precyzyjniejszym wyrazem tezy realizmu ontologicznego, podczas gdy teza
antyrealizmu jest wyrazana przez jakas inng logike, o ktorej bedzie jeszcze
mowa.

Narracyjna koncepcja historiografii. Rozwazajac réznice miedzy przed-
miotami realnymi a fikcyjnymi, wzigliSmy Bolestawa Chrobrego za przedmiot
realny. Problem polega na tym, ze 6w przedmiot przestal istnieé¢ tysiac lat
temu. Historyk nie ma zadnego kontaktu poznawczego z Bolestawem Chro-
brym. Niektoérzy specjalisci wysnuwaja stad wniosek, ze minione stany rzeczy
nie podlegaja zasadzie dwuwartosciowosci. Wezesniej spotkaliSmy sie juz z
pogladem, ze zasadzie tej nie podlegaja przyszte zdarzenia przygodne. Teraz
okazuje sie, ze — z innych powodéw — mozna podwazy¢ obowigzywanie za-
sady dwuwartosciowosci w odniesieniu do zdarzen minionych, do ktérych nie
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mamy dostepu poznawczego.

Wroémy do przyktadu Bolestawa Chrobrego i Andrzeja Kmicica. Powie-
dzieliSmy, ze zdanie ,Bolestaw Chrobry mial trzy zeby madrosci” jest albo
prawdziwe, albo falszywe, nawet, jesli w zaden sposob nie mozna tego dy-
lematu rozstrzygna¢. Otéz zwolennicy czysto narracyjnej koncepcji historii
uwazaja, ze jest inaczej. Jesli nie ma zadnego sposobu sprawdzenia, czy dane
zdanie jest prawda, czy falszem, to nie jest ono ani prawda, ani fatszem.
Wpada w luke prawdziwosciows. Przedmioty historyczne réznia sie od przed-
miotow fikcyjnych tym, ze miejsce literackiej narracji zajmuja wyroznione
Zrodia historyczne. Sa to wszelkie pozostatosci minionych zdarzen. W takim
ujeciu zdanie historyczne jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy mozna
je potwierdzi¢ w oparciu o zrédla historyczne, jest falszywe wtedy i tylko
wtedy, gdy mozna je obali¢ w oparciu o zrédta historyczne. Zdania, ktérych
w oparciu o bazowe zrddla historyczne nie da sie ani potwierdzi¢, ani obali¢,
nie sg ani prawdziwe, ani fatszywe. Roznica miedzy fikcja a historig spro-
wadza sie do stopnia wolnosci, ktéra w dziedzinie historiografii jest znacznie
ograniczona przez zrodta.

Omawiajac problematyke futura contingentia, dowiedzieliSmy sie juz, ze
Lukasiewicz uwazal przyszte zdarzenia za jako$ realne dopiero wtedy, gdy
zajécie tych zdarzen zostato zdeterminowane, gdy pojawita sie przesadzajaca
przyczyna tych zdarzen. Analogicznie uwazal on zdarzenia minione za realne
tylko tak dtugo, jak dtugo istnieja jakiekolwiek skutki tych zdarzen, jakiekol-
wiek ich pozostalosci — jakiekolwiek zrodta historyczne. Wybitny historyk,
Jerzy Topolski, na takiej koncepcji przesztoéci opart swoje ujecie podstaw
historiografii. Zwroécit on bowiem uwage na to, ze jedyna rzeczywistoscia, z
jaka ma do czynienia historiografia sa zrédta historyczne. Nie ma zadnego
Bolestawa Chrobrego — podobnie, jak nie ma Andrzeja Kmicica — sa tylko
zrodia. Jedli zas oponent zwrocitby uwage na to, ze Bolestaw Chrobry, mimo
wszystko, istnial, Topolski odpowiedzialby, Ze jest to jedynie narracja oparta
na zrodtach.

Intuicjonistyczna filozofia matematyki. Intuicjonizm powstal w ra-
mach filozoficznych dociekan nad podstawami matematyki. Kto jest w tej
dziedzinie realista, uwaza, ze zdania matematyki opisuja jakas zastana rzeczy-
wisto$¢ matematyczna. Przedmioty matematyczne sa wiec realne, a wartosé
logiczna zdan matematyki zalezy od relacji do tych przedmiotéw. Antyreali-
Sci przeczg tym tezom. Ich zdaniem nie ma zadnej zastanej matematycznej
rzeczywistosci. Matematyka jest za$ dziedzing mniej lub bardziej swobodne;j
tworczosci. Intuicjonizm jest jedna z bardziej rozpowszechnionych wersji an-
tyrealizmu. Na intuicjonistyczna filozofie matematyki sktadajg sie dwie tezy:
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e subiektywizm,
e konstrukcjonizm.

Tworcg intuicjonistycznej filozofii matematyki jest holenderski matematyk,
Luitzen Egbertus Jan Brouwer (wymawiaj: bratwer). Jego uczen, Arend Hey-
ting, rozwinal te teorie, tworzac logike intuicjonistyczng, ktora uchodzi za
jedna z najwazniejszych logik nieklasycznych. Te logike poznamy z czasem
blizej. Wazne prace dotyczace réznych wersji intuicjonistycznej filozofii mate-
matyki oglosit Andrey Nikolaevich Kolmogorov, Valery Ivanovich Glivenko,
Dirk van Dalen i Kurt Godel.

Teza subiektywizmu dotyczy sposobu rozumienia prawdziwo$ci w mate-
matyce. Bedac wersja antyrealizmu, intuicjonizm odrzuca istnienie jakiej-
kolwiek zastanej rzeczywistosci matematycznej. Wszystkie matematyczne o-
biekty sa w tym ujeciu wytworami umyshu, a zdania matematyki stanowia
wylacznie sprawozdania z przeprowadzonych zabiegéw myslowych. Podob-
nie, jak w odniesieniu do innych zdan o przedmiotach fikcyjnych, zwykte
pojecie prawdziwosci nie daje si¢ zastosowaé¢ do zdan matematyki. Prawda w
matematyce polega tylko i wyltacznie na posiadaniu dowodu, a falsz tylko i
wytacznie na sprzecznosci ze zdaniami posiadajacymi dowod. Matematyczne
zdania, ktére nie sa ani udowodnione, ani obalone, nie sa w zadnym sen-
sie ani prawdziwe, ani falszywe. Intuicjonizm dopuszcza wiec istnienie luki
prawdziwosciowej. Natomiast istnienie kolizji prawdziwosciowej jest na grun-
cie intuicjonizmu wykluczone.

O ile subiektywizm jest redukcja prawdy do dowodu, o tyle teza kon-
strukcjonizmu stanowi ograniczenie dopuszczalnych sposobéw dowodzenia.
Pod koniec XIX w. praktycznie cata arytmetyka, geometria i analiza mate-
matyczna zostaly zrekonstruowane w ramach arytmetyki liczb naturalnych.
Na przyktad liczby catkowite zostaly zrekonstruowane jako pewne uktady
liczb naturalnych, liczby wymierne jako uktady liczb catkowitych itp. Zda-
niem intuicjonistow sktadanie prostszych wytworéw mysli w twory bardziej
ztozone jest jedynym dopuszczalnym sposobem rozumowania w matematyce.
Najprostszymi obiektami matematycznymi sg liczby naturalne, ktore znala-
zty sie u podstaw dziewietnastowiecznej unifikacji matematyki. Jak sadza
intuicjonisci, w matematyce istnieje wszystko to i tylko to, co da si¢ skon-
struowaé z liczb naturalnych. Same za$ liczby naturalne powstaja w umysle
na bazie powszechnego doswiadczenia przemijania, nastepowania jeden po
drugim kolejnych, potencjalnie nieskonczenie wielu chwil. Te mysl intuicjo-
nisci zaczerpneli z filozofii Immanuela Kanta.

Przyjrzyjmy sie przyktadowi, ktory przez Brouwera byt uwazany za naj-
wazniejszy, mianowicie dowodom istnienia przedmiotow speliajacych okre-
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Slone warunki. Zdaniem ituicjonistéw wyrazenie
Jz: P(x) (4.1)

moze by¢ uznane za dowiedzione tylko pod tym warunkiem, ze wcze$niej
dowiedziono wyrazenia

P(a) (4.2)

dla co najmniej jednego przedmiotu a. Zatem jedynym sposobem dowiedze-
nia, ze istnieje liczba spetniajaca jaki$ warunek jest znalezienie takiej liczby.
Aby lepiej uzmystowi¢ sobie wage tego pogladu, opusémy teren matematyki
na rzecz powiesci kryminalnych. Kiedy juz popetniono zbrodni¢, wiadomo, ze
wsrod bohaterow istnieje co najmniej jeden morderca — istnieje taki x, ze x
jest morderca. Jest to wiadome, mimo ze do ostatniego rozdziatu nie wiemy,
kto tym mordercag jest. Jednakze stad, ze istnieje trup, wolno wywnioskowac,
ze istnieje zbrodniarz. Sedno konstrukcjonizmu jest takie, ze nie wiemy, czy
morderca istnieje, czy tez nie, dopoki nie rozwiktamy zagadki i nie dowiemy
sie, kto zabit. Zatem jedynym sposobem uzasadnienia zdania ,dla pewnego
x: x zabil kota Mruczka” jest uzasadnienie jakiego$, co najmniej jednego,
zdania o postaci ,a zabil kota Mruczka”. Z drugiej strony brak dowodu ja-
kiegokolwiek wyrazenia o postaci (4.2) nie jest jeszcze dowodem wyrazenia

—dz: P(x). (4.3)

Zeby udowodnié wyrazenie (4.3), nalezy wykazaé, ze wyrazenie (4.1) nie tylko
nie ma dowodu, ale nigdy nie bedzie mogto go mie¢. W tym celu nalezy wy-
kaza¢, ze wyrazenie (4.1) jest sprzeczne z jakimi$ juz dowiedzionymi wyraze-
niami.

W $wietle filozofii intuicjonistycznej zdania matematyki dzielg sie na de-
finitywnie dowiedzione, definitywnie obalone i pozostate, ktore nie zostalty
ani dowiedzione, ani obalone. Z drugiej strony, jak sadza intuicjonisci, w ma-
tematyce nie ma innej prawdy, niz dowdd, ani innego falszu niz obalenie.
Zdania matematyki mogg wiec by¢ prawdziwe, fatszywe lub ani prawdziwe,
ani falszywe. W jezyku matematyki wystepuja luki prawdziwosciowe, cho¢
prawdziwosciowe kolizje sg wykluczone.

Czesc filozofow, ktorzy opowiadaja sie za antyrealizmem, jest przekonana,
ze intuicjonizmu nie nalezy ogranicza¢ do filozofii matematyki. Traktujg oni
intuicjonizm raczej jako ogdlna ontologie, obowiazujaca we wszystkich dzie-
dzinach. Filozofowie ci uwazajg, ze logika klasyczna opiera sie na realistycz-
nym ujeciu rzeczywistosci i wyraza je, podczas gdy logika intuicjonistyczna
— ktorg wkrotce poznamy — opiera sie i wyraza antyrealistyczne podej-
Scie do rzeczywistosci. Gtowne prace w tym duchu oglosit Michael Dummet.
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Rzeczywiscie, intuicjonizm, ktéry — jak zobaczymy — dysponuje wtasna,
rozpracowang logika, jest dla antyrealisty bardzo atrakcyjna teorig, majaca
wszelkie znamiona naukowosci. Rachunkowe ujecie realizmu i antyrealizmu
dawaltoby teorii bytu precyzyjny jezyk, ktorego tak bardzo brakuje tej trud-
nej dyscyplinie. Z drugiej strony intuicjonizm nie jest jedyna mozliwg wersja
antyrealizmu.

Fizyka kwantowa. W poczatkach Oswiecenia zrodzita sie wiara, ze lu-
dzie wiedzg juz bardzo duzo, ze pozostato juz niewiele tajemnic, a niebawem
nie bedzie ich wcale. W tym duchu pod koniec XIX w. rozpowszechnito sie
przekonanie, ze w fizyce rozwigzano juz niemal wszystkie problemy. Poczatek
wieku XX, zamiast rozstrzygniecia ostatnich pytan, przyniost wielki kryzys
i doglebne przemiany w podstawach wiedzy, w tym fizyki. Okazato sie, ze
ludzka wiedza jest raczej tragicznie znikoma niz niemalze doskonata. Rewo-
lucja w podstawach fizyki, zapoczatkowana odkryciem promieniotwérczodei i
elektromagnetyzmu, wiaze si¢ przede wszystkim z teoria wzglednosci i mecha-
nikg kwantowa. W odniesieniu do tej drugiej teorii niektérzy badacze nabrali
podejrzen, ze stanowi ona nie tylko doglebng modyfikacje samej fizyki, ale
rowniez logicznych podstaw przyrodoznawstwa. Ich zdaniem wyniki mecha-
niki kwantowej wymagaja zmian w klasycznej logice. Ten wazny i bardzo
skomplikowany problem do dzi$ nie zostat zadowalajaco rozwiazany.

Powstanie mechaniki kwantowej wiaze si¢ z upadkiem fizykalnego me-
chanicyzmu i klasycznego materializmu. Zgodnie z tymi pogladami materia
jest zbudowana z obiektéw, ktore maja skonczone rozmiary i miedzy ktorymi
zachodza wytacznie oddziatywania mechaniczne. Te obiekty miaty nazywac
sie atomami. Poglad ten zachwial si¢ wraz z odkryciem promieniotwoérczo-
Sci. Wkrétce potem, w ramach mechaniki kwantowej dostarczono przekonu-
jace argumenty za tym, ze mechanika klasyczna nie znajduje zastosowania w
pewnej sferze zjawisk, zwanej mikroswiatem lub $wiatem kwantowym. Wielu
uczonych sadzi, ze réwniez logika klasyczna zatamuje sie w tej sferze zjawisk.
Rzadko jednak mozna spotka¢ préoby dokladnego objasnienia, na czym owo
zatamanie miatoby polega¢. Najbardziej typowe watpliwosci, wyrastajace z
mechaniki kwantowej, a dotyczace logiki klasycznej, wiaza sie z dwoma zwig-
zanymi ze sobg momentami rozwazanego dziatu fizyki:

e dualizm korpuskularno-falowy,
e zasady nieoznaczonosci.

Doktadniej méwiac, watpliwosci te powstajg w ramach filozoficznej interpre-
tacji odnosnych wynikow mechaniki kwantowej.
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Przez dualizm korpuskularno-falowy rozumiemy wzajemne dopelnianie
sie dwoch aspektow rzeczywistoscei fizycznej. W niektorych eksperymentach
promien $wietlny zachowuje sie tak, jak gdyby byl fala: ulega dyfrakcji, re-
frakcji i interferencji. W innych zachowuje sie jak czastka, charakteryzowana
przez okre$lony ped i energie: badania nad ciatami doskonale czarnymi, zja-
wisko fotoelektryczne i zjawisko Comptona. Co wazne, nie ma do$wiadczenia,
w ktorym promien Swietlny réwnoczesnie ujawnitby obydwa oblicza. Okazato
sie, ze nie tylko $wiatto, lecz cata materia moze by¢ pojmowana dualistycznie
- z kazdym obiektem fizycznym zwiazana jest swoista fala materii.

Centralnym punktem mechaniki kwantowej jest rownanie Schrodingera,
opisujace zachowanie si¢ czastki materii jako zaburzenie zwigzanej z ta czastka
fali materii. Zaburzenie tej fali jest okreslane jako wektor stanu lub jako funk-
cja falowa. Druga potega amplitudy tej funkcji jest miarg prawdopodobien-
stwa znalezienia odnosnej czastki w okreslonym miejscu. Badajac przebieg
funkcji falowej, otrzymujemy informacj¢ o prawdopodobienstwie znalezienia
czastki w okreslonym miejscu, a nie o samym potozeniu czastki. Analogicz-
nie rzecz sie ma z innymi wtasnosciami badanego obiektu. Krotko méwiagc
stan obiektu kwantowego wyrazany jest wylacznie jako prawdopodobienstwo
okreslonego wyniku pomiaru.

Akt pomiaru wlasnosci obiektu kwantowego przeksztalca opisane praw-
dopodobienstwo w zwykta pewnosé. Wazne jest to, ze przed aktem pomiaru
badana wtasnos¢ obiektu kwantowego nie jest okreslona w zaden sposéb poza
prawdopodobienstwem. Pomiar, dostarczajac takiego okreslenia, nieodwra-
calnie zaburza badany uktad. Mozliwosci pomiarowe sg ograniczone przez
zasady nieoznaczonosci. Pierwsza z tych zasad sformutowal w 1927 r. Wer-
ner Karl Heisenberg. Wyklucza ona doktadne, rownoczesne okreslenie pedu
i potozenia obiektu kwantowego, ustalajac zaleznosé:

AxAp > h,

w ktorej Az jest miarg niedoktadnosci pomiaru potozenia x badanego obiektu,
Ap jest miarg niedoktadnos$ci pomiaru pedu p tego obiektu, a stata Diraca h
jest ilorazem statej Plancka h i liczby 27. Zatem, im dokladniej znane jest po-
tozenie obiektu, tym mniej wiadomo o jego pedzie, i odwrotnie. Analogiczna
zasada dotyczy pomiaru energii i czasu. Wielkosci potaczone zasadami nie-
oznaczonosci nazywa sie wielkosciami komplementarnymi.

Dla dyskusji nad logicznymi podstawami fizyki kwantowej istotne sa dwa
problemy. Przede wszystkim nalezy zapytac, czy kwantowe ograniczenia do-
tycza samych obiektow fizycznych, czy tez wiedzy o tych obiektach. Zagad-
nienie to jest dobrze zilustrowane przez myslowy eksperyment zwany ko-
tem Schrodingera. Wyobrazmy sobie nieprzezroczysta skrzynke, w ktorej
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zamknieto kota. Przypusémy, ze skrzynka jest wyposazona w pojemnik z
trucizng i w mechanizm, ktéry losowo uwalnia te trucizne lub nie. Dopdki
nie otworzymy skrzynki, nie wiemy, czy kot jest martwy, czy zywy. Znamy,
co najwyzej, prawdopodobienstwo przezycia przezen eksperymentu. Mimo
to, mimo naszej niewiedzy, zamkniety w skrzynce kot badz zyje, badZ nie
zyje. Jesli zasady mechaniki kwantowej dotyczylyby kota, przed otwarciem
skrzynki nie bytby on ani zywy, ani martwy. Lub tez, by¢ moze, bytby i zywy,
i martwy zarazem. Kot stawalby sie — z okreslonym prawdopodobienstwem
— martwy lub zywy dopiero w rezultacie otwarcia skrzynki. Jesli nieozna-
czono$¢ dotyczy samych obiektoéw kwantowych, to przyktadowy elektron nie
znajduje sie w zadnym ewentualnym miejscu lub znajduje sie we wszyst-
kich réwnoczesnie, nie ma okreslonego pedu, energii itp. lub ma wszystkie
dopuszczalne wartosci tych parametréw zarazem. W przeciwnym razie jest
tylko tak, ze nie mamy zadnych szans na zbadanie odnosnych parametrow z
dowolng doktadnoscig. Klasycy fizyki kwantowej nie sa w tej materii zgodni.
Niels Bohr i Heisenberg byli przekonani, ze ograniczenia kwantowe dotycza
samej rzeczywistosci, podczas gdy John von Neumann i Carl Friedrich von
Wiezsacker sktaniali si¢ ku przypisywaniu istotnej nieokreslonosci wytacznie
naszej wiedzy.

Jezeli kwantowe ograniczenia dotycza tylko naszej wiedzy, to logika kla-
syczna nie jest w zaden sposéb przez fizyke zagrozona. Co najwyzej mozna
pyta¢ o uzupetnienie logiki o model stanu wiedzy obserwatora. Jesli jednak
racje maja ci badacze — a sg oni w wiekszosci — ktoérzy ograniczenia kwan-
towe przypisuja samym obiektom fizycznym, to sprawa jest bardziej skom-
plikowana. Sg bowiem wowczas wazkie argumenty za teza, w mysl ktorej ta-
kie zdania, jak ,obiekt znajduje sie w tym-a-tym miejscu”, ,ma taka-a-taka
energie” i podobne, a nawet takie zdania, jak ,ten obiekt jest czastka”, ,ten
obiekt jest falg” moga nie by¢ ani prawdziwe, ani fatszywe, lub tez moga by¢
prawdziwe i falszywe zarazem. W kazdym razie mozna zasadnie podejrzewac
mechanike kwantowa o prawdziwosciowe anomalie.

Wazne jest jeszcze drugie pytanie. Zalézmy, ze obiekty kwantowe podle-
gaja kwantowym ograniczeniom. Pozostaje otwarta kwestia, czy osobliwos¢
tych obiektow siega poziomu logicznego. By¢ moze ogranicza sie ona do po-
ziomu wyobrazeniowego. By¢ moze nie umiemy wyobrazi¢ sobie obiektow
kwantowych, poniewaz nie sa one podobne do niczego, co mozemy postrze-
ga¢. Mimo to jednak jakie$ sag. Warto w zwigzku z tym pamietac, ze sednem
mechaniki kwantowej sa matematyczne réwnania, ktore daja sie potwier-
dzi¢ eksperymentalnie. Za$ matematyka, ktora stanowi podstawe mechaniki
kwantowej, jest to wylacznie klasyczna matematyka, oparta na klasycznej
logice. W matematycznej czesci fizyki kwantowej nie wchodzi wiec w gre
zadna inna logika poza klasycznym rachunkiem logicznym. Watpliwosci po-
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jawiaja sie dopiero wtedy, gdy usitujemy wyobrazi¢ sobie kwantowy swiat.
Nie mozna wykluczy¢ tego, ze w okresie wielkich przemian w nauce, a takze
wielkich przemian spotecznych, w jakie obfitowala pierwsza polowa XX w.,
uczeni ulegli rewolucyjnej sktonnosci i przedwczesnie rozpowszechnili plotke
o $mierci logiki klasycznej. Sprawa ta pozostaje otwarta.

Polski filozof, Zygmunt Zawirski, jako pierwszy gtosit poglad o potrzebie
rewizji logiki klasycznej wobec wynikow mechaniki kwantowej, dopatrujac
sie w fizyce kwantowej prawdziwosciowych anomalii. P6zniej wazne prace
na ten temat oglosili m.in. Hans Reichenbach, John von Neumann, Garrett
Birkhoff, Paulette Destouches-Février (wymawiaj: detu ferie) i Carl Friedrich
von Weizsacker.

Granice poznania i transcendencja. Problem transcendencji powstaje
wtedy, gdy ktos uznaje istnienie granic ludzkich mozliwosci poznawczych,
a zarazem odnosi sie w jakikolwiek sposéb do przedmiotéw lezacych poza
tymi granicami. Przedmiot, ktorego nie mozna poznaé, jest transcendentny.
Stwierdzajac, ze jakis przedmiot jest transcendentny, uznajemy go za niepo-
znawalny, a zarazem go poznajemy, dowiadujemy sie bowiem, ze jest niepo-
znawalny:.

Wielu myslicieli uwazalo, ze Bog tak dalece rézni sie od wszystkiego, co
cztowiek moze poznaé, ze jest literalnie niepoznawalny. Tym samym jednak
mysliciele ci czego$ jednak o Bogu sie dowiadywali, mianowicie tego, ze jest
niepoznawalny. Bég okazywal sie woéwczas zarazem niepoznawalny i pozna-
walny. Niemiecki filozof, Immanuel Kant rozszerzyt idee transcendencji na
cala praktycznie rzeczywisto$¢. Jego zdaniem rzeczy same w sobie w ogodle
sa niepoznawalne. Wszystko, co poznajemy, to zjawiska, bedace wypadkowa
owych rzeczy samych w sobie i dziatania naszych wtadz poznawczych. Nie
mozna nic powiedzie¢ ani pomysle¢ o rzeczy samej, poniewaz tym samym
poddaloby sie ja obrobce poznawczej. Poglady te nie przeszkadzaly Kantowi
w wypowiadaniu wielu uwag na temat rzeczy samych w sobie, m.in. w do-
starczaniu obszernego uzasadnienia ich absolutnej niepoznawalnosci. Zatem,
wedle Kanta, kazda rzecz jest poznawalna i niepoznawalna zarazem. Calkiem
analogiczny poglad pochodzi od Ludwiga Wittgensteina. Jego zdaniem jezyk
nadaje sie wytacznie do stwierdzania faktéw, z ktorych sktada sie rzeczywi-
stos¢. Stwierdzanie faktow jest mozliwe dzigki strukturalnemu podobienstwu
rzeczywistosci i jezyka. Podobienstwo to jednak, samo nie bedac faktem, lezy
poza granicami mowy, jest niewypowiadalne. Z drugiej strony gléwna praca
Wittgensteina w znacznym stopniu zawiera dociekania dotyczace struktury
Swiata, konczac sie wnioskiem o niewypowiadalnosci owej struktury. Wydaje
sie wiec, ze struktura Swiata nadaje si¢ i zarazem nie nadaje do wypowiedze-



Geneza logik nieklasycznych 116

nia.

Z jednej strony sg solidne filozoficzne powody, by sadzi¢, ze pewne frag-
menty rzeczywistosci wykraczaja poza ludzkie zdolnosci poznawcze. 7 dru-
giej, jak wida¢, poglad ten jest wysoce problematyczny. Zawsze problema-
tyczne jest myslenie i méwienie o przedmiotach transcendentnych. Jedng z
prob rozwiazania trudnosci jest przekonanie, ze na pograniczu poznania zata-
muje sie zasada dwuwartosciowosci, moga tam powsta¢ anomalie prawdziwo-
sciowe, zwlaszcza kolizje. Zdania dotyczace przedmiotéw transcendentnych
moga by¢ prawdziwe i fatszywe zarazem. Tym samym jednak problematyczne
staje sie stosowanie do takich zdan klasycznej logiki.

Nieostrosé. Miarodajnos¢ logiki klasycznej moze by¢ zakwestionowana nie
tylko z punktu widzenia fizyki kwantowej lub antyrealistycznej matematyki,
ale rowniez na pozornie swojskim gruncie mowy potocznej. Najwazniejszym
zrodtem domniemanych anomalii prawdziwosciowych jest tutaj nieostrosé.
Za nieostre uwazamy te zwroty, ktorych sposéb uzycia jest tylko czesciowo
wyznaczony przez ich znaczenie. Wielu badaczy sktania sie do pogladu, ze
w wypadku nieostroéci mamy do czynienia z anomalig prawdziwosciows —
raczej luka, ewentualnie rowniez kolizja. Mozna wskaza¢ na cztery gltoéwne
zrodla nieostrosci: stopniowalnosé, braki kwantyfikacji, ztozono$¢ znaczenia
i alternatywno$¢ charakterystyk.

Nieostros¢ powstaje czesto w granicznych sytuacjach uzycia okreslen stop-
niowalnych. Wezmy przyktadowo pod uwage zdanie ,Fuzebiusz jest tysy”.
Zgodzimy sie, ze zdanie to jest falszywe, jesli Euzebiusz cieszy sie bujng
fryzura, ztozona ze 150 tysiecy wlosow. Zgodzimy sie rowniez, ze zdanie to
jest prawdziwe, jesli Euzebiusz dysponuje ledwie setka wtoséw. Znaczenie
przymiotnika ,lysy” nie pozwala natomiast na okreslenie wartosci logiczne;j
rozwazanego zdania w sytuacji, w ktorej Euzebiusz ma, powiedzmy, tysigc
wloséw na skorze gtowy. Innymi nieostrymi zwrotami sa wyrazy ,duzy”,
,dhugi”, wysoki” itp. Podobne problemy powstaja w zwigzku z uzyciem
takich zwrotow, jak ,mniej wiecej”, ,catkiem”,  solidnie” i podobnych.

Drugim czestym zZrédiem nieostrosci jest brak kwantyfikatora. Tak sie
dzieje z nazwa ,,odwazny”’. Zasadniczo nazwiemy odwaznym kogos, kto po-
trafi postepowaé stusznie wtedy, gdy to wymaga opanowania wielkiego, za-
sadnego strachu. Nie jest jednak jasne, czy odwazny cztowiek musi dziataé¢
w ten sposob zawsze, co najmniej raz, wiele razy itp. Nie wiadomo, na przy-
ktad, czy osoba, ktora raz wykazala sie wielkg odwaga, ale takze raz zhanbita
sie wielkim tchorzostwem, jest odwazna, czy nie.

Uzycie niektérych zwrotow moze zostaé sparalizowane przez bardzo wy-
soki stopien ztozonosci znaczenia. Przyktadami nieostrych zwrotéw o wysoce
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ztozonym znaczeniu sa takie nazwy, jak ,narod”, ,religia”, ,nauka” i ,dzieto
sztuki”. Cho¢ wiadomo, jak postugiwa¢ si¢ nimi w typowych sytuacjach, to
kiedy indziej nie daje sie okresli¢, czy, przyktadowo, dana grupa zashiguje na
miano narodu, czy nie.

Nieostros¢ moze by¢ wywotana rowniez przez niezgodnosé alternatywnych
znaczen danego zwrotu. Przyktadem takiej nieostrosci jest nazwa ,doptyw”.
Wyobrazmy sobie dwie rzeki, a i b, ktére w pewnym miejscu sie tacza. Jesli
rzeka a jest znacznie krétsza i znacznie wezsza od rzeki b, to zdanie ,rzeka
a jest dopltywem rzeki b” (ewentualnie rzeka a wpada do rzeki b”), jest
prawda. Jesli jest odwrotnie, to takie zdanie jest falszem. Jesli jednak rzeka
a jest dtuzsza, ale wezsza, od rzeki b, to wartos¢ logiczna takiego zdania
staje sie problemem. Jest to spowodowane tym, ze nazwa ,doptyw” ma réw-
noprawne, alternatywne charakterystyki znaczeniowe: krotsza rzeka jest do-
pltywem dhtuzszej, wezsza rzeka jest doptywem szerszej. W razie niezgodnosci
tych charakterystyk powstaje nieostrosc.

Presupozycje. Wedle niektérych badaczy w zasade dwuwartosciowosci go-
dza réwniez zdania o fatszywych presupozycjach. Wyrazenie B jest presupo-
zycja wyrazenia A wtedy i tylko wtedy, gdy

AFB oraz -AlF B,

czyli presupozycjami wyrazenia A nazywa sie te wyrazenia, ktore sa konse-
kwencjami zarowno wyrazenia A, jak i jego negacji. Latwo sie przekonaé, ze
na gruncie klasycznego rachunku zdan presupozycjami sg wszystkie tautolo-
gie i tylko tautologie. Zatem wszelkie presupozycje jakiegokolwiek zdania sg
prawdziwe. Na przyktad zdanie ,Tristan kocha Izolde lub Tristan nie kocha
Izoldy” jest presupozycja zdania ,Tristan kocha Izolde”.

Najwieksza grupa ewentualnych falszywych propozycji wiaze sie ze zda-
niami dotyczacymi istnienia przedmiotow, o ktérych jest mowa. Takie presu-
pozycja nazywaja sie presupozycjami egzystencjalnymi. Na przyktad wedtug
wybitnego filozofa, Bertranda Russella, zdanie ,jistnieje obecny krél Francji”
jest presupozycja zdania ,obecny krél Francji jest tysy”, ale wéwczas bytaby
to presupozycja falszywa. Podkredlmy, ze to, czy mamy tu do czynienia z
presupozycja, nie jest bezdyskusyjne. Jesli jednak tak by miato by¢, to lo-
gika klasyczna stanetaby pod znakiem zapytania. Mozna spotkaé¢ poglad, ze
zdania o falszywych presupozycjach nie sg ani prawdziwe, ani falszywe.

Powstaly logiki wielowartosciowe, dopuszczajace istnienie presupozycji
niebedacych tautologiami, w tym presupozycji falszywych. Bardzo waznym
polem dociekan nad presupozycjami egzystencjalnymi sa logiki wolne. Jak
powiedzieliémy, konstrukcja dowolnej interpretacji w logice pierwszego rzedu
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wymaga uzycia co najmniej jednej nazwy jednostkowej. Znaczy to, ze logika
pierwszego rzedu zaktada isnienie co najmniej jednego przedmiotu. Moze on
by¢ zupelnie dowolny, ale jego istnienie jest wymagane. Logiki wolne sg wolne
wtadnie od tego ograniczenia, to znaczy, dopuszczajq interpretacje o pustych
zakresach.

Logiki wolne wywodza sie z teorii deskrypcji Russella. Wedle jego hipotezy
nazwy jednostkowe — wszystkie badz tylko niektore — sa ukrytymi skroétami
zwrotow typu ,,jedyny przedmiot, ktory spetnia takie a takie warunki”. Ta-
kie zwroty nazywa sie deskrypcjami okreslonymi. Na przyktad nazwa ,,obecny
krol Francji” jest zakamuflowang deskrypcja ,,jedyny z, ktéry jest obecnym
krolem Francji”. Specjalny symbol ., zwany deskryptorem, wiagze zmienne,
podobnie jak kwantyfikator. Napis ,.x: A(x)” jest ogblna postacia deskrypcji
okreslonej i powinien by¢ odezytywany: jedyny taki x, ze A(z). Deskrypcja
okreslona jest termem, a wiec moze petni¢ funkcje podmiotu logicznego. Rus-
sell przyjal nastepujaca definicje:

B(rz: A(x)) = fo: A(z) AVr: (A(x) — B(x)),

wedle ktorej podane wyrazenie zwierajace deskrypcje znaczy, ze istnieje do-
ktadnie jeden z, ktéry spelnia wyrazenie A(x), i kazdy z, ktory spetnia to
wyrazenie, spelia tez wyrazenie B. Przy takim rozumieniu deskrypcji zda-
nie ,istnieje obecny krol Francji” nie jest presupozycja zdania ,obecny krol
Francji jest tysy”. Zdanie ,obecny krél Francji jest tysy” zawiera bowiem
ukryta deskrypcje i znaczy, ze istnieje doktadnie jeden obecny kroél Francji
oraz kazdy obecny krél Francji jest Lysy. Jest to wiec konsekwencja zdania
sobecny krol Francji jest tysy”, ale nie jest to konsekwencja jego negacji.
Albowiem zdanie ,obecny krol Francji nie jest tysy” znaczy, ze badz nie
istnieje obecny krol Francji, badz jest wielu obecnych krélow Francji, badz
jaki$ obecny krol Francji nie jest tysy. Teoria deskrypcji pozwolita na wyja-
$nienie wielu waznych zjawisk logicznych. 7 drugiej strony sama napotkata
pewne trudnosci. Obecnie logika wolna jest szeroko rozwijana i zréznicowana
dziedzing badan.

Izostenia i dialeteizm. 7 izostenig mamy do czynienia wtedy, gdy pewne
wyrazenie A jest réwnie dobrze uzasadnione, jak negacja " A ! tego wyraze-
nia. Kiedy méwimy o réownie dobrym uzasadnieniu, mozemy mie¢ na mysli
zaréwno uzasadnienie mocne, jak i stabe.

Jednym z najprostszych przyktadéw izostenii sg sprzeczne zeznania Swiad-
kow podczas dochodzenia lub rozprawy sadowej. Kto$, kto jest podejrzany o
dokonanie morderstwa, moze twierdzi¢, ze wieczér zbrodni spedzit z osobami
aib, grajac w karty. Jesli osoba a to potwierdza, zas osoba b temu przeczy,
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sledczy znajduja sie w trudnej sytuacji. Nie moga po prostu uwierzy¢ obu
swiadkom, poniewaz zasada Dunsa Szkota unicestwi ich wnioskowania. Zwy-
kle $ledczy postepuja zgodnie z definicja 23. To znaczy, godza si¢ z tym, ze nic
nie jest uzasadnione, dopdki nie okaze sie, ktory ze swiadkow méwi prawde.
Bywa jednak i tak, ze zachodzi potrzeba jakiego$§ — przynajmniej prowi-
zorycznego — wnioskowania na podstawie sprzecznych przestanek. Zdarza
sie to przynajmniej osobom korzystajacym z wielkich baz danych i osobom
analizujacym systemy prawne.

Podobnie rzecz si¢ ma z systemami norm prawnych, zawierajacymi ogro-
mna, niemozliwa do ogarniecia liczbe przepisow. Na przyktad, do niedawna w
Australii obowigzywat przepis zabraniajacy kobietom petnienia funkcji przy-
sieglego w sadzie. Obowiazywal tez przepsi zobowiazujacy studentéw prawa
do pelnienia tej funkcji. W pewnym momencie zezwolono kobietom na stu-
diowanie prawa, nie pamietajac o zniesieniu zakazu pelnienia funkcji przy-
sieglego. Przez dluzszy czas w Australii kobietom zarazem byto i nie byto
wolno petnié tej funkcji.

Roéwniez w wielkich bazach danych czesto znajduja sie sprzeczne informa-
cje. Skazona sprzecznoscia baza danych moze — na gruncie logiki klasycznej
— udzieli¢ catkiem dowolnej odpowiedzi na kazde zapytanie.

Widac, ze sam fakt istnienia izostenii nie podwaza zasady dwuwartoscio-
wosci ani innych prawidet logiki klasycznej. Mimo to czes¢ logikéw zadaje
pytanie, w jaki spos6b wolno, cho¢by tymczasowo, wnioskowa¢ na podsta-
wie sprzecznych przestanek, ktére znajduja sie w stanie izostenii. Dla ta-
kich potrzeb opracowywane sa specjalne logiki, w ktérych nie obowiazuje
zasada Dunsa Szkota. Takie logiki nazywaja sie logikami nieszkotowyms lub
parakonsystentnymi. Zauwazmy, ze wszystkie logiki relewantne sg z definicji
parakonsystentne. Jesli logiki parakonsystentne sg tworzone dla potrzeb ana-
lizy izostenii, nie stanowig faktycznej konkurencji wzgledem logiki klasyczne;.
Raczej maja za zadanie uzupelniaé¢ ja w szczegdlnych okolicznosciach.

Od izostenii nalezy odrézni¢ dialeteje, to znaczy domniemana pare praw-
dziwych zdan, z ktérych jedno jest negacja drugiego. Jesli jakiekolwiek wyra-
zenia: A oraz "—=A ! miatyby by¢ wspotprawdziwe, miarodajnosé logiki kla-
sycznej moglaby zosta¢ podwazona. Poglad, ze dialeteja istnieje, jest okre-
slany jako dialeteizm. Samo uznanie istnienia izostenii nie przesadza opowie-
dzenia si¢ za dialeteizmem, ale akceptacja antynomii juz tak. Innym, czestym
zrodtem dialeteizmu jest omdéwiona problematyka transcendencji.

Relewancja. Zasada dwuwarto$ciowosci nie jest jedynym Zrodlem watpli-
wosci dotyczacych logiki klasycznej. Watpliwosci moze budzi¢ sama klasyczna
koncepcja wynikania. Wiadomo, ze na gruncie logiki klasycznej kazde wyra-
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zenie jest konsekwencja sprzecznego zbioru wyrazen. Ta zalezno$¢ znana jest
jako Zasada Dunsa Szkota. W szczegdlnosci

A -AFB (4.4)

dla dowolnych wyrazen: A i B. Jak wiadomo, jest tak dlatego, ze nie istnieje
interpretacja, w ktorej prawdziwe sa wszystkie wyrazenia sktadajace sie na
zbior sprzeczny. Na podstawie Zasady Dunsa Szkota takie wnioskowania, jak

Bolestaw Chrobry miat shuch muzyczny,
Bolestaw Chrobry nie miat stuchu muzycznego,
Platon byt amerykanskim koszykarzem,

sg logiczne. Z drugiej strony dowolna tautologia wynika z dowolnych przesta-
nek, a wiec

Ay As, .. A F (B YV —B) (4.5)

dla dowolnych wyrazen A i B jest tautologia. Jak wiadomo, jest tak dlatego,
ze tautologie sa prawdziwe we wszystkich interpretacjach. Zatem, w swietle
klasycznego rachunku zdan, takie wnioskowania, jak:

Bolestaw Chrobry byt pierwszym krolem Polski,
Dobrawa byta zona Mieszka I,
Platon byt w Indiach lub Platona nie byto w Indiach,

sg logiczne. W obu przedstawionych wypadkach wniosek wynika logicznie z
przestanek. To jednak moze robi¢ wrazenie btedu ignoratio elenchii. Uczeni,
ktorzy zarzucaja ten btad klasycznemu rachunkowi zdan, postuluja znale-
zienie takiej logiki, ktéora gwarantowataby zachodzenie istotnego zwigzku
tredciowego miedzy przestankami a konkluzja dedukcyjnego wnioskowania.
Postuluja, by w dedukcyjnym wnioskowaniu przestanki zawsze okazywaty sie
istotne (relewantne) dla konkluzji. Z tego powodu zwiazek, o ktéry im chodzi,
nazywa sie zwiazkiem relewancyi, a logiki, ktore czynig zado$¢ ich wymogom,
sg okreslane jako relewantne.

Warto zauwazy¢, ze problem relewancji nie musi wcale godzi¢ w logike
klasyczna i nie musi wymagaé tworzenia nowych rachunkéw logicznych. By¢é
moze, wystarczy doprecyzowaé pojecie wynikania. Mozna rozwazy¢ definicje,
ktora zaproponowal Bernard Bolzano.

Definicja 23 (wynikanie relewantne) Wyrazenie B wynika logicznie z wy-
razen: Ay, As, ..., An wtedy i tylko wtedy, gdy (a) wyrazenie B jest praw-
dziwe w kazdej takiej interpretacyi, w ktorej prawdziwe sqg wszystkie wyrazenia:
Aq, Ag, ..., A,, (b) istnieje interpretacja, w ktdorej wszystkie wyrazenia: Ay,
Ao, ..., A, sq prawdziwe, oraz (c) istnieje interpretacja, w ktorej wyraZenie
B nie jest prawdziwe.
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W punkcie (a) ujeta jest klasyczna idea wynikania. Punkt (b) blokuje wnio-
skowanie ze sprzecznego zbioru przestanek. Wyraza on te idee, ze w razie
wykrycia sprzecznosci wsréd przestanek nalezy postawié¢ znak zapytania nad
wszystkimi konkluzjami i szuka¢ ukrytego btedu. Taka jest znana z historii
nauki odruchowa praktyka w razie wykrycia antynomii. Proponujemy wiec
tutaj, by przyjac, ze ze sprzecznych przestanek nie wynika nic, podczas gdy w
klasycznej koncepcji wynikania ze sprzecznych przestanek wynika wszystko.
Na mocy punktu (c) tautologie nie sg wywnioskowane z zadnych innych wyra-
zen, rzeczywiscie, zadne dodatkowe przestanki, jak wiadomo, nie sa potrzebne
dla ich uznania.

Modi veritatis. Wielu badaczy uwaza, ze logika klasyczna, co prawda,
nie stanowi miarodajnego ujecia zaleznosci logicznych, ale jej pierworodnym
grzechem nie jest zasada dwuwartosciowosci, ale raczej zasada ekstensjonal-
nosci. Zdaniem tych uczonych logika klasyczna jest zbyt uboga, by mogta z
powodzeniem spelia¢ swoje zadania. Klasyczne, ekstensjonalne, ujecie sta-
tych logicznych nie pozwala na uchwycenie istoty zwiazku wynikania.
Wartos¢ logiczna wyrazenia ztozonego w jezyku logiki, jak sadza ci uczeni,
powinna zaleze¢ nie tylko od wartosci logicznych komponentow, ale ponadto
sposobu, w jaki te wartosci sa zmodyfikowane. Zdania nie bywaja po pro-
stu prawdziwe, ale prawdziwe z koniecznosci, przygodnie lub tylko mozliwie,
prawdziwe dzisiaj, kiedys lub zawsze itd. Sposoby modyfikacji wartosci lo-
gicznej (po tacinie modi veritatis) sa zwykle obdarzane mianem modalnosci.
Najwazniejszymi typami modalnosci (modyfikacji) wartosci logicznych, sta-
nowigcymi przedmiot zainteresowania we wspotczesnej logice, sa modalnosci:

e aletyczne, np. koniecznosé, przygodnosé, mozliwosc,

deontyczne, np. nakaz, przyzwolenie, zakaz,

temporalne, np. przysztosé¢, uprzednios¢, wiecznosé,

epistemiczne, np. wiedza, przypuszczenie, watpienie,

apodejktyczne, np. dowodliwo$¢, wyprowadzalnosé.

Terminy, wyrazajace modalnosci, sa nazywane terminami (funktorami) mo-
dalnymi w przeciwienstwie do terminéw prawdziwosciowych (ekstensjonal-
nych) logiki klasycznej. Rzeczywiscie, uzyciem tych terminéw nie rzadzi za-
sada ekstensjonalnosci. Jesli, na przyktad, w prawdziwym zdaniu ,,Juliusz
Cezar wiedzial, ze Rzym lezy w Italii” zastapimy prawdziwy komponent
»Rzym lezy w Italii” innym prawdziwym komponentem, ,e = mc*”, to otrzy-
mamy falszywe zdanie ,Juliusz Cezar wiedzial, Ze e = mc?”. Wnioskujemy
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stad, ze warto$¢ logiczna zdania ztozonego, zbudowanego za pomocg modal-
nego zwrotu ,wiedzial, ze”, zalezny nie tylko od wartosci logicznej kompo-
nentéw, ale od innych jeszcze czynnikow.

Teorie logiczne, uwzgledniajace modyfikacje wartoéci logicznych, nazy-
waja sie logikami modalnymi. Niekiedy ten termin jest stosowany w wezszym
sensie , wylacznie do teorii modalnosci aletycznych. Teorie innych typéw mo-
dalnosci sa wowcezas nazywane odpowiednio logikami deontycznymi (logikami
norm), logikami temporalnymi, logikami epistemicznymi i logikami dowodli-
woséci. Filozofowie nie sg zgodni, czy modyfikacje odnoszg sie pierwotnie do
samych wartosci logicznych czy tez do stanéw rzeczy, z ktorych zdania zdaja
sprawe. To zagadnienie nie jest dla logiki w ogoéle istotne, dopuszczamy wiec
rownolegle obydwa sposoby moéwienia.

Domniemane ubdstwo pojeciowe logiki klasycznej najtatwiej zauwazy¢ na
przyktadzie funktora implikacji, ktory od tysigcleci budzi wcigz najwieksze
watpliwosci. W stynnej powiesci Bracia Karamazow Fiodora Dostojewskiego
Starzec Zosima wypowiada zdanie:

jezeli Boga nie ma, to wszystko jest dozwolone. (4.6)

W tych stowach wyraza wazna teze filozoficzna, w mysl ktorej obowigzywanie
prawa moralnego moze by¢ wyjasnione tylko przez istnienie Boga, ktory jest
zrodtem tego prawa. Stad, jesli Boga nie ma, to nie obowiazujg zadne normy
moralne. Nie rozwazamy tutaj, czy Zosima ma racje, ale to, co doktadnie
stwierdzil. Zastanéwmy sie, czy teza Zosimy moze by¢ trafnie oddana w logice
klasycznej za pomocg funktora implikacji:

Boga nie ma — wszystko jest dozwolone. (4.7)

Teista, czyli osoba uznajaca istnienie Boga, musi uznac¢ za prawde implika-
cje (4.7), poniewaz ta implikacja ma falszywy poprzednik. Jednakze nie musi
uznawaé za prawde zdania (4.6). Mozna bowiem by¢ teista i zarazem uwazac,
ze Bog jest jedynym mozliwym ostatecznym zrédtem moralnosci. Co wigcej,
znaczna liczba filozoféw uwazala istnienie moralnosci za mocny, a nawet naj-
mocniejszy, argument za istnieniem Boga. Z drugiej strony wyobrazmy sobie,
ze ktos nie zgadza sie z teza (4.7). Musi on by¢ ateista, poniewaz falszywa
implikacja musi mie¢ prawdziwy poprzednik. Jednakze ktos, kto odrzuca teze
(4.6), moze uznawaé istnienie Boga. Mozna by¢ teista, dopuszczajac jedno-
czesnie ewentualng inng niz Bég podstawe prawa moralnego.

Mamy tu mocny argument przeciwko utozsamieniu zdan warunkowych z
klasyczng prawdziwosciows implikacja. Za pomoca zdan warunkowych wy-
razamy niekiedy zwiazki konieczne, zwiazki przyczynowe i jeszcze inne. Nie-
kiedy w zdaniach warunkowych oddajemy wrecz zwiazek wynikania logicz-
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nego. Nasz przyktad pokazuje, ze w takich wypadkach sama znajomos¢ war-
tosci logicznych poprzednika i nastepnika nie wystarczy do rozpoznania war-
tosci logicznej zdania ztozonego. Mamy wiec do czynienia z terminami, ktore
nie podlegaja zasadzie ekstensjonalnosci i wykraczaja poza aparat pojeciowy
logiki klasycznej. Takie terminy okreslamy jako nieekstensjonalne lub jako
intensjonalne. Wyglada wiec na to, ze — oprocz klasycznej implikacji —
postugujemy sie w waznych sytuacjach zdaniami warunkowymi w innym,
nieekstensjonalnym znaczeniu. Najwidoczniej zwrot , jezeli” jest w jezyku
naturalnym wieloznaczny, a logika klasyczna chwyta tylko jedno z jego zna-
czen.

Zwroémy jeszeze uwage na trudnodci zwigzane z funktorem koniunkcji.
Jak wiadomo, na gruncie logiki klasycznej funktor ten jest przemienny, to
znaczy kolejno$¢ czynnikéw nie odgrywa roli. Zatem z wyrazenia "A A B
wynika zawsze wyrazenie "B AA i odwrotnie. Przyjrzyjmy sie jednak parze
zdan: , Rozalia wrocita do domu i potozyta sie do t6zka”, ,,Rozalia potozyta
sie do tézka i wrécita do domu”, lub parze zdan: ,Pankracy zachorowat i
poszedl do lekarza”, ,Pankracy poszedt do lekarza i zachorowal”. W obu
wypadkach kolejno$¢ czynnikéw wptywa dos¢é mocno na znaczenie zdania.
Dzieje sie tak dlatego, ze w pierwszym wypadku spéjnik ,i” znaczy tyle, co
1 wkrotce potem”, a w drugim wypadku tyle, co i dlatego”. Niekiedy spdj-
nik ten znaczy tyle, co iz tej przyczyny”, tak jest w zdaniu ,,Dominik chodzi
bez czapki i choruje”. Ma tez jeszcze inne znaczenia. Znéw, jak sie wydaje,
logika klasyczna chwyta najbardziej podstawowe, ale nie jedyne z nich. By¢
moze, logika powinna zosta¢ uzupelniona o nowe warianty koniunkcji: ko-
niunkcje czasowa, koniunkcje przyczynowa i inne. Tak uwaza wielu logikéw.
Podobne problemy dotycza niemalze wszystkich terminéw logiki klasycznej,
z kwantyfikatorami i znakiem réwnosci wtacznie.

Bardzo ciekawe jest to, ze — jak sie wkrotce przekonamy — pod wzgledem
matematycznym rézne typy logik modalnych sa do siebie tudzaco podobne.
Trzeba tez podkresli¢, ze rzekoma stabosé logiki klasycznej w poréwnaniu z
logikami modalnymi nie jest, bynajmniej, oczywista. Podobnie nie jest zgota
oczywiste to, ze logiki modalne autentycznie wykraczajg poza sfere ekstensjo-
nalnosci. Wiele zaawansowanych badan, nalezacych do logiki wyzszej, wska-
zuje na to, ze logiki modalne nie wzmacniaja istotnie logiki klasycznej, ze
praktycznie wszelkie analizy, ktére mozna przeprowadzi¢ na gruncie logik
modalnych, moga by¢ dokonane réwniez w ramach logiki pierwszego rzedu.
To trudne zagadnienie mozemy wszakze tylko zasygnalizowaé¢. Nie zdotamy
zas go w tej ksigzce serio podjac.



Najprostsze logiki nieklasyczne 124

4.2 Najprostsze logiki nieklasyczne

Stawiajace pod znakiem zapytania miarodajnos¢ logiki klasycznej zastrze-
zenia dajg asumpt do rozwijania innych, nieklasycznych, rachunkow logicz-
nych. Jesli bowiem logika klasyczna nie jest zadowalajacym rozwigzaniem
problemu wynikania, naturalnie wypada zapyta¢, jak doktadnie powinna wy-
gladaé¢ logika, ktora takiego rozwigzania by dostarczyta. Zapoznamy sie z
trzema gtéwnymi logikami lub typami logik nieklasycznych: logikami wie-
lowartosciowymi, logikami modalnymi i logika intuicjonistyczna. Omowimy
najprostsze i najbardziej podstawowe logiki, ograniczajac sie do poziomu ra-
chunku zdan i pomijajac — znacznie trudniejszy — problem nieklasycznych
uje¢ kwantyfikacji.

Logiki wielowartosciowe

Logikami wielowartosciowymi nazywamy te rachunki, w ktorych postugujemy
sie wieksza niz dwa liczba wartosci logicznych. Wartosci logiczne rézne od
prawdy i fatszu moga by¢ uwzgledniane oprocz lub zamiast wartosci klasycz-
nych. Zapoznamy si¢ z najprostszymi rachunkami, w ktoérych nowe wartosci
logiczne powstaja jako kombinacje wartosci klasycznych.

Kombinacje wartosci klasycznych. Jak sie przekonalidmy, zasada dwu-
warto$ciowosci jest problematyczna, a trudnosci przyjmuja najczesciej postac
rzeczywistych lub pozornych anomalii prawdziwosciowych. Warto wiec zasta-
nowic sie, co statoby sie z logika, gdyby luki prawdziwosciowe i prawdziwo-
Sciowe kolizje istniaty naprawde. Jesli obok klasycznie pojmowanych prawdy
i falszu dopuscimy kolizje i luki prawdziwosciowe, to kazde zdanie jest badz
prawdg i tylko prawda, badz i prawda, i falszem, badz nie jest ani prawdg, ani
falszem, badz tez jest falszem i tylko fatszem. Zgadzajac sie wszakze na to,
by temu samemu wyrazeniu w jednej interpretacji przystugiwaty rézne war-
tosci logiczne lub by nie przyshugiwalta mu zadna wartos¢, pozbawiliby$my
interpretacje statusu funkcji. To znacznie ostabitoby wydajnos¢ rachunku.
Zamiast tego mozna przyjac, ze istnieja cztery wartosci:

1 — prawda i tylko prawda,
K — i prawda, i falsz,
L — ani prawda, ani falsz,

0 — falsz i tylko falsz,
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stanowiace kombinacje wartosci klasycznych, a interpretacja pozostaje funk-
cja. Latwo si¢ zorienotwac, ze w tym uktadzie warto$¢ 1 jest odpowiednikiem
klasycznej prawdy, a wartos¢ 0 klasycznego falszu. W wartosci K mozna roz-
poznac kolizje prawdziwosciows, a w wartosci L luke prawdziwos$ciowa. Mamy
tu do czynienia z najbardziej fundamentalnym ujeciem wielowartosciowosci.

Wartosci wyrazen zlozonych. Podwazajac zasade dwuwarto$ciowosci,
chcemy zachowa¢ mozliwie jak najwiecej z logiki klasycznej. Okazuje sig, ze
mozemy dostownie zastosowaé wszystkie zaleznosci, wyrazone w definicjach
3-5. W takim razie — zeby sie o tym przekona¢, wystarczy chwila namystu

= All K L O V|l K L O
110 171 0 1)1 1
K K K
L L L
01 010 0 01 0

Tablica 4.1: Klasyczny fragment matrycy czterowarto$ciowej

nad definicjami 3-5 — tworzona przez nas logika nie powinna roéznié si¢
niczym od klasycznego rachunku zdan w tych interpretacjach, w ktorych
wszystkie litery zdaniowe przyjmuja wartosci klasyczne: 1 lub 0. Wiemy wiec
juz to, co pokazaliSmy na tablicy 4.1. Logiki wielowartosciowe, ktére maja
te wlasnos¢, okreslamy jako normalne. Wickszos¢ zaleznosci wciaz pozostaje
jednak nieustalona.

Szczesliwie w naszym przypadku klasyczne definicje 3-5 moga by¢ dostow-
nie zastosowane rowniez do wartosci nieklasycznych. Jest tak dzieki temu, ze
wartosci nieklasyczne konstruowanej przez nas logiki sa po prostu zbiorami
wartosci klasycznych.

Dla przyktadu przyjrzyjmy si¢ doktadnie koniunkcji "A A B™. Zalézmy,
ze V(A) = KiV(B) = 1. Obydwa czynniki sa prawda. Co prawda, pierw-
szy jest i prawda, i falszem, ale to nie zmienia faktu, ze jest — miedzy
innymi — prawda. Skoro za$ obydwa czynniki sg prawda, to wedle defini-
¢ji 4 koniunkcja réwniez jest prawda. Z drugiej strony, skoro jeden czynnik
jest 1 prawda, i falszem, to wobec tego jeden czynnik jest falszem. Zatem,
jak gtosi definicja 4, koniunkcja jest falszem. Wychodzi na to, ze rozwa-
zana koniunkcja jest i prawda, i falszem, a wiec V(A A B) = K. Zalté6zmy
teraz, ze V(A) = K i V(B) = L. Tylko jeden czynnik jest prawda, a wiec
koniunkcja prawda nie jest. Z drugiej strony jeden czynnik jest falszem, a
wiec koniunkcja réwniez jest falszem. Ustalamy zatem, ze koniunkcja jest
fatszem i tylko fatszem, V(A A B) = 0. Analogicznie mozna obliczy¢ warto$é
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- All K L O V|l K L O
110 11 KL O 1111 11
K| K K|K K 0 O K1 K 1 K
L|L LIL 0L O Li1 1 L L
01 00 0 0 O 01 KL O

Tablica 4.2: Matryca czterowarto$ciowa z obiema anomaliami

koniunkcji w innych interpretacjach, a takze warto$ci pozostatych wyrazen
ztozonych. Zawsze nalezy po prostu stosowaé klasyczne definicje funktoréw
do nowej, czterowartosciowej sytuacji. W gruncie rzeczy stosuje sie po pro-
stu zaleznosci klasyczne z tym zastrzezeniem, ze rozumowanie dla prawdy
i dla falszu trzeba przeprowadza¢ oddzielnie, catkiem niezaleznie. Rezultat
namystu zostal zaprezentowany na tablicy 4.2. Mamy tu do czynienia z czte-
rowartosciowa logika, ktéra, oprocz wartosci klasycznych, uwzglednia kolizje
i luke prawdziwos$ciowa. Powiemy, ze jest to logika Anom, logika, ktora od
klasycznego rachunku zdan rézni si¢ tym i tylko tym, ze uwzglednia wszelkie
anomalie prawdziwosciowe.

Mozna odrzucaé zasade dwuwarto$ciowosci, uznajgc istnienie tylko jed-
nego rodzaju anomalii prawdziwosciowych: badz kolizji, badz luk. W takim
wypadku trzeba by sie przyznawaé¢ do jakiejs logiki tréjwartosciowej. Jesli
zgadzamy sie na istnienie luk prawdziwosciowych, odrzucajac zarazem praw-
dziwosciowe kolizje, to mozemy po prostu z przedstawionych na tablicy 4.2
wykresli¢ te wiersze i kolumny, w ktérych wystepuje wartos¢ K. W rezultacie
otrzymamy tréjwartosciowa logike, ktora dopuszcza luki jako jedyne ano-
malie prawdziwosciowe. Dziatania charakteryzujace te¢ logike prezentujemy

- All L O Vi1l L O
110 111 L O 111 1 1
L|L LIL L O L1 L L
01 00 0 O 0(1 L O

Tablica 4.3: Matryca trojwarto$ciowa z luka prawdziwosciowa

na tablicy 4.3 Jesli natomiast, wykluczajac istnienie luk prawdziwosciowych,
zgadzamy sie na prawdziwosciowe kolizje, powinnismy tylko wykresli¢ z ta-
blicy 4.2 wartos¢ L. W rezultacie powstaje trojwartosciowa logika, ktora do-
puszcza kolizje jako jedyne anomalie prawdziwosciowe. Dziatania charakte-
ryzujace te logike prezentujemy na tablicy 4.4. Zaprezentowang trojwarto-
sciowg logike, ktéra uwzglednia luki prawdziwosciowe, okreslimy jako Luk, a
te, ktora uwzglednia kolizje prawdziwosciowe, okreslimy jako Kol.
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- ANl1l K O V|l K O
110 1/1 K O 111 1 1
K|K K|K K O K1l K K
o1 00 0 O 01 K O

Tablica 4.4: Matryca trojwartosciowa z kolizja prawdziwosciowa

Logiki: Anom, Luk i Kol sg to najblizsze klasycznemu rachunkowi zdan
logiki wielowartosciowe. Poza uwzglednieniem obu lub tylko jednego typu
anomalii prawdziwosciowych logiki te nie réznig sie od klasycznego rachunku
zdan. Tworca logiki Anom jest Nuel D. Belnap, Jr., logiki Luk Stephen C.
Kleene, a logiki Kol Graham Priest.

Wynikanie a warto$ci wyréznione. Formutujac definicje 8, przyjelismy,
ze wniosek wynika logicznie z przestanek wtedy i tylko wtedy, gdy wniosek
jest prawdziwy w kazdej interpretacji, w ktorej prawdziwe s wszystkie prze-
stanki. Innymi stowy wynikanie dziedziczy prawde. Chcac badaé¢ zwiazki lo-
giczne w logikach wielowartosciowych, musimy ustali¢, ktére wartosci maja
by¢ dziedziczone przez zwiazek wynikania logicznego. Takie wartosci okre-
slamy jako wartosci wyréznione, a zbidr wszystkich wartosci wyrdznionych
danej logiki oznaczamy jako 2*, podczas gdy €2 jest zbiorem wszystkich war-
tosci danej logiki. Uogdélniajac definicje wynikania logicznego na logiki wie-
lowartos$ciowe, zastapimy po prostu prawdziwos¢ przez wartos¢ wyrdzniong.

Definicja 24 (wynikanie wielowartosciowe) Wyrazenie B wynika logicz-

nie z wyrazen: Ay, As, ..., A, wtedy 1 tylko wtedy, gdy wyrazenie B przyj-
muje warto$¢ wyrozniong w kazdej takiej interpretacyi, w ktorej wszystkie
wyrazenia: Ay, As, ..., An przyimujg wartos$¢ wyrozniong.

Powiemy wiec, ze w klasycznym rachunku zdan warto$é¢ 1, to znaczy kla-
syczna prawda, jest jedynag wartoscig wyrdzniong. W odniesieniu do logik
wielowartosciowych te kwestie nalezy kazdorazowo przedyskutowa¢. W logice
Luk, podobnie, jak w klasycznym rachunku zdan, jedyng wartoscia wyréoz-
niong jest wartos¢ 1. Natomiast w logice Anom i w logice Kol za wyrdznione
uznamy dwie wartosci: 1 oraz K. Wyrazenia przyjmujace kazdg z tych war-
tosci sg bowiem, badz, co badz, prawdziwe. Wyrazenia, ktérym przystuguje
wartos$¢ 1, sa doktadnie prawdziwe, a wyrazenia, ktorym przystuguje wartosé
K, sa miedzy innymi prawdziwe. Decyzja dotyczaca uznania poszczegolnych
wartosci logicznych za wyrdznione jest istotna. Jakakolwiek modyfikacja w
tej materii zmienia zwykle tworzona logike.
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Matryca logiczna. Matryca logiczna jest to sposéb charakteryzowania ra-
chunkéw logicznych. Sktada sie na nia (a) niepusty zbiér wszystkich wartosci
logicznych €2, (b) niepusty zbiér wartosci wyréznionych *, ktéry jest pod-
zbiorem zbioru €2 i do ktérego naleza wartosci dziedziczone przez zwiazek
wynikania logicznego, oraz (c) charakterystyka matrycy, to znaczy zestaw
dziatan, ktore sa okreslone w zbiorze €2 i ktére charakteryzuja wartosé wyra-
zen ztozonych danej logiki. Ten zestaw dziatan moze, ale nie musi, przybrac¢
forme tabel, znanych nam z tablic 2.1, 4.2, 4.3 1 4.4. Nie uzywajac terminu
,matryca” zapoznaliSmy sie z nastepujaca matryca charakteryzujaca kla-
syczny rachynek zdan:

Q={1,0}, Q" = {1},

charakterystyka jest podana na tablicy 2.1. Ta matryca znana jest jako ma-
tryca klasyczna. W wypadku logiki Anom

Q={1,KL,0}, Q" ={1,K},

a charakterystyke matrycy podano na tablicy 4.2. W wypadku logiki Kol
Q={1,K,0}, Q" ={1,K},

a charkterystyke podano na tablicy 4.4. W wypadku logiki Luk
Q={1,L,0}, Q" ={1},

a charakterystyke podano na tablicy 4.3. Matematyczna teoria matryc lo-
gicznych stanowi jeden z najwazniejszych dziatéw logiki wyzszej.

Drzewa wielowartosciowe. Przedstawione logiki wielowartosciowe mozna
scharakteryzowac¢ za pomoca drzew analitycznych. W klasycznym rachunku
zdan wszystkie wyrazenia, ktore pojawialy sie na drzewie, traktowalidmy
jako prawdziwe. W logikach wielowarto$ciowych sytuacja jest nieco bardziej
skomplikowana. Umiescimy na drzewie wszystkie wyrazenia, ktorych wartosé
logiczna jest dla nas istotna. Wyrazenia, ktérym zechcemy przypisac¢ jedna
z wartosci wyroznionych, oznaczymy symbolem 6”7, a wyrazenia, ktérym
nie wolno przyja¢ zadnej z wartosci wyréznionych, symbolem ,,&”. Piszemy
zatem "A®7, jesli oczekujemy, ze warto$¢ wyrazenia A jest wyrdzniona, oraz
TAST jesli oczekujemy, ze warto$¢ wyrazenia A nie jest wyrdzniona.

Dla wszystkich oméwionych rachunkéw wielowartosciowych — Anom, Luk
i Kol — przyjmiemy te same, nastepujace regulty analityczne.
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Zgodnie z tymi dwiema regutami podwdjng negacje wolno pomingé — po-
dobnie, jak w logice klasyczne;j.

VANBE /AN B®
A® A° BE
BE
Koniunkcja przyjmuje warto$¢ wyrdznionag wtedy i tylko wtedy, gdy wartosci
wyréznione sg przyjmowane przez obydwa czynniki. Brak warto$ci wyroz-
nionej koniunkcji oznacza brak warto$ci wyrdznionej co najmniej jdenego
czynnika.

vV (ANB)® VvV (ANB)®
~BE
Negacja koniunkcji przyjmuje warto$¢ wyrézniona wtedy i tylko wtedy, gdy
negacja co najmniej jednego z czynnikéw odnosnej koniunkcji przyjmuje war-
tos¢ wyrdzniona. W przeciwnym razie negacja zadnego czynnika nie przyj-
muje wartosci wyrdznione;j.

VAVB® AV B®
A® B A°
B
Alternatywa przyjmuje wartos¢ wyrdzniong wtedy i tylko wtedy, gdy co naj-
mniej jeden sktadnik tej alternatywy przyjmuje wartos¢ wyrézniona. W prze-
ciwnym razie zaden ze sktadnikéw nie przyjmuje wartosci wyréznione;j.

Vo(AVB)E /(A VB)°

| / \

—A® —A® B
—~B®
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Negacja alternatywy przyjmuje wartos¢ wyrézniong wtedy i tylko wtedy, gdy
wartos¢ wyrozniona przyjmuja negacje obu skladnikéw tej alternatywy. W
przeciwnym razie negacja co najmniej jednego ze sktadnikéw nie przyjmuje
wartosci wyrdznione;j.

Dla trzech roznych logik przyjelismy te same reguty analityczne. O réznicy
miedzy logikami zadecyduja tym razem wytacznie reguty dotyczace uznawa-
nia galezi za zamknigta. Wezmiemy pod uwage trzy mozliwosci. Galtaz moze
by¢ uznana za zamknietg wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie wyrazenie
A, ze na tej galezi napisano:

(a) "A®T oraz TA®T,
(b) TA®T oraz T—A%PT,
(¢) "TA®T oraz T—AST.

Jedli przyjmiemy regute (a), jako jedyna regute zamykania gatezi, uzyskamy
czterowartosciowa logike Anom, dopuszczajaca wszelkie anomalie prawdziwo-
Sciowe: luki oraz kolizje. Jesli, jako reguly zamykania gatezi, przyjmiemy
reguly: (a) oraz (b), i zadnych innych, otrzymamy tréjwartosciowa logike
Luk, dopuszczajaca luki jako jedyne anomalie prawdziwosciowe. Jedli, jako
reguly zamykania galezi, przyjmiemy reguly: (a) oraz (c), i zadnych innych,
otrzymamy trojwartosciows logike Kol, dopuszczajaca kolizje jako jedyne
anomalie prawdziwosciowe. Wreszcie — co moze by¢ dos¢ interesujacym od-
kryciem — jesli, jako reguty zamykania galezi, przyjmiemy wszystkie trzy
sformutowane tutaj reguty: (a), (b) oraz (c), i zadnych innych, otrzymamy
znéw klasyczny rachunek zdan. Dzieje sie tak dlatego, ze reguta (b) wyklucza
kolizje, a reguta (c) luki prawdziwosciowe.

Badajac logicznos¢ wnioskowania, zadajemy w korzeniu wszystkie prze-
stanki oznaczone symbolem ,®” i wniosek oznaczony symbolem ,&”.

Podobnie, jak w logice klasycznej, z zakonczonych, ale otwartych, gatezi
mozna odczytywaé interpretacje. ktére czynig zadosé postulatom okreslonym
w korzeniu drzewa. Dla dowolnej litery zdaniowej A, ktoéra wystepuje na
rozwazane] galtezi, odczytaniem interpretacji rzadza reguty:

a) jesli TA®T oraz T—A® T naleza do galezi, to V(A) =K,

(
(

b) jesli "A®T oraz "= A®T naleza do galezi, to V(A) =L,

(c) jesli "TA®T nalezy do galezi, zas " A% nie nalezy, to V(A) = 1,
(d) jesli "—A®T nalezy do galtezi, zas "A®™ nie nalezy, to V(A) = 0,
(e) jesli "A®T nalezy do galezi, zas "—A®™ nie nalezy, to V(A) = 0,
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(f) jesli "= A®T nalezy do gatezi, zas "A®™ nie nalezy, to V(A) = 1.

Interpretacja pozostatych liter jest nieistotna. Zauwazmy jeszcze, ze wszyst-
kie reguty sa niepowtarzalne. Wobec tego rozwazane tutaj logiki wielowarto-
Sciowe sg rozstrzygalne.

Logiki modalne

Logiki modalne powstaty w tym celu, zeby do grona statych logicznych wpro-
wadzi¢ terminy intensjonalne — co najmniej te terminy, w ktorych sg wyra-
zane modyfikacje prawdy i falszu. Z czasem niektorzy uczeni zaczeli marzyé
o formalizacji dowolnych terminéw nieekstensjonalnych. W rzeczywistosci
wspotezesne logiki modalne pozwalaja na uwzglednienie zrelatywizowanych
wartosci logicznych: wzglednej prawdy i wzglednego falszu.

Relatywizacja wartosci logicznych. Trudnosé logiki modalnej bierze si¢
stad, ze metody matematyczne ze swej natury ograniczaja sie do terminow
ekstensjonalnych. Metody logiki modalnej opieraja sie na takim pomysle, ze
klasyczne wartosci logiczne sa traktowane jako wzgledne. Relatywizacja jest
gtownym — jesli nie jedynym — narzedziem wspotczesnej logiki, stuzacym
w jej probach przekraczania granic ekstensjonalnosci.

Wspomniana relatywizacja wartosci logicznych, polega na tym, ze, ogra-
niczajac sie zwykle do wartosci klasycznych: prawdy i falszu, nie traktujemy
tych wartosci jako bezwzglednych, ale jako wzgledne. Na przyktad wartos¢
logiczna zdania ,Bolestaw Chrobry jest krolem Polski” moze zostaé zrelaty-
wizowana do czasu. Rozwazane zdanie nie jest w takim ujeciu ani po prostu
prawdziwe, ani po prostu fatszywe. Jest ono prawdziwe w pewnym czasie i
falszywe w innym. W szczegélnosci zdanie ,Bolestaw Chrobry jest krolem
Polski” byto prawdziwe 16 czerwca 1025 r., a falszywe 18 czerwca 1025 r.
(poniewaz krdl zmarl dzien wczesniej). Zakres potencjalnych relatywizacji
jest praktycznie nieograniczony:

e wyrazenie A jest prawdziwe w czasie x,

e wyrazenie A jest prawdziwe dla osoby x,

e wyrazenie A jest prawdziwe w ramach teorii z,
e wyrazenie A jest prawdziwe w stanie x wiedzy,

e wyrazenie A jest prawdziwe w stanie rzeczy (sytuacji) x.



Najprostsze logiki nieklasyczne 132

Zakres zmienno$ci zmiennej x nazywamy w tych wypadkach dziedzing rela-
tywizacji (wzglednosci), a elementy tej dziedziny nazywamy punktami rela-
tywizacyi. Jezeli dziedzing relatywizacji jest, powiedzmy, zbiér punktéw cza-
sowych, to mamy do czynienia z modalnosciami temporalnymi. Typ logiki
modalnej zalezy wiec od wyboru dziedziny relatywizacji wartosci logicznych.

Przeprowadziwszy relatywizacje wartosci logicznej, jestesmy gotowi do
charakteryzowania logiki modalnej. Rachunkowa strona logiki modalnej opiera
sie na takim pomysle, ze funkcja interpretacyjna V' nie przyporzadkowuje wy-
razeniu A wartodci logicznej, ale zbior tych punktéw, w ktorych wyrazenie A
jest prawdg. Zatem

V(A)

nie jest juz prawda ani falszem, ale zbiorem doktadnie tych punktow, w kto-
rych A jest prawda. Jesli wyrazenie A jest prawdag w punkcie x, to mowimy,
ze

r € V(A),

a jesli wyrazenie A jest falszem w punkcie z, to mowimy, ze

x & V(A).

Jedli, na przyktad, interesuja nas modalnosci temporalne, to V(Bolestaw
Chrobry jest krolem Polski) stanowi zbiér tych chwil, w ktérych zdanie ,Bo-
lestaw Chrobry jest krélem Polski” jest prawdg. Oprocz zmodyfikowanej we
wskazany sposob funkeji interpretacji musimy wskazaé¢ dziedzine relatywiza-
¢ji, czyli niepusty zbiér punktow relatywizacji, i ewentualnie jedng lub kilka
relacji w tym zbiorze.

Jezeli wyrazenie A jest zbudowane za pomoca terminu ekstensjonalnego,
przejetego z logiki klasycznej, to warto$¢ logiczna wyrazenia A w punkcie
x zalezy wytacznie od wartosci komponentow wyrazenia A w tym samym
punkcie z. Jezeli natomiast wyrazenie A jest zbudowane za pomoca terminu
modalnego, a wiec domniemanego terminu nieekstensjonalnego, to wartos¢
logiczna wyrazenia A w punkcie z moze zaleze¢ od wartosci komponentow
wyrazenia A w roznych punktach relatywizacji. Zwykle chodzi o punkty po-
zostajace w okredlonej relacji do punktu x. Na tym polega istota roéznicy
miedzy terminami ekstensjonalnymi a domniemanymi terminami intensjo-
nalnymi we wspotczesnych logikach modalnych. Do tego tez sprowadza sie
cata tajemnica tych logik.

Zanim zapoznamy si¢ z technicznymi szczegétami konstrukeji logik mo-
dalnych, zilustrujmy jeszcze omoéwiong réznice miedzy terminami ekstensjo-
nalnymi a terminami nieekstensjonalnymi za pomoca prostego przyktadu.
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Zwrocilismy uwage na pewne watpliwosci, dotyczace klasycznego symbolu
koniunkcji. PowiedzieliSmy, ze spdjnik ,i” nalezy niekiedy rozumie¢ jako i
potem”. Tak jest m.in. w zdaniu ,,Zuzanna wrécita do domu i potozyta sie
do t6zka”. Niech zatem symbol A" bedzie, jak dotad, zwyklym funktorem
koniunkcji. Natomiast symbol ,A” niech bedzie funktorem koniunkcji czaso-
wej. Wyrazenie "A A B nalezy odczytywaé: A i potem B. Poshugujac sie
wytozona wtasnie koncepcja relatywizacji i modalnosci, mozemy teraz powie-
dzie¢, ze wyrazenie "A A B jest prawdziwe w chwili x wtedy i tylko wtedy,
gdy obydwa wyrazenia: A, B sg prawdziwe w chwili x:

r € V(ANB) wtw z € V(A) oraz z € V(B).

Natomiast wyrazenie "A A B jest prawdziwe w chwili x wtedy i tylko wtedy,
gdy wyrazenie A jest prawdziwe w chwili = oraz istnieje taka chwila y, ze (a)
chwila = jest wcze$niejsza od chwili y i (b) wyrazenie B jest prawdziwe w
chwili y:

reV(AAXB) wtw z € V(A) oraz

istnieje takie y, ze (x jest wezesniejsze od y oraz y € V(B)).

Wida¢, ze wartos¢ logiczna klasycznej koniunkeji w punkcie x jest scharakte-
ryzowana w sposob analogiczny do klasycznego rachunku zdan i zalezy tylko
od wartosci logicznych w tymze punkcie x, podczas gdy wartosé logiczna nie-
klasycznej koniunkcji w punkcie x zalezy od wartosci logicznych w réznych
punktach, pozostajgcych w okreslonej relacji do punktu x. Dla uproszczenia
w obu wypadkach pomineliémy kwesti¢ interpretacji. Spojnik .i”, ktory wy-
stepuje w zdaniu ,,Zuzanna wroécita do domu i potozyta si¢ do t6zka” mozna
oddac¢ za pomocy scharakteryzowanego symbolu ,A”. Relacja bycia wcze-
Sniejszym jest przyktadem wspominanej relacji w dziedzinie relatywizacji.

Modalnosci aletyczne. Za aletyczne uwazamy takie modalnosci, jak ko-
nieczno$¢, mozliwos¢ i przygodnoscé. Pojecia te odgrywaja istotng role w wiek-
szosci typow wiedzy. Zdaniem niektorych badaczy powinny by¢ tez uwzgled-
niane w teorii wynikania logicznego.

Wprowadzamy do alfabetu klasycznego rachunku zdan dwa nowe sym-
bole: funktor koniecznosci ,,0” i funktor mozliwosci ,,&”. Uzupelniajac de-
finicje wyrazenia, przyjmujemy, ze, jesli A jest wyrazeniem, to wyrazeniem
jest réwniez

e "(OA)", odczytywane: jest konieczne, ze A, musi by¢ tak, ze A,

e "(OA)T, odezytywane: jest mozliwe, ze A, moze by¢ tak, ze A.
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Pod wzgledem kolejnosci wykonywania dziatan nowe symbole, zwane modal-
nymi, sa rowne symbolowi negacji, a wiec wczesniejsze od wszelkich funk-
torow dwuargumentowych. tfatwo sie przekonaé, ze symbole modalne nie
sg prawdziwosciowe, a wiec wykraczaja poza pole dziatania klasycznego ra-
chunku zdan. Jesli A jest prawda, to "<OA ! réwniez jest prawda, jednakze
na tej podstawie, ze A jest prawda, nie mozemy oceni¢ wartosci logicznej
wyrazenia " OA . Powstaje wiec pytanie, w jaki sposéb mozna je poddac
technikom matematycznym. We wspotczesnej logice modalnej stuzy do tego
wtasnie relatywizacja. W odniesieniu do teorii modalnosci aletycznych przyij-
mujemy cztery zalozenia.

Po pierwsze, wyrazenia nie sg prawdziwe ani falszywe po prostu, ale praw-
dziwe lub falszywe w poszczegélnch stanach rzeczy. Stwierdzenie, ze

r € V(A),

rozumiemy tak, ze wyrazenie A jest prawdziwe w stanie rzeczy x. Na przy-
ktad zdanie ,Bolestaw Chrobry byt krolem Polski” jest prawdziwe, poniewaz
sytuacja, stan rzeczy jest taki, ze Bolestaw Chrobry byl pierwszym krélem
Polski. Jednak nie musiatoby tak by¢, lecz mogloby by¢ inaczej. Gdyby stan
rzeczy byl inny, gdyby, powiedzmy, Chrobry zyt krocej lub cesarz Henryk
IT dtuzej, lub gdyby ten ostatni wygrat walki o Milsko i f.uzyce, do korona-
cji Bolestawa mogtoby nie dojs¢. Mogtoby do niej nie do$é¢ z wielu innych
powodow. Wowcezas — gdyby stan rzeczy byt pod interesujacym nas wzgle-
dem inny, niz jest — zdanie ,Bolestaw Chrobry byt krolem Polski” bytoby
fatszywe. Mozna wiec stwierdzi¢, ze zdania nie sa po prostu prawdziwe lub
falszywe. Sa raczej prawdziwe w okreslonym stanie rzeczy. Zdanie ,Bole-
staw Chrobry byt krélem Polski” jest prawdziwe w kazdym stanie rzeczy, w
ktorym Bolestaw Chrobry zostat namaszczony na kréla Polski, i falszywe w
pozostalych stanach rzeczy. Nazwijmy stan rzeczy, ktéry zachodzi, aktualnym
stanem rzeczy. Zdanie Bolestaw Chrobry byt krolem Polski” jest prawdziwe,
poniewaz w aktualnym stanie rzeczy Bolestaw Chrobry byt krélem Polski.
Niepusty zbior wszystkich stanéw rzeczy okreslamy jako €.

Po drugie, wartosci logiczne wyrazen zbudowanych za pomoca symboli
klasycznego rachunku zdan, sa obliczane analogicznie do logiki klasycznej.
Kazdej literze zdaniowej wolno przyporzadkowaé¢ dowolny zbiér stanow rze-
czy, dowolny podzbiér zbioru €2, wlaczajac w to zbior pusty i calty zbior €.
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Natomiast
reV(-A) wtw z ¢ V(A), (4.8)
r € V(ANB) wtw z € V(A) oraz z € V(B), (4.9)
reV(AVB)wtw z e V(A) lub z € V(B), (4.10)
reV(A— B) wtw z ¢ V(A) lub z € V(B), (4.11)
reVA=B)wtwzrz e VIA)NV(B)lubx ¢ V(A)UV(B). (4.12)

Zgodnie z warunkiem (4.8) wyrazenie "—A " jest prawda w punkcie x wtedy
i tylko wtedy, gdy wyrazenie A nie jest prawda w tym punkcie. Zgodnie
z warunkiem (4.9) wyrazenie "A A B jest prawda w punkcie x wtedy i
tylko wtedy, gdy obydwa wyrazenia A, B sg prawda w pukcie x. Zgodnie
z warunkiem (4.10) wyrazenie "A V B jest prawda w punkcie z wtedy i
tylko wtedy, gdy co najmniej jedno z wyrazen: A, B jest prawdg w pukcie x.
Zgodnie z warunkiem (4.11) wyrazenie "A — B jest prawda w punkcie x
wtedy i tylko wtedy, gdy badz wyrazenie A nie jest prawdag w punkcie x, badz
wyrazenie B jest prawda w pukcie z. Zgodnie z warunkiem (4.12) wyrazenie
A = B jest prawdg w punkcie x wtedy i tylko wtedy, gdy badz obydwa
wyrazenia: A, B sa prawda w punkcie z, badZ zadne z nich nie jest prawda
w tym punkcie.

Po trzecie, sfera dostepnych mozliwosci moze sie zmienia¢ wraz ze stanem
rzeczy. Zatem cos, co jest mozliwe w jednym stanie rzeczy, moze nie by¢ moz-
liwe w innym. Na przyktad, inkorporacja Prus do Polski i likwidacja Zakonu
Krzyzackiego bylty mozliwe w 1410 r., bezposrednio po zwyciestwie grun-
waldzkim. Po restauracji Zakonu ta mozliwos¢ znikneta. Zatem inkorporacja
Prus byta mozliwa w stanie rzeczy, w ktorym Jagietto spod Grunwaldu rusza
na Malbork. Natomiast w stanie rzeczy, w ktérym Jagietto spod Grunwaldu
wraca do Krakowa, byla niemozliwa. Na poziomie rachunkowym zaleznosc¢
mozliwosci od aktualnego stanu rzeczy oddajemy w ten sposob, ze z kazdym
stanem rzeczy x zwigzany jest zbior stanéw rzeczy mozliwych z punktu wi-
dzenia stanu rzeczy x. Méwimy o nich, ze sa osiggalne (dostepne) ze stanu
rzeczy x. Jesli stan rzeczy y jest osiagalny ze stanu rzeczy x, to moéwimy, ze
x siega do y, symbolicznie:

T <y.

W przeciwnym razie méwimy, ze x 4 y. Osiagalnos$¢ nalezy rozumie¢ tak, ze
r <y wtedy i tylko wtedy, gdy stan rzeczy y mogltby sie zisci¢, mogtby by¢
aktualny, jesli tylko aktualny bytby stan rzeczy .

Po czwarte, mozliwos¢ jest po prostu prawdziwosciag w co najmniej jednym
osiagalnym stanie rzeczy, a koniecznos¢ prawdziwoscia w kazdym osiagalnym
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stanie rzeczy:

r € V(OA) wtw dla pewnego y: (z < y oraz y € V(A)), (4.13)
xr € V(OA) wtw dla kazdego y: (jesli z < y, to y € V(A)). (4.14)

Zgodnie z warunkiem (4.13) wyrazenie "OA ™ jest prawdziwe w stanie rzeczy
x wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenie A jest prawdziwe w co najmniej jednym
stanie rzeczy dostepnym z z. Zgodnie z warunkiem (4.14) wyrazenie "OA™
jest prawdziwe w stanie rzeczy x wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenie A jest
prawdziwe w kazdym stanie rzeczy dostepnym z x. Mozliwe jest wiec to, co
zachodzi w co najmniej jednej osiggalnej mozliwosci, a konieczne jest to, co
zachodzi w kazdej osiggalnej mozliwosci.

Idea analizowania modalnosci aletycznych za pomoca pojecia mozliwego
stanu rzeczy pochodzi od niemieckiego matematyka i filozofa, Gottfrieda Wil-
helma Leibniza. R6zne mozliwe stany rzeczy nazywat on mozliwymi Swiatami.
Ta nazwa jest tez popularna wspoétczesnie. Czesto moéwi sie o zdaniu praw-
dziwym w pewnym mozliwym Swiecie zamiast w pewnym mozliwym stanie
rzeczy. Blizszy namyst nad sformutowanymi zalozeniami pokazuje, ze teoria
modalnodci aletycznych jest w gruncie rzeczy precyzyjnym, matematycznym
odpowiednikiem znanej kazdemu praktyki gdybania, to znaczy, polega na roz-
wazaniu, co by byto, gdyby rzeczy miaty sie w okreslony sposéb, a doktadniej,
do czego mogtoby doj$¢, gdyby rzeczy miaty sie w okreslony sposéb.

Jesli przez interpretacje w logice modalnej bedziemy rozumie¢ uktad zto-
zony ze zbioru 2 punktow relatywizacji, relacji < okreslonej w tym zbiorze i
wlasciwej funkcji interpretacyjnej V:

(Q,=<,V), (4.15)

to w logice modalnej mozemy stosowac zwykte, klasyczne pojecie wynikania
z ta roznica, ze nalezy wprowadzi¢ do niego moment relatywizacji wartosci
logicznych.

Definicja 25 (wynikanie modalne) Wyrazenie B wynika logicznie z wy-
razen: Ay, As, ..., A, wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenie B jest prawdziwe w
kazdym takim punkcie kazdej interpretacyi, ze w tym punkcie prawdziwe sg
wszystkie wyrazenia: Ay, Ag, ..., An.

Sens definicji 25 jest taki, ze wniosek wynika logicznie z przestanek wtedy i
tylko wtedy, gdy nie da si¢ skonstruowac¢ takiego mozliwego stanu rzeczy, w
ktérym prawdziwe sg wszystkie przestanki, ale wniosek jest falszywy. Ana-
logicznie mozna definiowaé pozostale zwigzki logiczne. Taka rozbudowana
interpretacja, jak uktad (4.15), bywa okreslana jako semantyka relacyjna.
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Za pomoca logiki modalnej mozemy pdjaé prébe analizy tezy (4.6) starca
Zosimy. Teza ,jezeli Boga nie ma, to wszystko jest dozwolone” nie musi
by¢ rozumiana po prostu jako implikacja (4.7). Mozna przyjaé, ze w tezie
(4.6) chodzi o stwierdzenie koniecznego zwiazku miedzy prawem moralnym
a istnieniem Boga-Prawodawcy:

O (Boga nie ma — wszystko jest dozwolone). (4.16)

Chodzitoby wiec o konieczna implikacje "O(A — B)7, zwang zwykle Scislqg
implikacjg, a nie o zwykta, klasyczna implikacje "A — B7. Zdanie (4.16)
stwierdza, ze nie ma osiagalnej (dostepnej) mozliwosci, w ktérej nie byloby
Boga, ale obowigzywatoby prawo moralne. Nie méwi jednak ani o tym, czy
Bog jest, ani o tym, czy prawo moralne obowigzuje. Dzieki temu przyjecie
istnienia Boga nie czyni zdania (4.16) automatycznie prawdziwym, a odrzu-
cenie zdania (4.6) nie wymaga odrzucenia istnienia Boga.

W warunkach (4.8)—(4.12) odzyskalismy calosé klasycznego rachunku zdan.
Symbole tego rachunku sa w ramach logiki modalnej ekstensjonalne w takim
sensie, ze wartos$¢ logiczna wyrazenia ztozonego w punkcie z zalezy wytacznie
od wartosci logicznych komponentéow tego wyrazenia w tym samym punkcie
x. Terminy modalne wspotczesnej logiki sa intensjonalne w takim sensie, ze
warto$¢ logiczna wyrazenia A, zbudowanego za pomoca terminu modalnego,
w punkcie x moze zaleze¢ od wartosci logicznych komponentéw wyrazenia A
w réznych punktach relatywizacji.

Zgodnie z zasada ekstensjonalnosci wartosé logiczna wyrazenia ztozonego
zalezy wylacznie od wartosci logicznych wyrazen sktadowych. Relatywizacja
pozwala na pewne przekroczenie tej zasady. Mianowicie wartos¢ logiczna wy-
razenia w punkcie x moze zaleze¢ nie tylko od wartosci logicznych wyrazen
sktadowych w tym samym punkcie x, ale réwniez w innych punktach rela-
tywizacji. Tak jest w wypadku nieekstensjonalnych terminéow wspotczesnej
logiki modalnej.

Modalne logiki, ktore czynig zados¢ sformutowanym ostatnio czterem wa-
runkom, okre$lamy jako normalne logiki modalne. Uzycie terminu w liczbie
mnogiej nie jest tutaj przypadkowe. Okazuje si¢ bowiem, ze takich logik jest
wiele.

Normalne logiki modalne. Jak powiedzieliémy, wartosé¢ logiczna wyra-
zenia niemodalnego w dowolnym punkcie zalezy wylacznie od zawartosci
tego punktu. Natomiast wartos¢ logiczna wyrazen zawierajacych funktory
modalne moze zaleze¢ ponadto od zawartosci innych osiggalnych punktow,
mianowicie punktéw osiagalnych (dostepnych). Konstruujac semantyke re-
lacyjna, jak dotad przyjmowaliSmy, mozna catkiem dowolnie decydowaé¢ o
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tym, ktore sa potaczone relacja osiggania. Prowadzi to do wynikéw moga-
cych wprawi¢ w ostupienie. Rozwazmy najpierw regute

O(p — ¢),0p F Og, (4.17)

ktora jest swego rodzaju modalnym odpowiednikiem reguty Modus Ponens.
Ta reguta jest prawdziwa w Swietle przyjetych przez nas zatozen. Przypusémy
bowiem, ze pewien stan rzeczy x bytby dla niej kontrprzyktadem, a wiec

z € V(D(p —q)),z € V(Op), ale x ¢ V(Og)

Zgodnie z zasada (4.14) znaczy to, ze wyrazenia: ,p — ¢”, ,p” sa prawdziwe
w kazdym punkcie dostepnym z x, ale istnieje co najmniej jeden taki punkt
dostepny z z, ze wyrazenie ,q” nie jest w nim prawdziwe. Wybierzmy taki
punkt i nazwijmy go punktem a. Zatem

a€V(p—q),acV(p), alea ¢ V(q).

[stnieje wiec punkt, w ktérym prawdziwa jest pewna implikacja i jej po-
przednik, ale nie jej nastepnik. To za$ jest sprzeczne z zasada (4.11). Zatem
istnienie kontrprzyktadu dla reguty (4.17) nie jest mozliwe. Z drugiej strony
okazuje sie, ze w $wietle przyjetych zatozen obowigzuje reguta

Op ¥ p, (4.18)

to znaczy, konieczno$¢ nie pociaga zachodzenia. Wezmy bowiem pod uwage
taki kontrprzyktad:

Q={a,b},a <b,V(p) ={b},

w ktorym mamy doktadnie dwa stany rzeczy: a i b, przy czym relacja osia-
gania jest taka, ze doktadnie a osiaga b, zas wyrazenie ,p jest prawdziwe w
stanie rzeczy x i tylko w nim. W takiej interpretacji

x € V(Op), ale x ¢ V(p),

poniewaz a nie osigga samego siebie. Nie przyjeliSmy bowiem, ze a < a. Jest
to jeden z najbardziej zdumiewajacych wynikéw logiki modalnej. Przeciez,
jak sie wydaje, stad, ze planety musza okraza¢ Storice, z pewnoscig wynika to,
ze planety okrazaja Stonce. Co by¢ musi, to jest. Bo blizszym namysle sprawy
okazuja sie wszakze bardziej zawiktane. Jesli bowiem wezmiemy pod uwage,
powiedzmy, koniecznos¢ moralng, czyli obowiazek, tatwo sobie uswiadomimy,
ze nie zawsze dzieje sie to, co dzia¢ sie powinno. Adam i Ewa mieli koniecznie
powstrzymac sie od spozycia owocu z drzewa poznania dobra i zta. Obywatel
ma koniecznie ptaci¢ podatki. Okazuje sie zatem, ze terminy modalne w je-
zyku naturalnym sa wieloznaczne. Zilustrujmy za pomocg przyktadéw kilka
najwazniejszych typow koniecznosci i mozliwosci:
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logiczna — zadna liczba nie moze by¢ parzysta i nieparzysta,
ontologiczna (filozoficzna) — racjonalny swiat musi mie¢ stworce,
fizyczna — nikt nie mozZe poruszac sie szybciej niz Swiatto,
biologiczna — kazdy ssak musi si¢ odzywiac,

techniczna — nikt nie moze polecie¢ z Ziemi na Betelgeuse,

moralna (prawna) — kazdy musi szanowaé rodzicow.

Konieczno$é logiczna jest umocowana na prawach logiki. Przyjecie, ze pewna
liczba jest parzysta i nieparzysta prowadzi do sprzecznosci. Koniecznos$é onto-
logiczna, fizyczna i biologiczna opiera si¢ na domniemanych prawach, ktoére sa
odkrywane w ramach odnosnych nauk. Zauwazmy, ze nie ma zadnej sprzecz-
nosci w przypuszczeniu, ze jakies ciato porusza si¢ szybciej niz $wiatto. Prze-
ciwnie, fizyka klasyczna opierata si¢ na takim zalozeniu. Koniecznos¢ tech-
niczna odpowiada temu, co jest wykonalne na okreslonym etapie rozwoju
ludzkich narzedzi. Prawa fizyki nie wykluczaja podrozy na Betelgeuse, ale
obecnie nikt nie mogtby tego dokazaé¢. Niepodobna bowiem zbudowaé¢ odpo-
wieni statek kosmiczny. Koniecznos¢ moralna lub prawna odpowiada temu,
co jest nakazane przez okreslone normy. To, czy niektore z tych typéw mo-
dalnosci nie sg tozsame z innymi, i to, czy istnieja inne typy modalnosci
aletycznych, jest kwestig dyskusji. Jest wszakze jasne, ze mozna mowi¢ o
roznych sposobach rozumienia odno$nych terminéw modalnych. Nie bytoby
wiec nic dziwnego w tym, zeby réznym ich znaczeniom odpowiadaly rézne
logiki.

Réznicowaniu normalnych logik modalnych stuzy relacja osiagania. Rozne
logiki powstaja w zaleznosci od tego, jaki margines swobody zostawiamy
sobie w odniesieniu do powigzania stanow rzeczy ta relacja. Relacja osiggania
moze by¢ przede wszystkim

seryjna Vo: dy: x <y,

zwrotna Vo: x <z,

symetryczna Ve,y: (z <y —y < x),
przechodnia Ve,y,z: (t <yAy<z—x<2),
uniwersalna Vo, y: z < y.

Seryjnos¢ relacji polega na tym, ze kazdy punkt siegga do co najmniej jednego
punktu. Wykluczone sg wiec $lepe zautki, to znaczy punkty, z ktorych nic
nie jest osiggalne. Zwrotnos$¢ polega na tym, ze kazdy punkt jest osiggalny
z samego siebie. Symetria polega na tym, ze punkt jest osiggalny z kazdego
punktu, do ktoérego sam sigega. Przechodnio$¢ polega na tym, ze punkty osig-
galne w kilku krokach sg zarazem osiggalne w jednym kroku. Uniwersalnos¢
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polega na tym, ze relacja zachodzi miedzy catkiem dowolnymi punktami.
Przypomnijmy jeszcze, ze relacje, ktora jest zarazem zwrotna, symetryczna
i przechodnia, okreslamy jako rownowaznos$ciowa. Najwazniejsze normalne
logiki modalne powstaja przez ustalenie wtasnosci relacji osiagania:

logika K dowolna relacja osiggania,

logika D relacja osiggania seryjna,

logika T relacja osiggania zwrotna,

logika B relacja osiggania zwrotna i symetryczna,

logika S4 relacja osiggania zwrotna i przechodnia,
logika S5 relacja osiggania rownowaznosciowa lub uniwersalna.

Zauwazmy, ze logika S5 moze zosta¢ scharakteryzowana na dwa sposoby.
Mozna przyja¢ badz to, ze relacja osiggania jest zarazem zwrotna, syme-
tryczna i przechodnie, badz to, ze jest uniwersalna. Kazda relacja uniwersalna
jest zwrotna, symetruczna i przechodnia, ale nie odwrotnie.

Roézne logiki moga oznaczaé¢ rozne zwiazki wynikania, sprzecznosci i réw-
nowaznosci logicznej, a takze rézne zbiory tautologii i antylogii. Zeby unikna¢
nieporozumienia, w razie potrzeby uzupetlniamy symbol -7 nazwa wtasci-
wej logiki, umieszczajac te nazwe w dolnym indeksie. Na przyktad symbol
+x” oznacza wynikanie w ramach logiki K, a symbol ,|-g5” wynikanie w ra-
mach logiki S5. Sformulowane cztery zasady konstrukeji normalnych logik
modalnych, bez jakichkolwiek wymogéw naktadanych na relacje osiaggania,
charakterysuja logike K. Wobec ustalen (4.17) oraz (4.18) mozemy wiec po-
wiedzie¢, ze

O(p — ¢), Op Fx Og,
Zauwazmy natomiast, ze

Zat6zmy bowiem, ze w pewnej interpretacji € V(Op). Wobec tego, dla
dowolnego y osiagalnego z x jest tak, ze y € V(p). Poniewaz w logice T kazdy
punkt osiaga sam siebie, = € V(p), a wiec nie moze istnie¢ kontrprzyktad, w
ktorym relacja osiggania jest zwrotna. Okazuje sie wiec, ze wnioskowanie:

Op..p

jest logiczne w swietle jednej logiki i nielogiczne w $wietle innych. Jest to
zastanawiajace, a takich interesujacych przypadkoéw jest znacznie wiecej.
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Wida¢ wiec, ze rozne logiki modalne moga wyznaczaé¢ rézne zwigzki lo-
giczne. Nie znaczy to, bynajmniej, zeby te rézne logiki byty wolne od wzajme-
nych powiazan. Zauwazmy przyktadowo, ze kazda interpretacja typu S5 jest
zarazem interpretacja kazdego innego typu, ale nie odwrotnie. Znaczy to, ze
kazdy kontrprzyktad typu S5 jest tez kontrprzyktadem w kazdej innej rozwa-
zanej logice. Wobec tego, jesli wynikanie zachodzi na gruncie ktérejkolwiek
z wymienionych logik modalnych, zachodzi tez na gruncie logiki S5. Ogolnie

Tablica 4.5: Krata normalnych logik modalnych

miedzy zbiorami interpretacji zachodza zaleznosci zaprezentowane na tablicy
4.5. Kazda interpretacja wtasciwa logice znajdujacej sie na tej tablicy wy-
zej jest zarazem interpretacja wilasciwg dla logiki znajdujacej sie nizej, ale
nie odwrotnie. Zbior interpretacji wtasciwych logice S5 jest doktadnie ilo-
czynem zbioréw interpretacji wtasciwych logikom B i S4. Z drugiej strony,
kazdy przypadek wynikania zachodzacy w Swietle logiki umieszczonej nizej
zachodzi w $wietle logiki umieszczonej wyzej. Zbior przypadkéw wynikania
zachodzacych w $wietle logiki S5 jest suma zbioréw tych przypadkow, ktore
zachodza w swietle logik B i S4. Ogdlnie méwimy, ze logika umieszczona wyzej
jest mocniejsza, a logika umieszczona nizej jest stabsza.

Wielu uczonych uwaza, ze logika D odpowiada pojeciu koniecznosci mo-
ralnej lub tez prawnej. Na gruncie tej logiki obowigzuje, co prawda, reguta
Op ¥ p ale réwniez reguta Op = Op, zgodnie z ktérg wszystko, co jest naka-
zane, jest zarazem dozwolone. Natomiast koniecznosé¢ fizyczna lub logiczna i
podobne pojecia koniecznosci bytyby zwigzane z logikami mocniejszymi od
D. Mianowicie z logikami, w ktérych obowiazuje reguta Op = p.

Drzewa modalne. Konstruujac logiki modalne za pomocg techniki drzew
analitycznych, przyjmujemy reguty analityczne dotyczace termindéw logiki
klasycznej i dotyczace terminéw modalnych. Te pierwsze reguty sa doktadnie
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analogiczne do regut klasycznych, uwzgledniajg jedynie relatywizacje warto-
Sci logicznych.

NE Y.

z: A
Vi ANB vV x: (AANB)

| /N

z: A z: —A z: B
z: B
vV AVB VvV ax:-(AVB)

z: —A z: B z: A
X —|B
Ji:A=B VvV xr: (A =B)

: s

/ N\ / N\
z: A z: —A z: A z: —A
z: B z: B z: B rz:B

Ponadto przyjmujemy reguty dotyczace funktoréw modalnych.
vV OA /x: -OA

| |
x <y <y
y: A y: A
W tych regutach = jest dowolnym punktem relatywizacji, a y jest punktem,
ktory jeszcze nie wystapit na gatezi.
x v: OA % x: ~OA
<Y r =<y

y: A y: A



Najprostsze logiki nieklasyczne 143

W tych regutach x i y sa dowolnymi punktami relatywizacji.

Analogicznie do logiki klasycznej, ale uwzgledniajac relatywizacje warto-
sci logicznych, uznajemy, ze gataz jest zamknieta wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taki x i takie wyrazenie A, ze do tej gatezi naleza obydwa napisy:
x: A, x: - A. Punkty relatywizacji mozemy nazywac¢ wedle wlasnego uznania.
Na przyktad mozemy je numerowaé, przypisywac im kolejne liczby naturalne.

Przedstawione dotad reguty charakteryzujg logike modalng K. Aby uzy-
ska¢ mocniejsze normalne logiki modalne, nalezy przyja¢ ponadto reguty wy-
razajace wlasnosci relacji osiagania.

1. W logice K nie przyjmujemy zadnych regut ograniczajacych relacje osia-
gania.

2. Aby scharakteryzowaé logike D, przyjmujemy nastepujaca regute. Jezeli
na pewnej otwartej gatezi punkt x wystepuje w jakimkolwiek kontek-
Scie, ale dla zadnego y nie napisano na tej gatezi, ze z < y, to na tej
gatezi nalezy napisaé, ze x < z, przy czym z jeszcze na tej galezi nie
wystapit.

3. Aby scharakteryzowac¢ logike T, dla dowolnego punktu x, na otwartej
galezi, na ktérej ten punkt wystepuje, nalezy napisaé, ze r < x.

4. Aby scharakteryzowaé¢ logike B, jesli na otwartej galezi napisano, ze
x <y, to na tej samej galezi nalezy napisac, ze y < x.

5. Aby scharakteryzowac¢ logike S4, jesli na otwartej galezi napisano, ze
xr <y oraz y < z, to na tej samej gatezi nalezy napisac, ze r < z.

6. Aby scharakteryzowa¢ logike S5, nalezy, dla dowolnych punktéow z,y,
przyjaé, ze x < y. W taki sposdéb nalezy stosowa¢ reguty rzadzace
uzyciem funktoréw modalnych. Aby oszczedzi¢ miejsca, mozna w ogole
nie pisa¢, ze x < y.

Zauwazmy, ze reguty wyznaczajace system K, T, B i S5 gwarantujg zakoncze-
nie kazdego drzewa i stanowig algorytm rozstrzygania. Natomiast reguty wy-
znaczajace system D i system S4 pozwalajg na generowanie nowych punktow
semantyki. Z tego powodu podobnie, jak w logice pierwszego rzedu, w tych
logikach modalnych mozliwe jest powstanie drzew nieskonczonych. Reguty
dotyczace logiki B i logiki S4 daja sie tatwo uja¢ w zwykta forme graficzna.

T <y T <y
Yy <=z
y=<x

r <z
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W logice S5, przyjmujac, ze dowolne dwa punkty nawzajem do siebie siegaja,
mozemy po uprosci¢ reguty dotyczagce fiunktoréw modalnych do nastepujace;j
postaci. Ponadto przyjmujemy reguty dotyczace funktoréw modalnych.

Vo OA Vv x: —O0A x r: OA x x: 2OA

y: A y: A y: A y: A

Przy czym, jak poprzednio, w dwoch pierwszych regutach x jest dowolnym
punktem, a y punktem, ktory dotad nie wystapit na galezi. Natomiast w
dwoch ostatnich regutach x i y sa dowolnymi punktami relatywizacji.

Z otwartych, ale zakonczonych, galezi mozna tatwo odczyta¢ wyzanczone
interpretacje. Zbior €2 stanowig doktadnie te punkty, ktére w dowolnym kon-
tekscie pojawiaja sie na galezi. Relacja osiagania taczy doktadnie te punkty
x,y, dla ktorych na tej gatezi napisano, ze x < y. Jedli, dla dowolnego wyra-
zenia atomicznego A i dowolnego punkktu z, na tej gatezi pojawia sie napis:
x: A, to x € V(A). Jesli za$ pojawia sie na tej galezi napis: x: = A, to
x ¢ V(A). Wartosci innych wyrazen atomicznych sa obojetne.

Za pomocy zaprezentowanych narzedzi mozna sie tatwo przekonac, ze

Op, Ogq F« O(p A q), (4.19)
Op, Oq¥x O(p A q). (4.20)

Rzeczywiscie, zgodnie z reguly (4.19), stad, ze czlowiek jest z koniecznosci
zwierzeciem i ze czlowiek jest z koniecznosci rozumny, wynika, ze cztowiek jest
z koniecznosci zwierzeciem rozumnym. Natomiast, zgodnie z reguta (4.20),
stad, ze cztowiek moze by¢ kobieta i ze moze by¢ mezczyzna, nie wynika, zeby
cztowiek moéglt by¢ zarazem i kobieta, i mezczyzng. Sprawdzmy zaleznosci
(4.19) i (4.20) za pomoca drzew analitycznych.

* 1: Op
* 1: Oq
v 1: =0(p A g)
1<2
vV 2:2(pAq)
2:p
2:q
/ N\
2:—p 2: g
® ®
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Jak powiedzielismy, reguta (4.19) obowiazuje tym samym we wszystkich lo-
gikach mocniejszych niz K, a wiec we wszystkich normalnych logikach modal-
nych.

VvV 1:Op
VvV 1:<¢q
x 1: =O(pAq)
1<2
2:p
1<3
3:q
2: 2(pANg
3:2(pAq)

/N

2: -p 2: -q
o/ N\
3:p 3: g
© b2y

Odczytany z tego drzewa kontrmodel

~—

0 =1{1,2,3},
<={(1,2),(1,3)},
Vip) = {2},
Vig) = {3}

Mozemy ponadto przekonaé sie, ze

Dp I_T D, (4.21)
ptr Op, (4.22)
Op Fp Cp. (4.23)

Wszystkie wymienione reguty inferencyjne nalezg do klasyki logiki modalne;j.
Sa one kolejno odpowiednikami $redniowiecznych regul: a necesse ad esse
valet consequentia formalis (z tego, ze musi by¢, wynika logicznie, Ze jest), ab
esse ad posse valet consequentia formalis (z tego, ze jest, wynika logicznie, ze
moze by¢), a necesse ad posse valet consequentia (z tego, ze musi by¢, wynika
logicznie, ze moze by¢). Dwie pierwsze reguly nie obowiazuja ani w logice K,
ani D, a ostatnia nie obowigzuje w logice K.
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Q= {1},
<=0
V(p)=2.

* 1: 0Op
1:—=p
1<1

1:p
1: =5p

0= {1},
<=0
V(p) =%

146
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1:p

x* 1:2Op
1<1
1:—p
®

Jak wspomnieliémy, wszelkie logiki modalne opieraja siec w zasadzie na
jednej, tej samej idei, mianowicie na relatywizacji wartosci logicznych. Nie
ma wiec nic dziwnego w tym, ze logiki te sa do siebie nawzajem biznia-
czo podobne, choé¢ rzekomo dotycza calkiem innych dziedzin. Poznalismy
najprostsze teorie modalnosci aletycznych. Dla poréwnania przyjrzyjmy sie
gtownym pojeciom nalezacym do zakkresu logiki temporalnej, to znaczy lo-
giki modalnoéci temporalnych. Zauwazmy, ze jedyna wtasciwie roéznica jest
to, ze umawiamy si¢ traktowa¢ punkty relatywizacji nie jako stany rzeczy,
ale jako chwile.

Modalnosci temporalne. Rozwazmy przyktadowo modalnosci tempora-
Ine: czas przyszly i czas przeszty. Wprowadzamy do alfabetu klasycznego
rachunku zdan takie cztery dodatkowe symbole, ktoére uznajemy za state
logiczne: ,F”, P”, .G” oraz ,H”, ze, jesli A jest wyrazeniem, to wyrazeniem
jest tez

e "(FA)™, odczytywane: kiedy$ bedzie tak, ze A,

o

(

e "(PA)7, odczytywane: kiedy$ bylo tak, ze A,
(GA)7, odezytywane: zawsze bedzie tak, ze A,
(

e "(HA)™", odczytywane: zawsze byto tak, ze A.

Pod wzgledem kolejnosci wykonywania dzialan symbole te sa réwne sym-
bolowi negacji. Latwo si¢ przekonac, ze wprowadzone przez nas dodatkowe
symbole nie s ekstensjonalne (prawdziwosciowe). Zeby ustali¢ wartoéé lo-
giczna wymienionych wyrazen ztozonych, nie wystarczy wiedzie¢, jaka jest
warto$¢ logiczna wyrazenia A. Trzeba wiedzie¢ réwniez odpowiednio, jaka
byta lub bedzie wartos¢ logiczna tego wyrazenia w réznych punktach czasu.
Przyjmijmy zatem, dla dowolnych punktéw x i y, nalezacych do zbioru €2, ze

T <y

znaczy tyle, ze chwila x jest wezesniejsza od chwili y (ewentualnie chwila y
jest pézniejsza od chwili y). W przeciwnym razie powiemy, ze 4 y. Mozemy
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wowczas przyjac, ze

z € V(FA) wtw dla pewnego y : (x < y oraz y € V(A)), (4.24)
x € V(PA) wtw dla pewnego y : (y < z oraz y € V(A)). (4.25)

Zmaczy to, ze wyrazenie "FA jest prawda w chwili x wtedy i tylko wtedy,
gdy wyrazenie A jest prawdag w co najmniej jednej chwili pdézniejszej niz
chwila x. Wyrazenie "PA ' jest prawdg w chwili x wtedy i tylko wtedy, gdy
wyrazenie A jest prawda w co najmniej jednej chwili weze$niejszej niz chwila
x. 7 drugiej strony

x € V(GA) wtw dla kazdego y : (jeSli z < y, to y € V(A)), (4.26)
z € V(HA) wtw dla kazdego y : (jesli y < x, toy € V(A)). (4.27)

Znaczy to, ze wyrazenie " GA 7 jest prawda w chwili z wtedy i tylko wtedy, gdy
wyrazenie A jest prawda w kazdej chwili p6zniejszej niz chwila . Wyrazenie
"THA" jest prawdg w chwili x wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenie A jest
prawda w kazdej chwili wezesniejszej niz chwila x.

Jezeli potraktujemy jako interpretacje tacznie zbidr Q punktéw w cza-
sie, relacje < nastepstwa czasowego i wlasciwa funkcje interpretacyjna V,
to mozemy stosowaé w logice temporalnej klasyczna definicje wynikania i
analogiczne definicje pozostatych zwiazkow logicznych.

Omawiajac problem modyfikacji wartosci logicznych, zwrocilismy uwage
na pewne trudnosci dotyczace funktora koiunkcji. Niektore z tych trudnosci,
rzeczywiscie, mozna tatwo rozwiaza¢ na gruncie logiki temporalnej. Mozna
zdefiniowa¢ symbol koiunkcji czasowe;j:

"TAXBTETANFBY,

co nalezy odczytywac: A i potem B znaczy tyle, co A i kiedys bedzie tak, ze
B. Latwo sie przekonad, ze symbol , A" koniunkcji czasowej, w odroéznieniu od
klasycznego symbolu koniunkcji ,,A”, nie jest przemienny. Moze wiec shuzy¢
do precyzyjnej analizy takich zdan, jak ,Zuzanna wrécita do domu i poszta
spac”.

Nalezy zwréci¢ uwage, ze istotnie rozne logiki temporalne powstajg w
zaleznosci od tego, jakie wlasnosci ma relacja < nastepstwa czasowego. Moze
ona, na przyktad, byé¢ przechodnia lub nie. Terminy zwigzane z czasem sg
wiec wieloznaczne i zaleza od akceptowanych pogladéw na wtasnosci czasu.
W logice temporalnej najwiecej uwagi poswiecono zagadnieniu linearnosci
czasu i jego ewentualnym rozgatezieniom. My, dla przyktadu, przyjrzymy sie
prostszej kwestii nieskoniczonosci. Jesli uznamy, ze czas nigdy nie bedzie mial
konca, ze nigdy nie nastapi koniec $wiata, to wowczas

GA - FA.
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Jesli jednak uwazamy, ze czas kiedyS moze sie skonczyé¢, ze moze nastapic
koniec $wiata, to wowczas takie wynikanie nie zachodzi. Nie ma zgody w od-
niesieniu do tego, czy zwiazki logiczne moga zaleze¢ od tak zaawansowanych
filozoficznych, czy tez swiatopogladowych, dywagacji. Ten powazny problem,
ta watpliwosé¢ dotyczy wszystkich logik modalnych.

Kazdy, kto uwaznie zapoznat sie z teoriag modalnosci aletycznych, widzi
od razu, ze logiki temporalne moga by¢ catkiem analogicznie ujete za pomoca
techniki drzew analitycznych.

Logika intuicjonistyczna

Tworca intuicjonistycznej filozofii matematyki, Brouwer, uwazat stworzenie
miarodajnej logiki za niewykonalne. Jego zdaniem procedura wnioskowania
nie daje sie uja¢ w rachunek. Mimo to jego uczen, Heyting, zaproponowat
logiczny rachunek, ktéry ma odpowiadac filozofii intuicjonistycznej. Ten ra-
chunek, ktory nosi miano logiki intuicjonistycznej, jest osobliwa kombinacja
logiki wielowartosciowej i logiki modalne;j.

Logika intuicjonistyczna. Logika intuicjonistyczna zajmuje osobne miej-
sce wsrod logik dewiacyjnych. Jak pamietamy, dopuszcza ona luki prawdzi-
wosciowe, ale nie dopuszcza kolizji. Nie jest to jednak logika trojwartosciowa.
Godel udowodnit, ze logika intuicjonistyczna, jesli miataby zostaé¢ potrakto-
wana jako logika wielowartosciowa, musiataby dopuszczac nieskonczenie wiele
wartos$ci. Z czasem znaleziono duzo bardziej poreczny i ujawniajacy istote
logiki intuicjonistycznej sposob jej charakteryzowania. Jak zobaczymy, spro-
wadza sie on do pewnej kombinacji wielowartosciowosci, zwtaszcza koncepcji
warto$ci wyroznionej, z modalnoscia, to znaczy z relatywizacja wartosci lo-
gicznych. Podobnie, jak w odniesieniu do logik wielowarto$ciowych i modal-
nych, ograniczymy sie do logiki zdaniowej, pozostawiajac na boku znacznie
trudniejsza problematyke kwantyfikacji.

Wyobrazmy sobie tworczy umyst, ktéry dowodzi weigz nowych twierdzen.
Na dowolnym etapie rozwoju jego teorii litera zdaniowa moze by¢ juz dowie-
dziona lub nie. Litera, ktéra raz zostata dowiedziona, pozostaje taka na za-
wsze. Litera, ktére dotad nie jest dowiedziona, dowiedziona by¢ moze, ale nie
musi. Rozwoj teorii — w pierwotnym zamiarze tworcow tej logiki chodzi o
teorie matematyczng — mozna wiec sobie wyobrazié¢ jako przyrost najprost-
szych jednostek informacji, wyobrazanych przez litery zdaniowe. Punkty rela-
tywizacji odpowiadajg mozliwym etapom rozwoju teorii, a relacja osiggania
mozliwemu nastepstwu tych punktéw, a wigc mozliwym kierunkom rozwoju
teorii. Inaczej, niz w logice modalnej, punkty dopuszczaja luki prawdziwo-
Sciowe. Wyrazenie jest prawdziwe w punkcie z wtedy i tylko wtedy, gdy
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zostalo juz na etapie x dowiedzione. Jest w tym punkcie falszywe wtedy i
tylko wtedy, gdy zostalo obalone, to znaczy, dowiedziono wyrazenia z nim
sprzecznego. Wyrazenia, ktore nie zostaly dowiedzione ani obalone, stanowig
luke prawdziwosciowa w punkcie x.

Ogolnie powiemy, ze interpretacjg w logice intuicjonistycznej jest niepu-
sty zbior € punktéw relatywizacji. Kazdy element zbioru €2 traktujemy jako
mozliwy etap w procesie rozwoju teorii. Stwierdzenie, ze xy <, znaczy, ze
rozwoj teorii moze z punktu x doprowadzi¢ do punktu y. Jest to mozliwe
tylko wtedy, gdy kazda litera zdaniowa dowiedziona w z jest tez dowiedziona
w y. Dla dowolnego wyrazenia A zbiér punktéw, w ktorych to wyrazenie jest
prawdziwe (udowodnione), okreslamy jako V' (A). Wlasciwoscami funkcji V'
rzadza nastepujace ustalenia.

Dokonujac interpretacji wyrazen logiki intuicjonistycznej, bedziemy przy-
porzadkowywa¢ im tak pojmowane etapy rozwoju teorii. Zatem dla dowol-
nego wyrazenia A logiki intuicjonistycznej to, ze

x e V(A),

znaczy tyle, ze w punkcie x wyrazenie A jest juz konstruktywnie udowod-
nione. Dla liter zdaniowych wartos¢ funkcji V' jest dowolna z tym zastrzeze-
niem, ze

y € V(A), jedli tylko = € V(A), oraz x < y.

Znaczy to, ze jesli jakis punkt x nalezy do zbioru V(A), to do tego zbioru
automatycznie naleza wszystkie punkty osiagalne z x. To zastrzezenie sta-
nowi wyraz nieodwotalnosci raz przeprowadzonego dowodu. W odniesieniu
do wyrazen ztozonych przyjmiemy specjalne reguty zastepujace definicje 3—
7. Zamiast definicji 4 i 5 przyjmujemy odpowiednio, ze

re€V(ANB) wtw x € V(A) oraz = € V(B), (4.28)
r€e€V(AVB)wtwz € V(A) lub z € V(B). (4.29)

To znaczy, ze koniunkcje traktujemy jako dowiedziona wtedy i tylko wtedy,
gdy dowiedzione sg obydwa jej czynniki, zas alternatywe wtedy i tylko wtedy,
gdy dowiedziony zostal co najmniej jeden jej czynnik. W odniesieniu do ne-
gacji i implikacji przyjmujemy nieco bardziej skomplikowane warunki:

z € V(-A) wtw nie istnieje taki y, ze x < y orazy € V(A),  (4.30)

x € V(A — B) wtw nie istnieje taki y,

4.31
zex <yorazy € V(A) oraz y ¢ V(B). (4:31)
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Zgodnie z warunkiem negacja jest udowodniona wtedy i tylko wtedy, gdy nie
jest mozliwe, zeby na jakimkolwiek dalszym etapie rozwoju teorii dowiedziona
zostala podstawa tej negacji. Implikacja za$ jest udowodniona wtedy i tylko
wtedy, gdy nie jest mozliwe, by na jakimkolwiek dalszym etapie rozwoju teorii
udowodniono poprzednik, nie dowodzgc zarazem nastepnika. Zatem dowdd
nastepnika implikacji ma by¢ automatycznie dostarczony przez dowdd po-
przednika tej implikacji. Zauwazmy, ze przyjete wtasnie reguty bezposrednio
odpowiadaja definicjom

Przy taiej charakterystyce logikiintuicjonistycznej wynikanie moze by¢
scharakteryzowane tak, jak w logice modalne;j.

Drzewa w logice intuicjonistycznej. Technika drzew analitycznych do-
starcza prostej metody rozstrzygania w logice intuicjonistycznej. Podobnie,
jak w wypadku logiki wielowartosciowej, drzewa beda konstruowane w meta-
jezyku. Dla kazdego typu wyrazenia ztozonego reguty analityczne przepisuja
sposob dziatania w sytuacji, w ktérej wyrazenie udowodniono w punkcie z, i
w sytuacji, w ktorej wyrazenia w punkcie x nie udowodniono. W odniesieniu
do koniunkcji przyjmujemy dwie reguty niepowtarzalne.

vV +r: ANB —x: ANB
+z: A —x: B
+xz: B

W odniesieniu do alternatywy réwniez przyjmujemy dwie reguly niepowta-
rzalne.

vV +z: AVB vV —1: AVB
+z: B —x: A
—x: B
W odniesieniu do negacji przyjmujemy jedna regute powtarzalng i jedna nie-
powtarzalng.

x +x: oA/ —x: A
T <Y

T <Yy
—y: A +z: A
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Roéwniez w odniesieniu do implikacji przyjmujemy jedna regute powtarzalna
i jedng niepowtarzalng.

* +r: A — B vV —x: A—B

T <Yy
/ \ r <y
—y: A +y: B +y: A

—y: B

Ponadto przyjmujemy reguly rzadzace uzyciem symbolu ,<”. Relacja taj
w logice intuicjonistycznej jest zwrotna i przechodnia podobnie, jak w modal-
nej logice 84. Przyjmujemy wigc ustalone tam regulty operowania symbolem
relacji osiggalnosci. Ponadto dla liter zdaniowych przyjmujemy regute dzie-
dziczenia,

+z: A
T <y

+y: A

zgodnie z ktéra dowolng litere zdaniowa A, prawdziwa w punkcie x, nalezy
uzna¢ za prawdziwa w kazdym punkcie osiagalnym z x.

Galgz uznamy za zamknieta wtedy i tylko wtedy, gdy napisy: +x: A, —x: A,
dla dowolnego wyrazenia A i dowolnego punktu x, pojawia si¢ na tej gatezi.

Zwazywszy obecnos¢ w logice intuicjonistycznej regut powtarzalnych, od-
czytujac interpretacje z galezi drzew analitycznych, nalezy upewnic sie, ze
wykonano wszystkie niezbedne ruchy analityczne. Wszystkie punkty rozwoju
teorii wystepujace na badanej gatezi stanowia zbiér €. Jedli na gatezi wid-
nieje napis r < y, to przyjmujemy, ze punkt y moze nastapi¢ po punkcie z,
to znaczy x < y. Nastepnie, dla dowolnej litery zdaniowej A, wystepujacej
na badanej gatezi, jesli x € V(A) na tej galezi, to przyjmujemy, ze x € V(A).
Dla wszystkich pozostatych liter przyjmujemy, ze x ¢ V(A).

Blaski i cienie logik nieklasycznych. Logiki nieklasyczne powstaly jako
odpowiedz na zarzuty kierowane pod adresem logiki klasycznej. Trzy gtdéwne
grupy tych zarzutow byly zwiazane z rozumieniem wartosci logicznych, rele-
wancjg i modalnosciami.

Problem relewancji okazuje si¢ w znacznej mierze pozorny. Podnoszone
trudnosci wigzg sie z tym, ze — na mocy zasady niesprzecznosci — ze sprzecz-
nego zbioru wynika logicznie kazde wyrazenie, i komplementarnie z tym, ze
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tautologia wynika z kazdego zbioru wyrazen. Modyfikacja definicji wynikania,
polegajaca na wykluczeniu tych granicznych wypadkéw, w zasadzie rozwia-
zuje sprawe w ramach logiki klasycznej (definicja 23).

Logiki wielowartosciowe znalazty liczne, bardzo udane zastosowania tech-
niczne. Trudno jednak w takim wypaku méwi¢ nadal o logikach. Sa to ra-
czej pewne algebry, ktore nawet nie pretendujg do miana modelu zwigzkow
logicznych. Pelokrwiste logiki wielowartoSciowe maja pewne szanse powo-
dzenia tylko na gruncie do$¢ egzotycznych doktryn filozoficznych. Podobnie
rzecz sie¢ ma z logika intuicjonistyczna. Matematyka intuicjonistyczna jest tak
uboga, ze raczej nie ma znaczacych perspektyw rozwojowych. Logiki wielo-
wartosciowe i logika intuicjonistyczna mogg si¢ rozwijac, ale raczej jako teorie
mocno niszowe.

Najwieksze filozoficzne nadzieje wigzano z logikami modalnymi. Byty to
nadzieje na istotne wzmocnienie sity wyrazu jezykéw teorii logicznych. Te
nadzieje sa ptonne. Jak pokazalismy, intensjonalno$¢ specyficznych symboli
logik modalnych jest dyskusyjna. Wazniejsze wszakze jest to, ze logiki mo-
dalne nie wykraczaja w istotny sposob poza logike klasyczna. Przypomnijmy
sobie, ze cata rachunkowa sita logiki modalnej bierze si¢ z relatywizacji warto-
Sci logicznych. Jesli te relatywizacje przeniesiemy do jezyka przedmiotowego,
znajdziemy sie w logice pierwszego rzedu. Zamiast mowic:

wyrazenie P(a,aq,. .., a,) jest prawdziwe w punkcie b,
mozemy powiedzie¢:
wyrazenie P(aq,aq, ..., a,,b) jest prawdziwe.

Na przyktad, zamiast mowic, ze zdanie ,Bolestaw Chrobry jest krolem Pol-
ski” jest prawda w 1025 r., powiemy, ze zdanie ,Bolestaw Chrobry jest kro-
lem Polski w 1025 r.” jest prawdg. Kazdy predykat n-argumentowy trzeba
po prostu przeksztatci¢c w predykat n + l-argumentowy. Funkcie funktorow
modalnych moga woéwczas swobodnie spetni¢ kwantyfikatory.

Ogodlnie rzecz biorac, wolno dzisiaj bez wickszego ryzyka stwierdzi¢, ze lo-
gika standardowa obronita swoja pozycje. Za podstawowe narzedzie logiczne
i punkt odniesienia nalezy uwazaé¢ logike pierwszego rzedu. Nie ma dzisiaj
lepszej — ani nawet poréwnywalnie dobrej — teorii zwiazkéw logicznych.

Nie chcemy powiedzie¢ ani tego, ze energia wlozona w tworzenie i stu-
diowanie logik nieklasycznych zostala zmarnowana, ani tego, ze logika pierw-
szego rzedu jest wieczna. Logiki nieklasyczne, poza wspomnianymi niszowymi
zastosowaniami, przyczynity sie znaczaco do lepszego zrozumienia, czym jest
logika, jakie zalozenia leza u jej podstaw, a nawet jaka jest natura metod
rachunkowych. Z drugiej strony logika pierwszego rzedu nie jest wolna od
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wad lub znakéw zapytania. Wspomnielismy tylko krotko o trudnej kwestii
egzystencjalnych presupozycji tej logiki i programie logik wolnych. Takich
szczegbtowych trudnosci jest znacznie wiecej. Poszukiwanie teorii lepszej niz
logika pierwszego rzedu jest zasadne. Nalezy wrecz przypuszczaé, ze podob-
nie, jak na przetomie XIX i XX w. logika pierwszego rzedu wyparta dawniej-
sza logike, zwang dzisiaj logika tradycyjna, kiedy$ sama logika pierwszego
rzedu zostanie zastapiona lepsza, dzisiaj jeszcze trudng do wyobrazenia teo-
rig. Godzina $mierci logiki pierwszego rzedu pozostaje chyba jednak wcigz
odlegta.



Rozdziat 5

Elementy metalogiki

5.1 Budowa i wlasnosci teorii

Podstawowa forma uporzadkowania wiedzy jest teoria (system), ujmujaca
calo$¢ wnioskowan na okreslony temat. Logika pelni w teorii funkcje czyn-
nika porzadkujacego, swoistego rusztowania. Terminéw ,teoria” i ,system”
uzywamy zamiennie.

Ogodlne pojecie teorii. Teoria w najogdlniejszym sensie jest to zbioér wy-
razen wraz ze wszystkimi ich konsekwencjami, Scislej mowiac, zbiér wyrazen
zamkniety ze wzgledu na operacje konsekwencji, na operacje dedukcyjnego
wysnuwania wnioskow. Niech wiec X bedzie dowolnym zbiorem wyrazen pew-
nego jezyka:

X jest teorig wtedy i tylko wtedy, gdy C(X) C X. (5.1)

Od razu widaé, ze sam zbiér C'(X) jest teoria dla dowolnego X. Wyrazenia
nalezace do teorii okreslamy czasem jako zawartosé tej teorii lub jako jej
twierdzenia.

Jezeli zbiér T jest teoria, to kazdy taki rozstrzygalny zbior X, ze C'(X) =
T nazywa si¢ aksjomatykq teorii T'. Elementy aksjomatyki teorii 1" nazywaja
sie aksjomatami teorii T'. Rozstrzygalnosé zbioru aksjomatéw rozumiemy w
ten sposob, ze istnieje algorytm sprawdzania, czy dane wyrazenie jest aksjo-
matem, czy nie. Jesli aksjomatéw jest skonczenie wiele, mozna je po prostu
wymieni¢. Jesli jednak jest ich nieskonczenie wiele, trzeba je opisa¢ tak, by
nie mogta powsta¢ watpliwos¢ odnosnie do zawartosci aksjomatyki. Zbiory
rozstrzygalne nazywaja sie tez zbiorami obliczalnymi. Aksjomatyka teorii T’
jest to wiec rozstrzygalny zbior wyrazen, z ktorych wynikaja wszystkie twier-
dzenia teorii 7" i tylko one.
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Moéwimy, ze teoria T' jest aksjomatyzowalna, wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje co najmniej jedna aksjomatyka tej teorii T'. Aksjomatyka, ktora ma
skonczenie wiele elementéw, nazywa sie skonczong, a taka aksjomatyka, ktora
ma nieskonczenie wiele elementow, nazywa sie nieskonczona. Méwimy, ze teo-
ria T jest skonczenie aksjomatyzowalna, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje co
najmniej jedna skonczona aksjomatyka tej teorii T'. O teorii, ktéra jest aksjo-
matyzowalna, ale wszystkie jej aksjomatyki sg nieskonczone, mowimy, ze jest
nieskonczenie aksjomatyzowalna. Widac, ze jedna teoria moze mie¢ wiele r6z-
nych aksjomatyk. Wszystkie one muszg by¢ jednak wzajemnie réwnowazne,
w przeciwnym bowiem razie nie bytyby aksjomatykami tej samej teorii.

Teorie, ktore sa scharakteryzowane w taki sposob, ze ocena zawartosci
tych teorii moze by¢ dokonana metodami czysto rachunkowymi, to znaczy,
wymaga wykonywania wytacznie oceny zewnetrznego ksztattu wyrazen, okre-
slamy jako teorie sformalizowane.

Teoria aksjomatyczna. Pojecie teorii aksjomatyzowalnej nalezy odréz-
nia¢ od pojecia teorii aksjomatycznej. Aksjomatyzowalno$¢ jest — jak juz
wiemy — obiektywna wtasnoscia zbioru wyrazen. Natomiast aksjomatycz-
nos¢ jest sposobem opisu zbioru wyrazen. Miedzy tymi pojeciami zachodzi
taki zwigzek, ze tylko aksjomatyzowalna teoria moze by¢ ujeta jako teoria
aksjomatyczna. Mozna powiedzie¢, ze teoria jest aksjomatyczna, kiedy zo-
stata aktualnie opisana przez podanie aksjomatyki. Kazda teoria aksjomaty-
zowalna jest natomiast potencjalnie teorig aksjomatyczna.

Czynnos¢ opisywania teorii jako teorii aksjomatycznej nazywa sie aksjo-
matyzacjg. Aksjomatyzacja polega na precyzyjnym wskazaniu, ktére wyraze-
nia teorii sg uznawane za aksjomaty. Zamykajac liste aksjomatow, automa-
tycznie ustala si¢ zawartos¢ teorii. Sktadaja sie¢ na nia wszystkie te i tylko te
wyrazenia, ktére wynikaja logicznie z aksjomatéw. Wyrazenia, ktore wyni-
kaja z aksjomatow teorii T, nazywamy twierdzeniami lub tezami tej teorii.
Twierdzenia dowolnej teorii aksjomatycznej dziela si¢ wiec na dwie grupy:
aksjomaty, ktore sa tez nazywane twierdzeniami pierwotnymi, i pozostale
twierdzenia, ktore okreslamy jako wtdérne lub pochodne od aksjomatow. Pod-
stawowa procedura znajdowania twierdzen jest dowodzenie (wyprowadzanie).

Definicja 26 (dowéd) Niech X bedzie zbiorem aksjomatéw teorii T'. Do-
wdd (wyprowadzenie) wyrazenia A w teorii T' jest to skoriczony cigg wyraZen
teorii T spelniajocy dwa warunki: (a) kazde wyraZenie w tym ciggu jest bgdZ
aksjomatem teorii T', bgdZ tautologiq, bgdZ wynika logicznie z wezesniejszych
wyrazen tego ciggu, (b) ostatnim wyrazeniem w tym ciggu jest wyrazenie A.

Wyrazenia nalezace do dowodu nazywamy wierszam: dowodu, dotgczanie
kolejnych wyrazen nazywamy krokami dowodowymi, a ostatnie wyrazenie
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nazywamy wyrazeniem dowodzonym. Zamiast o dowodzie i dowodzeniu mo-
wimy zamiennie o wyprowadzeniu i wyprowadzaniu. O wyrazeniach, dla kto-
rych istnieje dow6éd na gruncie teorii 7', méwimy ze sa dowodliwe (wypro-
wadzalne) w teorii T (wzglednie w ramach teorii 7', na gruncie teorii 7). O
pozostatych wyrazeniach méwimy, ze sa niedowodliwe (niewyprowadzalne) w
tej teorii. Jedno wyrazenie moze mie¢ na gruncie danej teorii ré6zne dowody.
Zwykle tych dowodéw bywa nieskonczenie wiele, a uproszczenie znanych do-
wodéw jest traktowane jako osiggniecie naukowe. Widaé, ze takie terminy,
jak twierdzenie”, ,teza”, ,dowodliwy” i ,wyprowadzalny” sg synonimami.

Dwa pojecia dowodu. Musimy wypowiedzie¢ tutaj niezwykle wazng u-
wage o wieloznacznodci terminu ,dowdd”. NieSwiadomo$¢ tej wieloznacznodci
doprowadzita i wcigz jeszcze prowadzi do wielu powaznych btedéw i niepo-
rozumien. Chcemy podkresli¢, ze uzywamy nazwy ,dowdéd” w dwodch istot-
nie roznych znaczeniach. W pierwszym znaczeniu ,,udowodni¢” znaczy mniej
wiecej tyle, co ,wyprowadzi¢”, ,wydedukowac”, a w drugim znaczeniu ,,udo-
wodni¢” znaczy mniej wiecej tyle, co ,wykazac¢”, ,definitywnie uzasadni¢”.
W pierwszym wypadku mozna mowi¢ o metodologicznym pojeciu dowodu, a
w drugim o epistemologicznym pojeciu dowodu.

Omawiajac pojecie teorii aksjomatycznej, uzywamy specjalnie spreparo-
wanego, technicznego pojecia dowodu. Jest to wtasnie dowodd w sensie meto-
dologicznym. Dowdd znaczy tutaj mniej wiecej tyle, co skonczony cigg wy-
razen potaczonych zwiazkiem wynikania logicznego. Jesli udowodnilismy, w
tym sensie, wyrazenie A w ramach teorii 7', to wiemy, ze wyrazenie A wynika
logicznie z aksjomatow tejze teorii T'. Zauwazmy, ze tak pojety dowod jest
zrelatywizowany do teorii. Wtasciwie mozna udowodni¢ dowolne wyrazenie,
poniewaz mozna skonstruowaé teorie o praktycznie dowolnych aksjomatach.

Niekiedy, rowniez w mowie potocznej, uzywamy nazwy ,,dow6d” w innym
sensie. Pojmujemy wowczas dowdd jako najmocniejsze, definitywne uzasad-
nienie, uzasadnienie niepozostawiajace miejsca na watpliwosci. Jest to wia-
$nie dowod w sensie epistemologicznym. Przy czym wcale nie musi ono mie¢
charakteru dedukcji, przeciwnie, czesto jest indukcjg. W takim sensie mo-
wimy, ze kolejne powtérzenia eksperymentu Michelsona i Morleya dowodzg
tego, ze predkos¢ $wiatta nie dodaje sie do innych predkosci. Takie poje-
cie dowodu nie jest zrelatywizowane do zadnej teorii. Co wiecej, whasnie to
drugie pojecie dowodu jest pierwotne.

Mozna powiedzie¢, ze dowdéd w sensie metodologicznym dowodzi w sensie
epistemologicznym tego i tylko tego, ze dane wyrazenie wynika z aksjomatow.

Nieostrozno$¢ w uzyciu terminu ,dowdd” prowadzi, jak wspomnielidmy;,
do wielu nieporozumien. Wielu ludzi bierze dowo6d-wyprowadzenie za dowdd-



Budowa 1 wiasnosci teorii 158

-uzasadnienie. Domagaja sie uznania pewnych twierdzen tylko na tej podsta-
wie, ze te twierdzenia wyprowadzono z aksjomatow jakiejs teorii. Powinno
by¢ caltkiem jasne, ze tego typu roszczenia sg catkiem bezpodstawne.

W zwiazku z omawianym nieporozumieniem mozna spotkaé sie z pogla-
dem, ze aksjomaty nie maja dowodu. Chwila namystu nad definicja 26 wy-
starczy, zeby si¢ przekonad, ze kazdy aksjomat ma dowodd. Mianowicie kazdy
aksjomat sam jest swoim wlasnym dowodem o dtugosci jednego wiersza. Ak-
sjomaty teorii T' sg wiec dowodliwe w tej teorii. Jesli natomiast aksjomaty
traktujemy jako uzasadnienie wszystkich pochodnych twierdzen teorii, to w
takim sensie aksjomaty nie majg w tej teorii dowodu — wymagaja uzasad-
nienia zewnetrznego wzgledem teorii 7. Analogicznie do metodologicznego i
epistemologicznego pojecia dowodu mozna wiec mowi¢ o metodologicznym i
epistemologicznym pojeciu aksjomatu.

Budowa teorii elementarnej. Najwazniejsza, trudng do przecenienia grupa
sformalizowanych teorii aksjomatycznych sa teorie oparte na logice pierw-
szego rzedu (ze znakiem réwnosci lub bez niego). Takie teorie nazywaja sie
teoriami pierwszego rzedu lub teoriami elementarnymi. Poswiecimy im obec-
nie sporo uwagi.

Alfabet teorii elementarnej 7' powstaje w ten sposob, ze z alfabetu lo-
giki standardowej usuwamy wszystkie litery schematyczne. W ich miejsce do
alfabetu wprowadzamy pewng liczbe stalych terminéw, ktére nazywamy ter-
minami pierwotnymsi teorii 1. Terminami pierwotnymi mogg by¢ predykaty
pierwszego rzedu, nazwy jednostkowe i symbole funkcyjne. W ten sposob
ustalamy baze terminologiczng teorii T'. Definicja wyrazenia teorii T', majac
za punkt wyjsécia te baze terminologiczna, jest juz catkiem analogiczna do
definicji wyrazenia logiki standardowej. Litery zdaniowe po prostu znikaja
z definicji, a miejsce pozostatych liter schematycznych zajmuja odpowiednie
terminy pierwotne teorii 7'. Ustalajac aksjomatyke, stosujemy znane nam juz,
ogolne zasady, obowiazujace dla wszelkich teorii aksjomatycznych. Postugu-
jemy sie tez zwyklym pojeciem dowodu, przy czym przez tautologie logiczne
i regulty logiczne rozumiemy odpowiedniki tautologii i regut logicznych lo-
giki pierwszego rzedu, nalezace jezyka teorii 17" lub stosowane do wyrazen tej
teorii.

Terminy pierwotne teorii T okreslamy jako terminy specyficzne (swoiste)
tej teorii w przeciwienstwie do symboli przejetych do alfabetu teorii T' z
logiki standardowej. Zasob terminéw specyficznych moze by¢ powigkszany.
Symbole, ktére sg terminami specyficznymi teorii 7', ale nie weszly w sktad
jej alfabetu, nazywaja sie terminami wtornymi teorii T'. Terminy wtorne
wolno wprowadzac, o ile sposob ich rozumienia zostanie scharakteryzowany
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za pomoca definicji. Definicje sa to aksjomaty spetniajgce okreslone warunki,
ktore jeszcze zostana omowione. Rozszerzanie zasobu terminéw za pomocy
definicji nie stanowi istotnej zmiany w teorii. Wyrazenia zawierajace terminy
wtorne sg bowiem, w pewnym sensie, na mocy definicji, skrotami odpowied-
nich wyrazen niezawierajacych terminéw wtornych. Jesli wiec dwie teorie
elementarne przynajmniej zasadniczo daja sie sformutowaé¢ w oparciu o te
samg baze terminologiczng, to uznajemy je za sformutowane w tym samym
jezyku.

Tautologie i reguly logiczne teorii elementarnej. Teorie elementa-
rne opieraja sie na logice pierwszego rzedu w tym sensie, ze reguly logiki
pierwszego rzedu znajduja zastosowanie w odniesieniu do wyrazen danej teo-
rii elementarnej. Aby precyzyjnie powiedzie¢, na czym polega zastosowanie
regut logicznych do wyrazen teorii elementarnej, musimy objasni¢ pojecie
formalnego schematu wyrazenia teorii elementarne;j.

WezZzmy pod uwage dowolne wyrazenie A nalezace do jezyka teorii ele-
mentarnej T'. W wyrazeniu A dokonamy jednorodnego podstawienia odpo-
wiednich liter schematycznych za wszystkie terminy specyficzne teorii 7. W
szczegolnosci za n-argumentowe predykaty podstawimy n-argumentowe litery
predykatowe, za nazwy jednostkowe i n-argumentowe symbole fukcyjne od-
powiednie litery nazwowe. Zadbamy przy tym, zeby za rézne terminy teorii
T podstawia¢ rézne litery schematyczne. W ten sposéb uzyskamy wyraze-
nie logiki standardowej. O tym wyrazeniu powiemy, ze jest ono schematem
formalnym wyrazenia A. Zauwazmy, ze wyrazenia teorii T niezawierajace w
ogble specyficznych terminéw tej teorii nie wymagaja wprowadzania zadnych
zmian, sa bowiem zarazem wyrazeniami logiki standardowej. Takie wyrazenia
same sg swoimi schematami formalnymi. Przyktadem wyrazenia tego rodzaju
jest tautologia ,Vr: x = x”.

Niech wiec n < 0 bedzie liczba naturalna, A, As ..., A,, B niech beda
wyrazeniami teorii 7', zas A}, A5 ..., A, B’ niech kolejno beda schematami
formalnymi tych wyrazen. Zaleznos¢:

A, Agy o AL EB
zachodzi na gruncie teorii T' wtedy i tylko wtedy, gdy zaleznos$é
LAY AL EB

zachodzi na gruncie logiki pierwszego rzedu. W szczegdlnosci dotyczy to sy-
tuacji, w ktorej n = 0, to znaczy tautologii. Wyrazenie teorii 1" jest wiec
tautologia (logiczna) tej teorii wtedy i tylko wtedy, gdy schemat formalny
tego wyrazenia jest tautologia logiki pierwszego rzedu.
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Znana nam technika drzew analitycznych jest tak uniwersalna, ze wy-
razenia teorii elementarnych moga by¢ tez sprawdzane za pomoca drzew
bezposrednio, bez potrzeby wyraznej transformacji w schematy formalne.

Na przyktad wyrazenie ,—3dz: (v < y) A =z < y)” jest tautologia kazdej
elementarnej teorii mniejszosci, wyrazenie ,—3x: (z € y A —x € y)” jest tau-
tologia kazdej elementarnej teorii zbior6w, a wyrazenie ,—3z: ((x kocha y) A
—(z kocha y))” jest tautologia kazdej elementarnej teorii mitodci. Jest tak
dlatego, ze wspolny tym wyrazeniom schemat formalny, to znaczy wyrazenie
,odr: (P(x,y)A—P(x,y))” jest tautologia logiki pierwszego rzedu. Ten sche-
mat formalny znajdujemy podstawiajac odpowiednio za dwuargumentowy
predykat: ,<”,  €” lub ,kocha” dwuargumentowsg litere schematyczng ,,P”.
Tylko dla zachowania powszechnej konwencji pisaliSmy bowiem .z < y”,
s € y” lub _z kocha y” zamiast odpowiednio: < (z,v)”, ,€ (z,y)” lub
wkocha(x,y)”. Analogicznie przedstawia sie sprawa logicznych regul inferen-
cyjnych. W ten sposob logika pierwszego rzedu stanowi swego rodzaju szkielet
lub rusztowanie wszystkich teorii elementarnych.

Generalizacja. Dos¢ rozpowszechniong praktyka jest formulowanie w ra-
mach teorii elementarnych wyrazen otwartych. Omawiajac pojecie spelnia-
nia, powiedzieliSmy juz, ze prawdziwos¢ takich wyrazen utozsamiamy ze spet-
nianiem przez kazdy ciag przedmiotéow. Wobec tego, oprocz logicznych tau-
tologii i regul, ktére mozna znalez¢ za pomocg drzew semantycznych, w teo-
riach elementarnych trzeba przyjac jeszcze regute generalizacyi, ktora zezwala
na nieograniczone poprzedzanie twierdzen kwantyfikatorem ogdlnym i zara-
zem na opuszczanie kwantyfikatora ogélnego, ktory jest gtownym funktorem
twierdzenia:

wyrazenie A jest twierdzeniem teorii elementarnej 17" wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnej zmiennej indywidualnej o wyrazenie
"Va: A7 rowniez jest twierdzeniem teorii 7.

Zauwazmy, ze ta reguta obowiazuje, co prawda, w procedurze dowodowej, ale
wolno ja stosowa¢ wytacznie do twierdzen. Nie jest to wiec typowa reguta in-
ferencyjna. Uzasadnienie reguty generalizacji w oparciu o pojecie spelniania
nie nastrecza jednak trudnosci. Na stosowaniu tej reguly w pamieci opiera
sie m.in. powszechna praktyka podstawiania za zmienne wolne w twierdze-
niach. Akceptacja reguty generalizacji, obok typowych regut logiki pierwszego
rzedu, sprawia bowiem tyle, ze takie wyrazenia otwarte, jak .o < yVa > y”,
sa w ramach teorii praktycznie nieodréznialne od odpowiednich wyrazen do-
mknietych typu ,Vz,y: (r <y Vx >vy)”, bedac wlasciwie ich skrotami my-
slowymi, pod warunkiem wszakze, ze odnosne wyrazenia sg twierdzeniami
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teorii. Ktérekolwiek z pary takich wyrazen — powtérzmy, o ile sa one twier-
dzeniami — znajdzie si¢ w dowodzie, drugie moze by¢ natychmiast dotaczone
do tego dowodu na mocy reguly generalizacji.

Arytmetyka Peano’a. Giuseppe Peano zaksjomatyzowal arytmetyke liczb
naturalnych jako teori¢ elementarng. Zapoznamy sie z ta bardzo wazna teo-
rig, ktoéra jest nazywana arytmetykq Peano’a, w skrocie PA. Za terminy pier-
wotne teorii PA uznamy: nazwe jednostkowa ,,0”, jednoargumentowy symbol
fukcyjny ,,8” i dwa dwuargumentowe symbole funkcyjne: ,-”7 i ,+”. Za uni-
wersum dyskursu uznajemy zbidr liczb naturalnych. Jest on tez zakresem
wszystkich zmiennych indywidualnych. Mozna podaé¢ nastepujace objasnie-
nia terminéw pierwotnych arytmetyki. Symbol ,,0” jest nazwa liczby zero. Je-
zeli a jest dowolnym termem arytmetyki, to nazwe "Sa ' nalezy odczytywac:
nastepnik liczby a. Nastepnikiem liczby zero jest liczba jeden, nastepnikiem
liczby jeden jest liczba dwa itd. Symbol ,-” jest znakiem mnozenia, a symbol
,+ dodawania. Aksjomatami teorii PA sa wyrazenia

Va:Yy: (St =8y — x =1y), (5.2)
Va: 0 # Sz, (5.3)
Ve: (x #0 — Jy: z = Sy), (5.4)
Ve:x+0=ux, (5.5)
Va: Yy: o+ Sy =S(x +vy), (5.6)
Ve:xz-0=0, (5.7)
Ve:Yy:x-Sy=(x-y)+ =, (5.8)
a ponadto wyrazenie:
A0) AVz: (A(z) — A(Sx)) — Va: A(z), (5.9)

zwane zasadg indukcji matematycznej, jest aksjomatem dla dowolnego wy-
razenia A. Wedle tej zasady, jesli wyrazenie A jest spelnione przez liczbe
zero, a ponadto jest spetnione przez nastepnik kazdej liczby, ktéra spetia to
wyrazenie, to wyrazenie A jest spelnione przez wszystkie liczby naturalne.
Aksjomat (5.2) stwierdza, ze liczby naturalne majace réwne nastepniki same
tez sa rowne. Aksjomat (5.3) zaprzecza, zeby zero bylo nastepnikiem jakiej-
kolwiek liczby naturalnej, za$ aksjomat (5.4) stwierdza, ze kazda inna liczba
naturalna jest nastepnikiem jakiej$ liczby naturalnej. Aksjomaty (5.5) 1 (5.6)
okreslaja wlasnosci dodawania: dodanie zera do dowolnej liczby naturalnej
nie zmienia tej liczby, zas dodanie nastepnika liczby naturalnej y daje liczbe
o jeden wieksza niz dodanie liczby y. Aksjomaty (5.7) i (5.8) okreslaja wta-
snosci mnozenia: mnozenie przez zero daje zero, a mnozenie liczby naturalnej



Budowa 1 wiasnosci teorii 162

x przez nastepnik liczby naturalnej y daje liczbe o x wieksza niz mnozenie
liczby x przez liczbe y. Dla przyktadu podamy definicje kilku terminéw wtor-
nych. Jako terminy wtérne dotaczymy do teorii PA predykaty nieostrej i ostrej
mniejszosci:
Vo:Vy: (r<y=3Jz:x+2=y), (5.10)
Ve:Vy: (t<y=z<yAzx#y), (5.11)

a takze definicje nazw jednostkowych kilku liczb naturalnych:
1=80, 2=8S0, 3=58S0, 4=8SSS0, 5=S8SSS0, ... (5.12)

Podamy tez dla przyktadu w peli rozwiniety dowdd nastepujacego twier-
dzenia arytmetyki:

2 # 3. (5.13)
Dowdd:

1. Vz: Vy: (Sz =Sy — = =) aksjomat (5.2)
2. Yy: (SS0 =Sy — S0 =y) 1
3. 880 = SSS0 — S0 = SSO 2
4. Yy: (80 =8y — 0=y) 1
5. 80 =880 — 0 =350 4
6. SS0 = SSS0 — 0 = S0 3, 5, syll
7. Vx:0# Sz aksjomat (5.3)
8. 0 # S0 7
9. SS0 # SSS0 6, 8 modus ponens
10. 2#3 9, definicje (5.12)

W arytmetyce PA mozna dowodzi¢ roniez znacznie bardziej zaawansowanych
twierdzen. Na przyktad, dla dowolnego wyrazenia A arytmetyki, twierdze-
niem teorii PA jest wyrazenie:

dr: A(z) — Jo: (Ax) AVy: (y <z — —A(y))). (5.14)

Schemat (5.14) nazywa sie zasadg minimum. Stwierdza on, ze jesli wyra-
zenie A jest spelnione przez co najmniej jedng liczbe naturalna, to istnieje
najmniejsza liczba naturalna spekliajaca to wyrazenie A.
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Teoria mnogosci Zermelo’i. FErnst Zermelo podal aksjomatyke teorii
mnogosci jako teorii pierwszego rzedu. Teori¢ te nazwiemy Zer. Do uniwer-
sum dyskursu nalezg wytacznie zbiory. Jedynym terminem pierwotnym teorii
Zer jest dwuargumentowy predykat ,€”, za ktérego pomocg definiujemy w
znany nam juz sposob szereg terminéw wtoérnych. Aksjomatami teorii Zer sa
wszystkie wyrazenia:

Vy: Jz:Vz: (z€x=2ze€yNA(z)), (5.15)

w ktorych A jest dowolnym wyrazeniem teorii, oraz wyrazenia:

Ve,y: (Vz: (z€x=z2€y) —x=y), (5.16)
Ve: Jy:Vz: (z€y=Ju: (z EuNu € x)), (5.17)
Vo:Jy:Vz: (z€ey=2Cua), (5.18)
Ve,y: Jw:Vz: (zew=z=2Vz=y), (5.19)
dr: (Jy:yeaxAVy: (yCox—3z: (yC zAzCx))). (5.20)

Wyrazenia — a jest ich nieskonczenie wiele — opisane w schemacie (5.15)
nazywaja si¢ aksjomatami wyrdzniania. Stwierdzaja one, ze w kazdym zbio-
rze mozna wyroézni¢ podzbior ztozony z doktadnie tych przedmiotow, ktore
spelniaja zadane wyrazenie A. Taki podzbior moze by¢ pusty, ale istnieje.
Wyrazenie (5.16) nazywa sie aksjomatem ekstensjonalnosci i stwierdza, ze
zbiory o tych samych elementach sa identyczne. Wyrazenie (5.17) nazywa sie
aksjomatem sumy. Stwierdza on, ze kazdemu zbiorowi  odpowiada taki zbior
Y, zwany suma zbioru x, ze do zbioru y naleza doktadnie te przedmioty, ktore
nalezg do co najmniej jednego zbioru bedacego elementem zbioru x. Wyraze-
nie (5.18) nazywa sie aksjomatem zbioru potegowego i stwierdza, ze kazdemu
zbiorowi x odpowiada zbior y, do ktorego naleza wszystkie podzbiory zbioru
x i tylko one. Zbiér y nazywa sie potega zbioru x lub zbiorem potegowym
zbioru x i jest okreslany jako p(x). Wyrazenie (5.19) nazywa sie aksjoma-
tem pary i stwierdza, ze dla dowolnych dwoch przedmiotéw istnieje zbior,
do ktorego naleza te dwa przedmioty i tylko one. Wyrazenie (5.20) nazywa
sie aksjomatem nieskonczonosci i stwierdza, ze istnieje co najmniej jeden
zbiér, do ktérego nalezy nieskonczenie wiele elementéw. Wprost aksjomat
ten stwierdza istnienie takiego niepustego zbioru z, ze dla kazdego wlasci-
wego podzbioru y zbioru x mozna wskazac¢ taki wtasciwy podzbiér z zbioru
x, ze zbiér y jest podzbiorem witasciwym tego zbioru z. W konsekwencji dla
kazdego podzbioru wtasciwego y zbioru x mozna podaé¢ podzbior wlasciwy
tegoz zbioru x o liczbie elementéw wickszej niz liczba elementéw zbioru y.
Dla przyktadu udowodnimy twierdzenie, wedtug ktérego istnieje dokladnie
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jeden (jeden i tylko jeden) zbi6r pusty, to znaczy, zbiér, ktéry nie ma ani
jednego elementu:

Pr: -3y y €. (5.21)
Dowod.
1. Vy: dx:Vz: (z€x=2€yNz#2) aksjomat (5.15)
2. de:—dzrzex wynika z wiersza 1
3. Vae,y: (Vz: (z€ax=z€y) —ax=y) aksjomat (5.16)
4. Vr,y: (-Jz:z€xAN—-Jz:z€y —>Vz: (z€x=2€y)) tautologia
5. Vo,y: (m3z:z€axAN-Fz: z€y -z =1y) wynika z wierszy: 3, 4

6. Jz: ~Fz: z€x AVr,y: (-Fz: z€x ATz z €Yy >z =1Y) 2,5, DK
7. fx: -Jy:y e wynika z wiersza 6 i df kw jedn

Niekiedy teoria mnogosci bywa wzmacniana bardziej skomplikowanymi ak-
sjomatami wyboru, podstawiania i ufundowania. Rozwazanie ich nie jest nam
jednak potrzebne.

Rozszerzenie pojecia dowodu. Teoretycznie pojecie dowodu, okreslone
w definicji 26 jest wystarczajace. To znaczy, kazde twierdzenie teorii moze by¢
dowiedzione za pomocg procedur wyznaczonych przez te definicje. W prak-
tyce bardzo przydatne sa pewne rozszerzenia pojecia dowodu. Rozszerzanie
pojecia dowodu polega na dopuszczaniu dodatkowych procedur, ktore skra-
caja lub upraszczaja procedure, ale nie zmieniajg zawartosci teorii. Znaczy
to, ze wszystkie wyrazenia dowodliwe w oparciu o rozszerzone procedury, sa
tez dowodliwe w oparciu o procedure juz poznang. Zapoznamy si¢ z najwaz-
niejszymi rozszerzeniami procedury dowodowej. Za dowod w sensie Scistym
uznajemy zawsze dowod w sensie definicji 26. Po rozszerzeniu mozemy mowic
o dowodzie w sensie szerokim. Wszystkie rozszerzenia pojecia dowodu opie-
raja sie na analizie wlasnosci konsekwencji logicznej. Istotne jest wykazanie
tego, ze dowdd w sensie Scistym istnieje, ilekro¢ istnieje jakis dowod w sensie
szerszym.

Rozszerzenia pojecia dowodu opieraja sie w pierwszym rzedzie na waz-
nym Twierdzeniu o Dedukcji, odkrytym niezaleznie przez Alfreda Tarskiego
i Jacquesa Herbranda. Zgodnie z tym twierdzeniem, dla dowolnego zbioru X
wyrazen i dla dowolnych wyrazen A, B, jest tak, ze

XFFA — B wtedy i tylko wtedy, gdy X, AF B. (5.22)
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Zmaczy to, ze implikacja jest wyprowadzalna z pewnego zbioru wyrazen wtedy
i tylko wtedy, gdy nastepnik tej implikacji jest wyprowadzalny z tego samego
zbioru wzbogaconego o poprzednik danej implikacji. Twierdzenie o dedukcji
zachodzi w odniesieniu do bardzo wielu — ale nie do wszystkich — ré6z-
nych rachunkéw logicznych i opartych na nich teoriach. Dowiedziemy tutaj,
ze zachodzi w odniesieniu do teorii pierwszego rzedu, odwotamy sie wiec
do definicji (26) dowodu w sensie $cistym. Zauwazmy jednak od razu, ze w
dowodzie oprzemy sie wytacznie na klasycznym rachunku zdan. Znaczy to,
ze rozwazane twierdzenie zachodzi tym bardziej dla teorii opartych na tym
rachunku.
Dowiedziemy twierdzenia (5.22) rekurencyjnie.

Wilasnosci teorii. Jak powiedzieliSmy, jedna teoria moze mie¢ rézne ak-
sjomatyki. Na przyktad, zamiast zasady indukcji matematycznej mozna wta-
czy¢ do aksjomatyki zasade minimum. Uzyska si¢ w ten sposob doktadnie ten
sam zbior wyrazen dowodliwych, w szczegdlnosci zasada indukeji matema-
tycznej bedzie mozliwa do udowodnienia. Aksjomatyka zawierajaca zasade
indukcji matematycznej i aksjomatyka zawierajaca zasade minimum sg wiec
przyktadami zbioréw réwnowaznych na gruncie logiki standardowe;j.

Definicja 27 (sprzeczno$é teorii) Teoria jest sprzeczna wtedy i tylko wte-
dy, gdy istnieje takie wyrazenie A, zZe zarowno wyrazenie A, jak i jego negacja
"—A", sq¢ dowodliwe w teorii.

O teorii, ktéra nie jest sprzeczna, mowi sie, ze jest niesprzeczna. Dowod
sprzecznosci teorii nazywa sie antynomiq, a teori¢ sprzeczng nazywa si¢ nie-
kiedy antynomialng. Zwykle niesprzeczno$¢ nalezy do najbardziej pozada-
nych wtasnosci teorii. Wigze sie to miedzy innymi z nastepujacym waznym
twierdzeniem.

Twierdzenie 28 Teoria elementarna jest sprzeczna wtedy @ tylko wtedy, gdy
wszystkie wyrazenia tej teorii sqg jej twierdzeniami.

Dowod. Zalézmy najpierw, ze wszystkie wyrazenia pewnej teorii elementarnej
T sa jej twierdzeniami. Poniewaz teoria jest elementarna, zawiera symbole
klasycznego rachunku zdan, w tym symbol negacji. Zatem dla dowolnego
wyrazenia A teorii T negacja " A ' tego wyrazenia roOwniez jest wyrazeniem
tej teorii. Z zalozenia obydwa te wyrazenia sa twierdzeniami, a wigc teoria
jest sprzeczna. Zatézmy z kolei, ze teoria elementarna 7' jest sprzeczna i ze
pewne wyrazenia: A," AT sg twierdzeniami tej teorii. Poniewaz teoria T
jest elementarna, dla catkiem dowolnego wyrazenia B tej teorii, tautologia
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A — (-A — B)7 jest twierdzeniem teorii T'. Z trzech wymienionych twier-
dzen, stosujac dwukrotnie regute Modus Ponens, wyprowadzamy dowolne
wyrazenie B. To konczy dowdd.

Zatem na gruncie sprzecznej teorii mozna udowodnié¢ catkiem dowolne
wyrazenie. To wlasnie stanowi powod pozadania niesprzecznoéci. Zagadnienie
dowodzenia sprzecznosci i niesprzecznosci teorii jest tak donioste, ze wkrotce
zajmiemy sie nim oddzielnie.

Od teorii naukowej oczekujemy — podobnie, jak od sktadajacego przed
sadem zeznanie $wiadka — ze powie tylko prawde i cata prawde. Teorig, ktora
moéwi tylko prawde, nazywamy bezbledna, a teorig, ktora na dany temat
mowi caty prawde, nazywamy petna. Teorie, ktéra na dany temat mowi cata
prawde i tylko prawde, nazwiemy adekwatna.

Definicja 29 (bezblednosé teorii) Teoria T jest bezbledna wtedy i tylko
wtedy, gdy kazde wyrazenie, ktore jest dowodliwe w tej teorii T', jest tez praw-
dziwe.

Zauwazmy od razu, ze kazda bezbtedna teoria jest niesprzeczna. Albowiem,
mocg samej definicji negacji zadne wyrazenie nie moze by¢ prawdziwe wespot
ze swoja negacja. Odwrotnie nie musi by¢, to znaczy istniejg niesprzeczne
teorie, ktore nie sa bezbtedne. Mozna sobie — na przyktad — tatwo wyobrazi¢
wewnetrznie niesprzeczng bajke.

Definicja 30 (petnosé teorii) Teoria T jest petna wtedy i tylko wtedy, gdy
kazde prawdziwe wyrazenie teorii T jest w tej teorii dowodliwe.

Zauwazmy, ze kazda sprzeczna teoria jest zarazem petna. Jesli bowiem do-
wodliwe sg wszystkie wyrazenia, to tym bardziej dowodliwe sg wszystkie
wyrazenia prawdziwe. Przyznajmy przy tym od razu, ze petno$¢ bedaca
pochodng sprzecznosci raczej nie zadowala tworcy teorii elementarnej. Jak
wspomnielismy, o teorii, ktéra jest zarazem bezbtedna i pelna, méwimy, ze
jest adekwatna.

Poprawno$¢ definicji. Wprowadzaniu do teorii terminéw wtérnych stuza
specjalne aksjomaty zwane definicjami. Niech n > 0 bedzie liczba naturalna,
zas aq, Qa,...,q, niech beda wszystkimi zmiennymi indywidualnymi wol-
nymi w wyrazeniach: A i B. Niech tez termin wtorny ¢ bedzie czescig wyra-
zenia A. O nastepujacej definicji terminu o:

Vag, g, ..., (A =B) (5.23)

powiemy, ze ma posta¢ kanoniczng. Termin ¢ nazywa si¢ terminem definio-
wanym, wyrazenie A nazywa sie definiendum, wyrazenie B okreslamy jako
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definiens, a znak réwnowaznosci, taczacy definiendum z definiensem, nazywa
sie tgcznikiem definicyjnym. Jezeli w definiendum wystepuja poza terminem
definiowanym jeszcze inne znaki, to sktadaja si¢ one na kontekst definicyjny.
Poczatkowe kwantyfikatory ogélne, ktérych zasiegiem jest cata réwnowaz-
noé¢ "A = B nazywaja sie kwantyfikatorami domykajgcymi definicje. Sa
one bardzo czesto opuszczane. Wobec obowigzywania reguty generalizacji
nie jest to istotne. Przyktadami réwnowaznosciowych definicji normalnych
moga by¢ wyrazenia:

Vo, y: (r<y=x<yAz#y),
(z jest matka y) = ((x jest rodzicem y) A (z jest kobieta)),

z ktorych pierwsze podaje charakterystyke predykatu ,<”, a drugie predy-
katu ,jest matka”. W drugim wypadku skorzystaliémy ze wspominanej juz
konwencji opuszczenia kwantyfikatoréw ogélnych domykajacych cata defini-
cje. Tych kwantyfikatoréw nalezy sie jednak zawsze domysla¢. W dalszych
rozwazaniach bedziemy zwykle zaktadaé¢, ze mamy do czynienia z definicja o
postaci kanonicznej, chyba ze wyraznie zaznaczymy co$ innego.

Zauwazmy, ze przed przyjeciem definicji termin definiowany nie jest ter-
minem teorii 7', zatem definiens nie jest jeszcze wyrazeniem tej teorii. Staje
sie nim dopiero na mocy definicji. Definicje rozszerzaja zatem baze termi-
nologiczng teorii o nowe symbole, ktorych nie ma w alfabecie, i rozszerzaja
zbiér wyrazen o wyrazenia zawierajace terminy wtorne.

Z logicznego punktu widzenia stawiamy definicjom dwa wymogi: nie-
sprzeczno$ci i przektadalno$ci. Definicja D spelnia wymog niesprzecznosci
wtedy i tylko wtedy, gdy po dolaczeniu tej definicji D do dowolnej nie-
sprzecznej teorii T' powstaje réwniez teoria niesprzeczna. Krétko mowiac,
definicja spelnia wymog niesprzecznosci wtedy i tylko wtedy, gdy nie wy-
woluje sprzecznosci w niesprzecznej teorii. Natomiast definicja D terminu ¢
spelnia wymoég przektadalnosci wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego wy-
razenia A, ktére zawiera co najwyzej terminy pierwotne, symbole przejete
z logiki i termin definiowany §, podaje algorytm znajdowania wyrazenia A’
ktore jest rownowazne z wyrazeniem A na gruncie teorii 7', i ktére zawiera
co najwyzej terminy pierwotne i symbole przejete z logiki. Krotko méwiac,
definicja spetnia warunek przektadalnosci wtedy i tylko wtedy, gdy pozwala
na wyeliminowanie definiowanego terminu w dowolnym kontekscie. Dla wielu
typéw definicji sformutowano algorytmy czysto mechanicznego sprawdzania,
czy definicja czyni zado$¢ wymogom niesprzecznosci i przektadalnosci. Wa-
runki, ktore sktadaja sie na takie algorytmy, nazywamy formalnymi warun-
kami poprawnosci definicji.
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Rozwazmy taka definicje (5.23) predykatu §, ze definiendum sktada sie co

najwyzej z terminu definiowanego, zmiennych indywidualnych: o, as ..., ay,
i znakow interpunkcyjnych:
dag,ag, ... ap) = B. (5.24)

Dla definicji o takiej budowie obowigzuja trzy nastepujace formalne warunki
poprawnosci: (a) warunek ufundowania, (b) warunek ogélnosci oraz (c) wa-
runek jednorodnos$ci. Definicja spetnia warunek ufundowania wtedy i tylko
wtedy, gdy w definiensie wystepuja co najwyzej symbole nalezace do alfa-
betu teorii i terminy uprzednio prawidtowo zdefiniowane. Definicja spetnia
warunek ogélnosci wtedy i tylko wtedy, gdy w definiendum zadna zmienna
wolna sie nie powtarza. Definicja spelnia warunek jednorodnosci wtedy i
tylko wtedy, gdy — pomingwszy kwantyfikatory domykajace — doktadnie
te same zmienne wystepuja jako wolne w definiendum i w definiensie. Jezeli
spetnione sg wszystkie warunki (a)—(c), to definicja o postaci (5.24) na pewno
czyni zado$¢ wymogowi niesprzecznosci i wymogowi przektadalnosci. Jezeli
nie jest speliony warunek (a) lub warunek (b), to definicja moze nie czynié
zadosé wymogowi przekladalnosci. Jezeli zas nie jest spelniony warunek (c)
to definicja moze nie czyni¢ zado$¢ wymogowi niesprzecznosci.

Warunek ufundowania jest narzedziem kontroli rozszerzania bazy termi-
nologicznej teorii. Blokuje on wprowadzanie terminéw, ktorych charaktery-
styka nie jest ostatecznie oparta na alfabecie. Jezeli warunek ufundowania nie
jest speliony, to zarzucamy btad ignotum per ignotum. Blad ten popetnili-
by$my, na przyktad, gdybysmy wprowadzili do arytmetyki PA definicje (5.11)
przed wprowadzeniem definicji (5.10). Definiens definicji (5.10) zawiera wy-
tacznie terminy pierwotne i symbole przejete z logiki, spetaniajac tym samym
warunek ufundowania. Natomiast w definiensie definicji (5.11) wystepuje po-
nadto symbol ,<”, ktory nie nalezy do alfabetu. Dopodki wiec nie zostanie
on prawidtowo zdefiniowany, stajac sie w ten sposéb terminem wtoérnym teo-
rii PA, nie wolno uzywaé go do definiowania innych terminéw (ani zreszta w
zadnym innym celu poza definiendum jego wtasnej definicji).

Szczegdlna wersja btedu ignotum per ignotum jest blad idem per idem.
Blad ten bywa czesto nazywany blednym kolem w definicji — circulus (vitio-
sus) in definiendo. Bad ten nalezy starannie odrézniaé¢ od znanego nam juz
btednego kota we wnioskowaniu. Z btedem idem per idem mamy do czynie-
nia, jesli do zdefiniowania terminu wtoérnego d uzywamy tego samego terminu
0. Jak powiedzielismy, termin wtorny zostaje wprowadzony do teorii dopiero
na mocy definicji. Mamy tu wiec do czynienia z btedem ignotum per ignotum.
Jest to jednak osobliwa posta¢ tego btedu. Z btednym kotem bezposrednim
mamy do czynienia, gdy definiowany termin wystepuje wrecz w definien-
sie swej wlasnej definicji, na przyklad ,Polakiem jest ten, kto uwaza sie
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za Polaka”,  szczedcie polega na poczuciu szczescia”. Ciekawego przykladu
btednego kota bezposredniego dostarcza pewna naukowa ksiazka z dziedziny
biologii. Podano tam nastepujaca definicje gatunku: ,,gatunek jest to wszelkie
zbiorowisko form, ktore ma pochodzenie wspélne i rézne od innych gatun-
kow”. 7Z blednym kotem posrednim mamy do czynienia, gdy w definiensie
definicji terminu wtérnego d; wystepuje termin wtorny do, w definiensie defi-
nicji terminu d, wystepuje termin wtérny d3 i tak dalej, az do takiego terminu
wtornego 9,, ze w definiensie jego definicji wystepuje definiowany obecnie
termin 9,. Przyktadem btednego kota posredniego sg definicje wystepujace w
ustawie Prawo o ruchu drogowym:

e droga jest to wydzielony pas terenu sktadajacy sie z jezdni, pobocza,
chodnika, ...,

e jezdnia jest to cze$¢ drogi przeznaczona do ruchu pojazdéow.

Termin ,droga” zostal tu zdefiniowany za pomoca terminu ,jezdnia” i od-
wrotnie, termin ,,jezdnia” zostal zdefiniowany za pomocs terminu ,droga”.
Innego przyktadu dostarczaja definicje, ktére mozna znalezé w jednej z ksig-
zek naukowych z zakresu teorii sztuki:

e dzieto sztuki jest to przedmiot zdolny do wzbudzenia emocji estetycz-
nej,

e emocja estetyczna jest to przezywanie znaczacej formy w dziele sztuki.

Termin ,dzieto sztuki” zostal tu zdefiniowany za pomoca terminu ,emocja
estetyczna” i odwrotnie, termin ,emocja estetyczna” zostal zdefiniowany zde-
finiowany za pomoca terminu ,dzieto sztuki”. Ten sam blad bywa czasami
popetniany w szkolnych lub popularnych wyktadach matematyki. Mozna tam
znalez¢ definicje:

r<y=x<yVvVr=y,
r<y=z<yAzFuy,

ktoére definiujg predykat ,,.<” za pomocg predykatu ,<” i odwrotnie, predykat
»,<" za pomoca predykatu ,<”.

Omawiajac warunek ogélnosci, wezmy pod uwage przyktad definicji (5.10).
W definiendum wystepuja tam dwie zmienne: ,z” i ", i kazda z nich wyste-
puje w definiendum tylko raz, tylko na jednym miejscu. Warunek jednorod-
nosci jest wiec spetniony. Chwila namystu wystarczy, zeby uswiadomi¢ sobie
skutki zaniedbania tego warunku. Gdyby, powiedzmy definiendum definicji
(5.10) stanowito wyrazenie .z < z”, to nie daloby sie zastosowaé tej definicji
m.in. do wyrazenia ,2 < 3”7, a wiec nie spelniono by wymogu przektadalnosci.
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Pozostajac przy tym samym przyktadzie definicji (5.10), pochylmy sie nad
warunkiem jednorodnosci. Definicja (5.10) spelnia ten warunek. Jesli bowiem
pominiemy kwantyfikatory domykajace definicje, w definiendum i w definien-
sie wolne pozostana doktadnie te same zmienne: ,x” i ,y”. Co prawda, w
definiensie wystepuje jeszcze zmienna ,.2”, ktorej nie ma w definiendum, ale
jest ona zwigzana przez kwantyfikator nalezacy do definiensu. Zastanéwmy
sie, co mogtoby sie sta¢, gdyby warunku jednorodnosci zaniedbano, gdyby
definicja (5.10) przybrata, powiedzmy, postaé:

Ve,y,2: (t<y=x+2=y). (5.107)

Arytmetyka PA statlaby sie mianowicie natychmiast teorig sprzeczng. Anty-
nomia mogtaby wyglada¢ w nastepujacy sposob:

L. Ve,y,z: (t<y=x+2z2=1y) definicja (5.107)
2.2<3=2+4+1=3 wynika z wiersza 1
3.24+1=3 twierdzenie arytmetyki PA
4. 2<3 wynika z wierszy: 2, 3
5.2<3=240=3 wynika z wiersza 1
6. 2+0+#3 twierdzenie arytmetyki PA
7. 2(2<3) wynika z wierszy: 5, 6

Sprzecznosé, jak widaé, pojawia sie w wierszach: 4 i 7. Powstanie tej antyno-
mii jest skotkiem wylacznie zaniedbania warunku jednorodnosci w definicji
(5.107).

Rozwazajac formalne warunki poprawnosci definicji o postaci (5.24), prze-
konaliSmy sie przy okazji, ze definicja (5.10) spelia wszystkie te warunki.
Tym samym zyskujemy pewno$¢, ze czyni ona zado$¢ wymogom niesprzecz-
noéci i przektadalnosci. Z formalnego punktu widzenia definicja ta moze by¢
prawidtowo dotgczona do teorii PA.

Druga grupa definicji, dla ktérych opracowano metode sprawdzania for-
malnej poprawnodci, sg definicje termoéw — w szczegdlnosci nazw jednostko-
wych lub symboli funkcyjnych — o postaci

6:5(041,0@,...,@”) EB(O&l,OKQ,...,Oén,6>, (525)

przy czym g, Qio, . . ., iy, 3 83 wszystkimi zmiennymi wolnymi w definiendum
(pomijamy tu znowu domyslne kwantyfikatory domykajace). W poréwnaniu z
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definicja typu (5.24) w definiensie, opr6cz terminu definiowanego, zmiennych
i znakéw interpunkcyjnych, wystepuje jeszcze znak rownosci. Przyktadem
definicji omawianego typu moze by¢ definicja funkcji logarytm:

y=1log,z=2a" =z

Jesli liczba zmiennych wolnych n réwna sie zeru, termin definiowany § jest
nazwg jednostkows, w przeciwnym razie jest to symbol funkcyjny. W od-
niesieniu do formalnej poprawnosci definicji typu (5.25) obowiazuja warunki
(a)—(c), sformutowane dla definicji typu (5.24), a wiec warunek ufundowania,
warunek ogélnosci i warunek jednorodnosci. Ponadto obowiazuje (d) waru-
nek istnienia i jedynosci. Aby definicja termu 0 speliata ten warunek na
gruncie teorii 7', nalezy dowie$¢ w tejze teorii twierdzenia:

Vaq, o, ... o B6: B(ag, g, ..., an, F), (5.26)

zgodnie z ktorym w uniwersum dyskursu zawsze istnieje doktadnie jeden
desygnat nazwy powstajacej z termu . Na przyktad, rozwazajac teorie mno-
gosci Zer, udowodnili$émy twierdzenie (5.21) o istnieniu doktadnie jednego
zbioru pustego. Upowaznia to — obok spetnienia pozostatych warunkéw for-
malnej poprawnosci — do wprowadzenia w teorii Zer terminu wtérnego ,,”,
ktory jest nazwg jednostkowsg zbioru pustego:

r=g=-Jy:y€x. (5.27)

Niedopelnienie warunku istnienia i jedynosci moze wywota¢ w teorii sprzecz-
nosé.

Antynomie. Jak powiedzielidmy, antynomia jest to dowdd sprzeczno$ci
teorii. Nalezy doktadnie odréznia¢ pojecie antynomii od pojecia paradoksu.
Jako paradoksalne okreslamy to, co jawi sie jako niewiarygodne. Jesli wiec
jestedmy przekonani o bezbtednosci jakiejs teorii, to odkrycie w tej teorii an-
tynomii, bez watpienia, jest paradoksem. Jesli jednak teoria jawitaby sie nam
jako wysoce podejrzana, to pojawienie si¢ antynomii nie bytoby niczym pa-
radoksalnym, przeciwnie, potwierdzaloby nasze podejrzenia. Z drugiej strony
nie kazdy paradoks jest antynomia. Wiele sposréd przetomowych odkryé na-
ukowych stanowito paradoksy, poniewaz godzito w zastang wiedze lub po-
toczne wyobrazenia. Przyktady mozna by mnozy¢. Wymienmy tylko odkrycie
liczb niewymiernych przez pitagorejczykow, helicentryczny system Mikotaja
Kopernika, Powstanie geometrii nieeuklidesowych, odkrycie promieniotwor-
czosci, odkrycie bezwzglednosci wartosci predkosci swiatta, odkrycie efektow
kwantowych. We wszystkich wymienionych przypadkach roito sie — a nawet
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roi nadal — od paradoksow. Jednakze w zadnym z nich nie wykryto niewat-
pliwych antynomii. Antynomialno$¢ jest wiec obiektywng wlasnoscig teorii,
podczas gdy paradoksalno$é jest stosunkiem teorii do zastanej wiedzy.

Antynomie pojawiaja sie od czasu do czasu w réznych dziedzinach wie-
dzy. Jak powiedzieliSmy, ze wzgledu na twierdzenie 28 sg one niemal zawsze
uwazane za trudnos$¢ najwyzszej wagi. Podwazajg bowiem wszelka wartosé
poznawcza teorii, w ktorej tkwig. Trudno si¢ wie¢ dziwi¢, ze Swiat naukowy
zaniemowit, kiedy na przelomie XIX i XX w. odkryto dziesiatki antynomii
w podstawach matematyki. Matematyka przeciez cieszyta sie opinig krolowej
nauk i wzorca wszelkiej rozumnosci i precyzji. Oniemiali uczeni oglosili na
poczatku XX w. kryzys w podstawach matematyki. Zapoznamy sie z jedna
antynomia matematyczna, antynomiq Russella. Jest to prawdopodobnie naj-
prostsza wykryta w matematyce antynomia. Wtasnie jej prostota okazata sie
szczegblnie porazajaca. Pod wptywem tej antynomii wielu badaczy doszto do
przekonania, ze nie mozna zgota ufa¢ rozumowi ludzkiemu, skoro sprzecz-
nos¢ pojawia sie w podstawowej dziedzinie matematyki, mianowicie w teorii
zbioréw, i to pojawia si¢ z niesamowita prostota.

Frege zatozyl, ze dla dowolnego warunku mozna wskaza¢ zbiér przedmio-
tow speliajacych ten warunek. Na przyktad warunkom:

x jest stoniem,
x jest liczba pierwsza

odpowiadaja odpowiednio: zbiér wszystkich stoni i zbiér wszystkich liczb
pierwszych. Jesli sformutowany warunek jest wewnetrznie sprzeczny, jak przy-
ktadowo warunek:

x jest kwadratowym kotem,

to zbior przedmiotow spekiajacych ten warunek jest pusty. Nie mniej jednak
jest to jakis zbiér. Zatozenie to mozna wyrazi¢, przyjmujac, ze dla dowolnego
wyrazenia A wyrazenie:

Jz: Vy: (y € x = A(y)) (5.28)

jest aksjomatem teorii mnogosci. To zalozenie zostato nazwane aksjomatem
komprehenzji czyli pojmowalnosci. To jednak wystarczy do powstania anty-
nomii. Nie uptyneto wiele czasu, kiedy Bertrand Russell podatl jako wyrazenie
A nastepujacy warunek: y nie jest swoim wtlasnym elementem (tj. y ¢ y).
Chwila zastanowienia wystarczy, by sie przekonaé, ze zbior zbioréw niebeda-
cych swymi elementami jest i zarazem nie jest swoim wtasnym elementem.
Jesli bowiem jest on swoim elementem, to z definicji nie jest swoim wlasnym
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elementem i odwrotnie. Zgodnie z wiec z teorig Fregego istnieje zbior, ktory
jest swoim elementem i nie jest swoim elementem. To jednak jest antylogia,
a wiec jej zaprzeczenie jest tautologia i moze by¢ dowolnie dotaczone do do-
wodu. W ten sposdb mozna precyzyjnie wykazaé sprzecznosé teorii Fregego:

. dz:Vy: (yex=y ¢y) aksjomat komprehenzji
2.Ve: Vy: (ywex=yédy) — (r€xNzé¢ur)) tautologia
3. dz: (xr€exNa ¢ x) wynika z wierszy: 2, 1,
4. ~Jz: (r€x Nz ¢ x) tautologia

Jak wspomnielismy, w chwili, gdy Russell pisal do Fregego, wiedziano juz, ze
w podstawach matematyki kryja sie pewne trudnosci. Nikt jednak nie oczeki-
wal, ze sprzecznos¢ moze pojawié¢ sie w matematyce tak prosto i ewidentnie.
7 szoku, jaki zostal wywotany odkryciem antynomii Russella, matematyka
pod pewnymi wzgledami nie zdotata sie jeszcze otrzasnac.

Dowdéd niesprzecznosci.

Definicja 31 Teoria elementarna Ty ma model (interpretacje) w teorii ele-
mentarne;) Ty wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje teoria elementarna T3, ktora
powstaje przez dolgczenie do aksjomatyki teorii Ty dowolnych formalnie po-
prawnych definicji wszystkich terminow pierwotnych teorii T i w ktorej do-
wodliwe sqg wszystkie aksjomaty teorit Ty . O teorii T3 mowimy, Ze interpretuje
ona teorie T w teorit Ty lub Ze ustanawia model teorii T, w teorit T,.

Rozwazmy dla przyktadu prosta teorie 0rdl pewnego porzadku, o jednym
terminie pierwotnym i aksjomatach:

—3Jx: P(x,x), (5.29)
Va,y,z: (P(z,y) AP(y,z) — P(z, 2)), (5.30)
Va,y: (z #y — P(z,y) VP(y, z)), (5.31)
Va: (3y: P(z,y) A Jy: Py, x)), (5.32)
Va,y: (P(x,y) — 3z: (P(x, 2) AP(z,9))). (5.33)

Teoria 0rd1l ma Model (interpretacje) w arytmetyce liczb wymiernych. Aby
sie o tym przkonaé rozwazmy teorie liczb wymiernych — pomijamy tutaj jej
doktadng aksjomatyke — i dodajmy do wszystkich znanych nam twierdzen
dotyczacych liczb wymiernych definicje:

Ve, y: (P(z,y) =z <vy). (5.34)
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Jest przy tym obojetne, czy taka definicja chwyta ide¢ wtasciwa teorii Ord1.
Wazne jest natomiast to, ze wszystkie aksjomaty (5.29)—(5.33) okazuja sie
twierdzeniami teorii liczb wymiernych wzbogaconej o definicje (5.34).

Twierdzenie 32 Jezeli teoria Ty ma model w teorii T, to teoria T jest
niesprzeczna, jesl tylko niesprzeczna jest teoria Ts.

Dowdd twierdzenia 32 nie powinien nastrecza¢ trudnosci. Zatézmy, ze teoria
T} jest niesprzeczna i ma model w teorii 15 ustanowiony przez teorie T3. Na
mocy definicji 31 teoria T3 jest sprzeczna. Musi ona by¢ sprzeczna dlatego, ze
dowodliwe sg w niej wszystkie aksjomaty teorii 7). Poniewaz zas we wszyst-
kich teoriach elementarnych postugujemy sie tym samym zestawem regut
logicznych i tautologii, wszystkie twierdzenia teorii T} sa dowodliwe w teorii
T5. Zatem, skoro teoria 717 jest sprzeczna, to teoria T, réwniez jest sprzeczna.
7 kolei teoria T3 powstaje z teorii T, przez dodanie do aksjomatyki pewnej
liczby formalnie poprawnych definicji. Definicje takie spetniajg warunek nie-
sprzecznosci, czyli, dodane do teorii niesprzecznej, daja teori¢ niesprzeczna.
Jesli wiec teoria T3 jest sprzeczna, to teoria Ty réwniez jest sprzeczna. Zatem,
jesli teoria T jest sprzeczna, to teoria 7, musi by¢ réwniez sprzeczna. Jesli
wiec wiemy skadinad, ze teoria Th jest niesprzeczna, to tym samym wiemy,
ze niesprzeczna jest teoria 77.

Zatem, wobec twierdzenia 32, wykazalidmy, ze, jesli arytmetyka liczb wy-
miernych jest niesprzeczna, to teoria Ordl réwniez jest niesprzeczna.

Zapoznamy sie jeszcze z bardzo prosta teorig elementarng 0rd, ktoéra jest
fragmentem geometrii absolutnej, to znaczy wspoélnej czesci geometrii Eukli-
desa i geometrii Bolyai-f.obaczewskiego. Uniwersum dyskursu stanowi zbiér
wszystkich punktow jednej dowolnej prostej. Teoria dotyczy uporzadkowania
punktow na prostej. Wprowadzamy jeden pierwotny termin, tréjargumen-
towy predykat, ktory pozwala na budowanie wyrazen typu:

M(z,y, z), (5.35)

co nalezy odczytywaé: punkt y lezy miedzy punktem x a punktem z. Aksjo-
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matami teorii Ord sa nastepujace wyrazenia:

M(z,y,2) =z #yAx # z, (5.36)
M(x,y,2z) — M(z,y, ), (5.37)
T # 2z — Jy: Mz, y, 2), (5.38)
r#£y— 3z: Mz, vy, 2), (5.39)
TAEYNYF 2z NxF#z—Mz,y,x) VM(y, z,z) VM2, x,7), (5.40)
M(z,y,z) — My, z,2) A Mz, 2,y), (5.41)
M(z,u,y) AM(z,w,y) — Mu,w,y) Vu=wVMz,w,u), (5.42)
M(z,y,2) — M(x,v,y) VM(y,v,z) — M(z,v, 2)), (5.43)
M(z,y,u) AM(z,y, w) — My, u,w) Vu=wVMy,w, u). (5.44)

(5.45)

Zauwazmy, ze ta prosta aksjomatyka jest skonczona, mamy wiec do czynie-
nia z teorig skonczenie aksjomatyzowalna. Dla przyktadu skorzystaliSmy tez z
omoéwionej wezesniej, rozpowszechnionej konwencji, pomijajac wszystkie po-
czatkowe kwantyfikatory ogolne. Wszystkie sformutowane aksjomaty sa wiec
skrotami myslowymi wyrazen powstajacych przez domkniecie tych aksjoma-
téw za pomoca kwantyfikatora ogblnego. Na przyktad wyrazenie (5.36) nalezy
rozumie¢ jako skrot wyrazenia:

Vae: Yy: Vz: M(x,y,2) = x £y Az #2). (5.46)

Widaé¢ wiec, ze zmienne wolne w aksjomatach — i we wszystkich twierdze-
niach — teorii dedukcyjnych sa wolne tylko pozornie. W rzeczywistosci sa
to zmienne zwigzane domyslnymi kwantyfikatorami ogélnymi obejmujacymi
swoim zasiggiem cale odno$ne wyrazenia. Nalezy zachowaé¢ Swiadomos¢ tej
konwencji, na niej opiera si¢ m.in. praktyka podstawiania za zmienne wolne
w twierdzeniach.

Niesprzecznosci teorii Ord mozna dowie$¢ przez nastepujaca interpretacje
w arytmetyce liczb naturalnych:

Vo,y,z: M(z,y,2) = <yAy<z). (5.47)

Jesli wiec arytmetyka jest niesprzeczna, to niesprzeczna jest rowniez teoria
Ord.

5.2 Twierdzenia limitacyjne

Arytmetyzacja i diagonalizacja. Wsrod teorii aksjomatycznych wazna
role odgrywaja teorie bogate. Do teorii bogatych zaliczamy arytmetyke liczb
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naturalnych i wszystkie teorie, w ktorych arytmetyka sie zawiera. Zawieranie
rozumiemy tak, ze dla uznania teorii za bogatg wystarczy mozliwos¢ zdefi-
niowania w niej poje¢ arytmetyki lub ich odpowiednikéw. Poza czysta logika,
prawie wszystkie ciekawe teorie sg bogate. W szczegolnosci bogate sg wszyst-
kie dzialy klasycznej matematyki, a wiec réwniez teorie empiryczne, ktorych
matematyka jest komponentem.

Zapoznamy sie z dwiema wlasnosciami teorii bogatych. Same te wlasno-
sci nie muszg robi¢ wrazenia interesujacych, ale — jak zobaczymy — prowa-
dza do odkry¢, ktére moga przyprawi¢ o zawrot gtowy. Jak wiekszos¢é wiel-
kich dokonan naukowych, na te odkrycia sktada sie wysitek pokolen badaczy.
Wszakze najwicksza czesé pracy wykonat Kurt Godel.

Wyrazenia kazdej bogatej teorii moga by¢ ponumerowane, kazdemu z nich
mozna przypisa¢ doktadnie jedng liczbe naturalng. Podobnie mozna ponume-
rowac ciggi wyrazen i inne ich uktady. Numeracja ma przy tym te wtasnos¢,
ze wielu zbiorom wyrazen i relacjom miedzy nimi odpowiadajg jednoznacznie
zbiory i relacje miedzy liczbami naturalnymi. Tego rodzaju przyporzadkowa-
nie wyrazen i liczb nazywa sie arytmetyzacjg jezyka. Czynnosé arytmetyzacji
jest bardzo zmudna i nie bedziemy jej $ledzi¢ krok po kroku. Zamiast tego
wprowadzimy dwa skroty:

nr(A) — numer wyrazenia A,

nr(x/y) — numer wyrazenia, ktore powstaje z wyrazenia majacego
numer x przez podstawienie nazwy liczby y za wszystkie zmienne wolne
w tymze wyrazeniu numer .

Niech, na przyktad, wyrazenie ,x 4+ 1 > z” ma numer n, to znaczy,
nr(z+1>z)=n.

Wéwezas nr(n/5) jest numerem wyrazenia powstajacego z wyrazenia numer
n przez podstawienie liczebnika ,,5” za jedyng zmiennag wolng ,z”. Zatem

nr(n/5) =nr(5+1 > 5).

Obliczanie poszczegdlnych numerdéw nie jest dla nas istotne. Wazne jest na-
tomiast to, ze przeprowadzenie arytmetyzacji jest z pewnoscig mozliwe.
Druga wazna cecha bogatych teorii, oparta m.in. na zarytmetyzowaniu
jezyka, jest mozliwo$¢ diagonalizacji. Polega ona na tym, ze dla dowolnej
wtasnosci W, o ktérej mozna moéwi¢ w jezyku teorii, daje sie zbudowaé zda-
nie, ktore o sobie samym stwierdza, ze ma te wtasnos¢ W. Zdanie to brzmi,
mniej wiecej, tak: ,mam wtasnos¢ W”. Doktadniej, dla dowolnego wyraze-
nia A z jedng zmienng wolna mozna w tej samej teorii zbudowaé¢ zdanie:
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yspetniam wyrazenie A”. Mowi o tym wazne twierdzenie, zwane lematem
przekatniowym lub lematem diagonalizacyjnym.

Twierdzenie 33 (lemat przekatniowy) Niech T bedzie dowolng bogatq

teorig. Dla kazdego wyrazenia A(«) teorii T majgcego dokladnie jedng zmienng
wolng « istnieje takie domkniete wyrazenie B teorii T', Ze na gruncie teorii

T dowodliwa jest réunowaznosé "A(nr(B)) = B™.

Wyrazenie B, o ktéorym jest mowa w lemacie przekatniowym, nazywa si¢
punktem statym wyrazenia A(«). Jak widaé¢ arytmetyzacja odgrywa tutaj
istotna role. Punkt staly B wyrazenia A(«a) stwierdza: méj numer spehia
wyrazenie A(a).

Spréobujmy zapoznaé sie z dowodem twierdzenia 33. Niech A(a) bedzie
dowolnym wyrazeniem o jednej zmiennej wolnej «. Jesli podstawimy za te
zmienna term nr(a/a), to powstanie wyrazenie

A(nr(a/a)), (5.48)

ktore rowniez ma doktadnie jedna zmienna wolng a. Wyrazenie (5.48) samo
musi mie¢ jaki§ numer, powiedzmy numer d (jak diagonalizacja):

d = nr(A(nr(a/a))), (5.49)
a wobec tego
nr(d/d) = nr(A(nr(d/d))). (5.50)

Mowa o diagonalizacji, czyli o tworzeniu przekatnej, bierze si¢ z obrazowego
przedstawienia rozwazanych tu podstawien. Wyobrazmy sobie tabele,

1 2 3 4
Ai(z) A1) A(2) A1(3) Ai(4)
As(z) As(l) As(2) As(3) As(4) '

ktora w pierwszej kolumnie zawiera kolejno ponumerowane wszystkie wyra-
zenia majace doktadnie jedna zmienng wolna, a w pierwszym wierszu nazwy
kolejnych liczb naturalnych. Na przecieciu wiersza z kolumna znajduje sie
domkniete wyrazenie, ktore jest podstawieniem nazwy wtasciwej liczby we
wlasciwym wyrazeniu. Jak wida¢, na przekatnej tabeli wystepuja wyrazenia
powstale przez podstawienie numeru wyrazenia w tymze wyrazeniu (dla lep-
szego uzmystowienia pogrubiliémy numery na przekatnej). Ot6z w ktéryms
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wierszu, w pierwszej kolumnie musi sie pojawi¢ wyrazenie numer d, a po prze-

katnej, na tej wysokosci, wyrazenie o numerze nr(d/d), ktérego szukamy.
Jest to kluczowy moment dowodu i nalezy doktadnie wmysli¢ sie w stwier-

dzenia (5.49) oraz (5.50). Okazuje sie bowiem, ze domkniete wyrazenie

A(nr(d/d)), (5.52)

ktore wystepuje w stwierdzeniu (5.50), jest wtasnie poszukiwanym wyraze-
niem B z lematu przekatniowego. To znaczy, jest ono punktem stalym wy-
razenia A(«). Zeby sie o tym przekonaé, zauwazmy najpierw, ze tautologia

A(nr(d/d)) = A(nr(d/d)) (5.53)

jest twierdzeniem teorii T', poniewaz jest tautologia. Z wyrazen (5.50) oraz
(5.53) dowodzimy od razu wyrazenia

A(nr(A(nr(d/d)))) = A(nr(d/d)) (5.54)

jako twierdzenia teorii danej T'. To za$ jest wtasnie ta rownowaznosé, o ktorej
moéwi dowodzone twierdzenie 33, w ktérym punkt staly B przyjmuje ksztatt
wyrazenia (5.52):

A(nr(A(nr(d/d)))) = A(nr(d/d)) (5.547)
B B

Nie jest przy tym istotne to, ze skonstruowaliémy wyrazenie dos¢ dziwaczne.
Liczy si¢ jedynie to, ze zgodnie z dowodzonym twierdzeniem, takie wyrazenie
da sie skonstruowaé dla dowolnego A(«).

Pierwsze Twierdzenie Godla. Diagonalizacja pozwala na udowodnienie
wielu waznych twierdzen, z ktorych najstynniejsze jest Pierwsze Twierdzenie
Godla. Ogtloszenie tego twierdzenia w 1931 r. wstrzasneto calym matema-
tyczno-logicznym swiatem i cos z tego wstrzasu trwa chyba do dzisiaj.

Twierdzenie 34 (Godel I) Jezeli jakakolwiek teoria T jest zarazem bogata
1 niesprzeczna, to w jezyku tej teorii istnieje takie wyrazenie A, zZe ani samo
wyrazenie A nie jest dowodliwe, ani jego negacja " —A.

Zrodlem wstrzgsu, zwigzanego z Pierwszym Twierdzeniem Godla, sg filozo-
ficzne konsekwencje tego twierdzenia. Sposréd wyrazen: A, " =A™ co najmniej
jedno jest prawdziwe. Zatem w kazdej bogatej i niesprzecznej teorii istnieja
prawdziwe wyrazenia, ktorych nie da si¢ dowies¢. Nie jest mozliwe skonstru-
owanie jakiejkolwiek teorii, ktéraby byta réwnoczesnie niesprzeczna, bogata
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i pelna. Znaczy to, ze nasza wiedza nigdy nie osiagnie doskonatej Scistosci,
dowdd nigdy nie bedzie jedyna formg uzasadniania. Zawsze bedziemy musieli
polegaé czesciowo na wnioskowaniach zawodnych, intuicji oraz wierze.
Naszkicujemy dowdd Pierwszego Twierdzenia Godla. Opiera sie on przede
wszystkim na lemacie przekatniowym oraz na pewnej wersji arytmetyzacji
jezyka. Godel odkryt, ze w kazdej bogatej teorii mozna zdefiniowaé wyrazenie

Dow(z), (5.55)

ktore nalezy odczytywacé: wyrazenie o numerze x jest dowodliwe, ewentualnie:
liczba x jest numerem wyrazenia dowodliwego. Wyrazenie (5.55) ma przy tym
te wlasnos¢, ze

Fr Dow(nr(A)) wtedy i tylko wtedy, gdy 7 A, (5.56)

to jest, dla dowolnego wyrazenia A o numerze nr(A), wyrazenie Dow(nr(A))
jest dowodliwe w teorii T" wtedy i tylko wtedy, gdy w tej teorii dowodliwe
jest samo wyrazenie A. Innymi stowy, jesli mozna cokolwiek udowodni¢, to
mozna tez udowodnié, ze mozna to udowodni¢, i odwrotnie. Zaleznos¢ (5.56)
opiera sie na tym, ze dowody i wszelkie skoniczone ciggi wyrazen mozna uni-
kalnie ponumerowaé tak, jak same wyrazenia. Sprawdzanie, czy dany cigg
jest dowodem, staje sie wéwczas badaniem, czy dana liczba naturalna nalezy
do okreslonego zbioru, czy nie. Tymczasem teoria liczb naturalnych z defini-
cji daje sie wyrazi¢ w kazdej bogatej teorii. Szczegdétowa analiza tej kwestii
jest nadre zmudna, ale gtéwna idea jest wtasnie taka.

Na drugim etapie dowodu korzystamy z twierdzenia 33. Zauwazmy, ze
wyrazenie (5.55) ma dokladnie jedna zmienna wolng. Podobnie negacja

—Dow() (5.57)

tego wyrazenia zawiera doktadnie jedng zmienng wolng. Wobec tego, na mocy
twierdzenia 33, istnieje domkniete wyrazenie, ktore jest punktem statym wy-
razenia (5.57). Wyrazenie, ktore jest punktem stalym wyrazenia (5.57), na
czes¢ Godla, nazywa sie zdaniem godlowskim lub zdaniem g. Zatem, na mocy
twierdzenia 33, istnieje takie domkniete wyrazenie g, ze réwnowaznosé¢

—Dow(nr(g)) =g (5.58)

jest dowodliwa w danej teorii T'. Jak wida¢, zdanie G gtosi o sobie samym:
nie jestem dowodliwe w tej teorii.

Jak pamietamy, w Pierwszym Twierdzeniu Goédla, to znaczy w dowo-
dzonym obecnie twierdzeniu 34, zakladamy, ze teoria T jest bogata i nie-
sprzeczna. Dzieki temu, Ze jest to teoria bogata, zachodzi zaleznos¢ (5.56), a
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réwnowaznosé (5.58) jest dowodliwa. Jedli teoria T jest ponadto niesprzeczna,
to ani zdanie g, ani jego negacja " —g ' nie sa dowodliwe w tej teorii — a tyle
wtasnie glosi Pierwsze Twierdzenie Godla.

Zatozmy bowiem, ze zdanie g jest dowodliwe w teorii 1. Poniewaz za-
leznosé (5.56) zachodzi dla dowolnego wyrazenia, wiec réwniez dla zdania g.
Wobec tego wyrazenie

Dow(nr(g)) (5.59)

jest dowodliwe w teorii T'. Z drugiej strony, skoro dowodliwe jest zdanie g i
réwnowaznosé (5.58), to tym samym wyrazenie

—Dow(nr(g)) (5.60)

rowniez jest dowodliwe. W takim razie teoria T' jest sprzeczna, ale to jest
niezgodne z zalozeniem. Wobec tego zdanie g nie moze by¢ dowodliwe na
gruncie teorii 7.

Zatozmy teraz, ze zdanie "—g' jest dowodliwe w teorii T'. Skoro réw-
nowaznosé (5.58) jest dowodliwa, to na mocy klasycznego rachunku zdan
dowodliwa jest tez rownowaznosé

Dow(nr(g)) = —g, (5.61)
a stad wynika, ze dowodliwe jest wyrazenie
Dow(nr(g)). (5.62)

Ze wzgledu na zalezno$¢ (5.56), ktora zachodzi dla dowolnego wyrazenia,
dowodliwe jest tym samym zdanie g. Gdyby jednak dowodliwe byto i zdanie
g, 1 jego negacja " —g', to teoria T bytaby sprzeczna, co kldci si¢ z zatozenie,
Wobec tego zdanie "—g ' nie moze by¢ dowodliwe.

Przekonalismy sie, ze ani zdanie godlowskie, ani jego negacja nie moga
mie¢ dowodu w bogatej i niesprzecznej teorii. Taka wlasnie jest tres¢ Pierw-
szego Twierdzenie Godla. Twierdzenie to zstalo wiec — w przyblizeniu —
udowodnione.

Twierdzenie Tarskiego. Twierdzenie Tarskiego, ktére udowodnili nieza-
leznie od siebie Alfred Tarski i Godel, jest odkryciem pokrewnym w stosunku
do Pierwszego Twierdzenia Godla. Twierdzenie Tarskiego gtosi, ze w ramach
bogatej i niesprzecznej teorii nie mozna zdefiniowa¢ pojecia prawdy. Pojecie
prawdy mialoby sie pojawi¢ w teorii wraz z wyrazeniem

Pr(z), (5.63)
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ktore nalezy odczytywaé: wyrazenie o numerze x jest prawdziwe, ewentualnie:
liczba x jest numerem wyrazenia prawdziwego. Definicja prawdy przyjmuje
wowcezas postac:

Pr(nr(A)) = A, (5.64)

to znaczy, wyrazenie o numerze nr(A) jest prawda wtedy 1 tylko wtedy, gdy
A. Rzeczywiscie, przeciez liczba nr(A) jest z definicji numerem wyrazenia A.
Réwnowaznos$é (5.64) moze byé¢ uznana za definicje prawdy pod tym warun-
kiem, ze jest spelniona przez kazde wyrazenie jezyka danej teorii. Pierwsze
Twierdzenie Godla ustalato pewne wtasnosci pojecia dowodliwosci, naleza-
cego do danej teorii. Tymczasem Twierdzenie Tarskiego wyklucza mozliwosé
pojawienia si¢ w takiej teorii pojecia prawdy.

Twierdzenie 35 (Tarski) Jezeli jakakolwiek teoria T jest zarazem bogata
i niesprzeczna, to réwnowaznosé "Pr(nr(A)) = A7, zwana definicjg prawdy,
nie jest w teorit T dowodliwa dla dowolnego wyrazenia A.

Twierdzenie Tarskiego, z nieco innego punktu widzenia niz Pierwsze Twier-
dzenie Godla, odstania granice aksjomatyzacji. Okazuje si¢, ze prawda zawsze
przekracza ramy mozliwej do skonstruowania teorii.

Dowod Twierdzenia Tarskiego opiera sie na arytmetyzacji i diagonalizacji,
ktore ¢wiczyliSmy juz na dowodzie Pierwszego Twierdzenia Godla. Bedzie to
dowdd nie wprost. Zalézmy, ze teoria T' jest bogata i niesprzeczna, a ponadto
dla dowolnego wyrazenia A réwnowaznosé (5.64) jest dowodliwa w teorii 7.
Pokazemy, ze to zalozenie prowadzi do sprzecznosci. Zauwazmy, ze wyrazenie

—Pr(z), (5.65)

ktore nalezy odczytywaé: wyrazenie numer x nie jest prawdziwe, zawiera
doktadnie jedng zmienna wolna. Zatem, na mocy twierdzenia 33, w jezyku
danej teorii istnieje punkt staty tego wyrazenia. Na cze$¢ Tarskiego nazwiemy
punkt staty wyrazenia (5.65) zostanie nazwany zdaniem t. Zatem roéwnowaz-
nos¢

—Pr(nr(t)) =t (5.66)

jest dowodliwa w teorii T'. Zgodnie z ta réwnowaznoscia zdanie t stwierdza
o sobie samym: nie jestem prawda. Skoro jednak definicja prawdy (5.64)
obowigzuje dla wszelkich wyrazen, to rownowaznosé

Pr(nr(t)) =t (5.67)
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rowniez jest dowodliwa w teorii 7. Z wyrazen (5.66) oraz (5.67) wynika,
oczywiscie, na mocy klasyczngo rachunku zdan réwnowaznosé

Pr(nr(t)) = —Pr(nr(t)), (5.68)

ktore jest tym samym dowodliwe. Poniewaz zas, jak juz wiemy, z dowolnej
rownowaznosci " A = - A" wynika zaréwno wyrazenie A, jak i jego negacja
= A" w teorii T" dowodliwe sg wyrazenia:

Pr(nr(t)), -Pr(nr(t)),

co sprawia, ze teoria T jest sprzeczna. ZalozyliSmy jednak, ze ta teoria jest
niesprzeczna. Wobec tego nie jest mozliwe, zeby powstata teoria zarazem
bogata, niesprzeczna i zawierajaca twierdzenie (5.64) definiujace prawde. Tak
wlasdnie stanowi Twierdzenie Tarskiego, ktére zostato wtasnie dowiedzione.

Drugie Twierdzenie Godla. Drugie Twierdzenie Godla opiera si¢ istot-
nie na Pierwszym Twierdzeniu Goédla, ale dotyczy wartosci dowodow nie-
sprzecznosci bogatych teorii. Dodajmy od razu, ze w swietle Drugiego Twier-
dzenia Godla wartos¢ tych dowodoéw jest mniejsza niz mogloby sie na pierw-
szy rzut oka wydawac.

Twierdzenie 36 (Godel I1) Jezeli jakakolwiek teoria T jest zarazem bo-
gata i niesprzeczna, to twierdzenie o niesprzecznosci teorii T nie jest dowo-
dliwe w ramach tejze teorii T'.

Zalozmy, ze teoria T jest bogata i niesprzeczna. Z Pierwszego Twierdzenia
Godla wiemy, ze wtasciwe dla jezyka tej teorii zdanie godlowskie g nie jest
dowodliwe w T'. Co wigcej, z dowodu Pierwszego Twierdzenia Godla wiemy,
ze po dolaczeniu do T zdania g powstaje bogata, ale sprzeczna teoria T".
Istnieje wiec takie wyrazenie A, ze antylogia

AN-A (5.69)

jest dowodliwa w teorii 7. Wobec tego, na mocy zaleznosci (5.56), rowniez
wyrazenie

Dow(nr(A A -A)) (5.70)

jest dowodliwe w teorii 7”. Zatem, na mocy Twierdzenia o Dedukcji, impli-
kacja

g — Dow(nr(A A -A)) (5.71)
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jest dowodliwa w teorii 7. Stad i z réwnowaznosci (5.58), ktéra charaktery-
zuje zdanie g, wynika, ze wyrazenie

—Dow(nr(g)) — Dow(nr(A A -A)) (5.72)
jest dowodliwe w teorii T'. Zatézmy teraz, ze zdanie
—Dow(nr(A A —-A)), (5.73)

stwierdzajace niesprzecznos¢ teorii, jest dowodliwe w teorii T'. Z twierdzen
(5.72) i (5.73), na mocy reguty Modus Tollens, wynika, ze wyrazenie

Dow(nr(g)) (5.74)

jest dowodliwe w teorii 7', a wiec, na mocy zaleznosci (5.56) dowodliwe jest
zdanie g. Z drugiej strony, skoro zdanie g jest dowodliwe, to, wobec réwno-
waznosci (5.58), dowodliwe jest tez wyrazenie

—Dow(nr(g)). (5.75)

Gdyby tak bytlo, teoria T' okazataby sie sprzeczna, co ktoci sie z przyjetym
zatozeniem. Zatem twierdzenie o niesprzecznosci bogatej teorii nie moze by¢
twierdzeniem tej teorii.

Zatem twierdzenie o niesprzecznosci bogatej i niesprzecznej teorii 77 moze
by¢ dowiedzione tylko na gruncie jakiej$ innej teorii, powiedzmy T5. Jesli
teoria Th jest niesprzeczna, taki dow6éd moze zamykaé¢ sprawe niesprzecznosci
teorii 7. Jesli jednak teoria 75 sama jest sprzeczna, to — jak wiadomo —
mozna w jej ramach udowodni¢ dowolne wyrazenie, rowniez twierdzenie o nie-
sprzecznosci teorii T7. To, czy teoria T; faktycznie jest niesprzeczna, czy nie,
nie ma przy tym zadnego znaczenia. W sprzecznej teorii 75 mozna udowodnié
niesprzecznos¢ dowolnej sprzecznej teorii. Przy tym teoria T, réwniez musi
by¢ bogata, skoro nalezy do niej wyrazenie (5.55). Dowdd niesprzecznosci
teorii T mozna przeprowadzi¢ jedynie na gruncie jakiej$ jeszcze innej, boga-
tej teorii Ty itd. Ogolnie rzecz biorac, dowody niesprzecznosci teorii bogatych
sg zawieszone w prozni. Opieraja sie ostatecznie na wierze w niesprzecznosé
gtownych teorii matematycznych.



Rozdzial 6

Elementy filozofii nauki

6.1 Organizacja wiedzy

Typy nauk. PowiedzieliSmy, ze wiedza jest to ogot wiarygodnych informa-
cji. Jest to cato$é bardzo zréznicowana, odlegta od bycia jednolitym syste-
mem. Dysponujemy raczej réznymi typami wiedzy, powiazanymi wewnetrznie
i miedzy soba przez skomplikowang sie¢ zaleznosci.

Wiedza potoczna. Na wiedze potoczng sktadaja sie informacje nabywane
spontanicznie — czesto nawet przypadkowo — przy okazji zaspokajania po-
wszechnych potrzeb zycia codziennego. Wiedza potoczna ma wiec cele prak-
tyczne. Jest tez wieloaspektowa i niedoktadna. Stanowi bowiem zlepek ujeé
i obrazow, pochodzacych z réznych Zrédet i réznych punktéw widzenia. Jest
nieuporzadkowana i petna luk. Instancja oceniajaca w ramach wiedzy po-
tocznej jest zdrowy rozsqdek, ktéry generalnie zapewnia wiarygodno$é, ale bez
krytycznych, kontrolnych przegladow nie chroni w szczegdtach przed btedem i
niespojnoscia. Mimo wszystkich stabosci wiedza potoczna ma charakter pod-
stawowy i powszechny. Jej zdobycie nie wymaga specjalnego wyksztalcenia
ani kompetencji. Cechuje si¢ tez ona duza trwaloscia — nalezy do najtrwal-
szych typow wiedzy. Przyktadem wiedzy potocznej jest sad, ze przedmioty
materialne zwykle spadajg w doét, dopoki nie natrafia na dostatecznie silny
opor.

Madrosé. Mozna powiedzie¢, ze madros¢ jest technologia dobrego, uda-
nego zycia. Madry jest taki cztowiek, ktory umie dokonywaé wlasciwych wy-
boréw zyciowych. Zasadniczo mamy tu do czynienia z wiedza praktyczna,
ale domagajaca si¢ podstaw teoretycznych. Do istoty madrosci nalezy umie-
jetnos¢ wlasciwego oceniania, wartosciowania. Poprawna ocena spraw zycia
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mozliwa jest wytacznie przy zachowaniu odpowiedniego dystansu, dlatego do
madrosci nalezy umiejetnos¢ patrzenia na obecne zdarzenia z perspektywy
catego zycia, z perspektywy chwili $mierci, a nawet wiecznosci.

Madrosci czesto nabywa sie wraz z doswiadczeniem, wiekiem, nie jest to
jednak proces automatyczny. Doswiadczenie zyciowe jest szansg nabycia ma-
drosci. Te szanse¢ mozna dzigki osobistemu zaangazowaniu wykorzystaé¢ lub
zaprzepasci¢. Czlowiek starszy, bardziej doswiadczony ma wigksze szanse na-
bycia madrosci niz cztowiek mtody, nawet inteligentny i $wietnie wyksztal-
cony. Jesli jednak kto$ systematycznie marnuje zycie, to sam wiek i doswiad-
czenie nie zagwarantujg mu madrosci, przeciwnie, beda sprzyja¢ utrwaleniu
ghupoty. Sposobem na przyspieszenie nabywania madrosci jest bliskie, oso-
biste przestawanie z ludZzmi madrymi. Przyktadem madrosci sa oceny: lepiej
dochowa¢ wiernosci tradycji niz ulega¢ aktualnie rozpowszechnionej modzie,
zwykle bardziej godny zaufania jest ten, kto spokojnie wypelnia swoje obo-
wiazki, niz wizjoner-rewolucjonista.

Wiara. Na wiare sktadaja sie zdania uznane za prawde aktem woli, ze
wzgledu na autorytet kogos, kto te prawde przekazuje. Zasadnos¢ aktu wiary
jest oceniana ze wzgledu na wartos¢ autorytetu. Jesli test autorytetu wypada
pomyslnie, wiara moze by¢ bardzo solidng wiedza. Na przyktad dziecko do-
wiaduje sie wielu rzeczy, wierzac matce lub ojcu. Najbardziej bezzasadne, ar-
bitralne wierzenia nazywamy zabobonami. Przyktadem rozpowszechnionego
zabobonu jest wiara w to, ze ludzie w minionych wiekach byli przewaznie
glupi, a przynajmniej naiwni, tatwowierni i bezkrytyczni, wspotczesni zas
ogarneli wiekszo$¢ tajemnic i stanowia spoteczenstwo oparte na wiedzy. In-
nym, rOwnie naiwnym, zabobonem jest astrologia. Najbardziej bezkrytycznie
uznawanymi autorytetami XXI w. sa, zapewne, dziennikarze i prawnicy.

Wiara najczesciej kojarzona jest z religijng sfera zycia. Nalezy jednak pa-
mietac, ze oprocz wiary religijnej istnieje rowniez wiara Swiecka, na przyktad
wiara demokratyczna.

Swiatopogleld. W sktad swiatopogladu danej osoby wchodza przekonania,
ktore pozwalaja tej osobie uchwyci¢ i uporzadkowaé catosé jej doswiadczen,
tworzac z nich zrozumiala jednosé. Sktadnikami Swiatopogladu sa zwykle
twierdzenia dotyczace sposobu urzgdzenia Swiata, miejsca danej jednostki w
Swiecie i sensu zycia, a takze preferencje aksjologiczne i normy moralne. Ce-
lem posiadania swiatopogladu jest zarowno zrozumienie wlasnego zycia, jak
tez stworzenie osobistego programu dziatania. Przyktadami tez Swiatopogla-
dowych sa: materializm, zgodnie z ktérym zycie cztowieka — podobnie jak
cala reszta rzeczywistodci — jest wytworem zbiegdéw okolicznosci, i teizm,
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zgodnie z ktorym rzeczywisto$é¢ kryje w sobie jakis zamyst tajemniczej, nad-
rzednej istoty, ktora chce wejs¢ w kontakt z czltowiekiem, a zycie jest forma
tego kontaktu i osobistym wezwaniem.

Swiatopoglad moze by¢ mniej lub bardziej wiarygodny, racjonalny. Nie
istnieje natomiast swiatopoglad naukowy — Swiatopoglad z definicji nigdy
nauka nie jest. Mozna natomiast dazy¢ do posiadania $wiatopogladu nie-
sprzecznego z aktualnie uznawanymi teoriami naukowymi.

Ideologia. Przekonania, ktére dana osoba uznaje za prawde wytacznie lub
gtownie w tym celu, zeby za ich pomoca usprawiedliwi¢ swoje postepowanie,
nazywamy ideologia tej osoby. Ideologia nigdy nie stanowi wiarygodnej infor-
macji o $wiecie, nigdy nie zastuguje na miano wiedzy. Jest raczej karykatura
wiedzy. Ideologie uprawia na przyktad ktos, kto podwaza prawo wtasnosci,
zeby usprawiedliwi¢ zamierzong lub popeliong kradziez, oraz ktos, kto pod-
waza trwatos¢ malzenstwa w tym celu, zeby wythumaczy¢ sie przed samym
sobg lub przed innymi z porzucenia zony.

Wiedza naukowa. Nauka jest to wiedza uzasadniona i dyskursywna, a
ponadto planowa, aspektowa i fachowa. Dwie pierwsze cechy wiedzy nauko-
wej sg istotne. Prawo obywatelstwa w nauce maja tylko zdania odpowiednio
uzasadnione. Brak lub powazny niedostatek uzasadnienia wyklucza z nauki
nawet najbardziej oryginalne i tworcze przekonania. Nauka jest tez wyrazona
w takim jezyku, ktory daje kazdej przygotowanej osobie dostep poznawczy
do twierdzen tej nauki i do uzasadnienia tych twierdzen. Dyskursywnos¢
ma wiec zapewni¢ mozliwo$é kontroli tresciowej zawartosci wiedzy naukowej.
Planowo$¢ przeciwstawia si¢ spontanicznosci wiedzy potocznej i polega na
tym, ze wiedza naukowa jest zdobywana w sposob zamierzony, w rezultacie
prob rozwigzania z gory postawionych probleméw. Aspektowosé to okresle-
nie punktu widzenia, a fachowo$¢ to zwykly wymoég odpowiedniego treningu,
zwanego czesto studiami.

Wiedza naukowa nie jest jednorodna. Nie ma jednej, wszechogarniajacej
nauki, za to jest wiele nauk, a nawet wiele teorii naukowych, czesto trudnych
do uzgodnienia miedzy soba. Poszczegdlne nauki, ktére sa charakteryzowane
gtéownie z uwagi na przedmiot dociekan, grupujemy w odmienne pod wzgle-
dem stosowanych metod typy nauk. Mozna wyodrebnié¢ cztery gtéwne typy
wiedzy naukowej:

e nauki dedukcyjne,
e nauki przyrodnicze,

e nauki humanistyczne,
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e nauki filozoficzne.

Typowa nauka dedukcyjng jest matematyka. Naukami przyrodniczymi sa: fi-
zyka, astronomia, biologia, chemia i nauki o Ziemi. Za nauki humanistyczne
uznajemy historie, lingwistyke (filologie), nauki prawne (prawoznawstwo),
teologie, psychologie, ekonomie, nauki o wychowaniu (pedagogike), nauki o
spoteczenstwie (politologie i socjologie) i kulturoznawstwo. Najbardziej typo-
wymi naukami filozoficznymi sa: teoria bytu (ontologia), teoria poznania (epi-
stemologia), filozofia moralnosci (etyka) i filozofia nauki. Nauki przyrodnicze
i nauki humanistyczne moga by¢ tacznie okreslane jako nauki empiryczne.
Natomiast nauki przyrodnicze, humanistyczne i filozoficzne sa czasem tgcz-
nie okreslane jako nauki realne. Nauki dedukcyjne i nauki przyrodnicze sg
niekiedy nazywane naukami $cistymi. Czasami za nauki Sciste uchodza wy-
tacznie: logika, matematyka, fizyka i astronomia.

Typy nauk réznig si¢ miedzy soba przede wszystkim dozwolonymi na ich
gruncie sposobami uzasadniania twierdzen. Na przyktad teza, ktora udato sie
potwierdzi¢ na drodze eksperymanrtalnej, moze by¢ z tego powodu uznana
za uzasadniong w ramach fizyki, ale nie w ramach matematyki.

nauki
dedukcyjne realne

empiryczne  filozoficzne

N

przyrodnicze humanistyczne

Tablica 6.1: Typy nauk

Istota nauk dedukcyjnych. Za dedukcyjne uznajemy te nauki, w kto-
rych dedukcja jest jedynym dozwolonym sposobem uzasadniania twierdzen.
Zmaczy to, ze w naukach dedukcyjnych dzielimy zdania na uzasadnione de-
dukcyjnie i nieuzasadnione. Nalezy dobrze sobie uzmystowié¢, ze sposrod do-
zwolonych sposobow uzasadniania wykluczamy tutaj zaréwno wnioskowania
zawodne, jak uzasadnienie bezposrednie. Najbardziej charakterystyczne dla
nauk dedukcyjnych sa trzy cechy:

(a) teorie wolno opiera¢ na catkiem dowolnych zaltozeniach,

(b) twierdzeniami sa wytacznie logiczne konsekwencje przyjetych zatozen,
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(c) twierdzenia dotycza wylacznie struktury rozwazanych obiektéw.

Mozna powiedzie¢, ze istotg nauk dedukcyjnych jest wnioskowanie deduk-
cyjne z catkowicie dowolnych przestanek. Typowsg nauka dedukcyjng jest ma-
tematyka. Jest to zarazem najbardziej rozwinieta i najbardziej zaawansowana
nauka dedukcyjna. Omawiajac istotne cechy nauk dedukcyjnych, postuzymy
sie jej przyktadem.

Tworzac teorie matematyczna, wolno uznaé takie zatozenia, na jakie ma
sie ochote. Mozna powiedzie¢ obrazowo, ze w punkcie wyjscia matematyk
moze opowiedzie¢ dowolng bajke. To, czy w rzeczywistosci cokolwiek odpo-
wiada zmyslonym matematycznym tworom, nie ma zadnego znaczenia.

Uswiadomienie sobie tej osobliwej wlasnosci nauk dedukcyjnych zabrato
uczonym sporo czasu. Przez stulecia panowalo powszechne przekonanie, ze
nauki dedukcyjne musza opiera¢ sie na jakich$ przestankach uzasadnionych
bezposrednio, to znaczy, na przestankach oczywistych. Nie mozna byto uzy-
ska¢ zgody tylko w odniesieniu do tego, skad si¢ ta oczywistos¢ bierze. Zwykle
wchodzity w gre cztery mozliwosci: doswiadczenie zmystowe, doswiadczenie
czyste, konstytucja umystu, konstytucja jezyka. Rozwazano taka mozliwosé,
ze zatozenia matematyki sa potwierdzone przez zwykte doswiadczenie zmy-
stowe, ktore jest tak powszechne, ze staje si¢ catkiem nieswiadome. Z do-
sSwiadczenia wiemy zaréwno to, ze kroliki sg szybkie, jak to, ze 34+ 1 = 4. To
ostatnie doswiadczenie powtarza sie tak czesto, ze zaczynamy odnosi¢ wraze-
nie, jakbysmy matematyczna prawde znali niezaleznie od do$wiadczenia. Su-
gerowano tez, ze jestedmy wyposazeni w zdolno$¢ dodwiadczenia czystego, to
znaczy niewymagajacego uzycia narzadéw zmystowych, duchowego ogladu.
Swiat matematyczny — nie tylko on zresztg — méglby byé przedmiotem
takiego wtasnie ogladu. Mozna tez spotkac¢ taki poglad, ze ludzki umyst zo-
stal po prostu tak skonstruowany, ze nie jest w stanie mysle¢ inaczej niz
tak, ze 3 + 1 = 4. Wielu badaczy sadzito tez, ze zalozenia matematyki sg
zdaniami analitycznymi, to znaczy objasniaja jedynie znaczenie zawartych w
nich stow. Zdanie ,3 + 1 = 4”7 objasnia znaczenie nazw liczb i dziatan ma-
tematycznych podobnie, jak zdanie ,zaden kawaler nie jest zonaty” objasnia
znaczenie nazwy ,kawaler”.

Rzecz jasna, mozna i warto bada¢ logiczne konsekwencje réznych rodza-
jow zdan oczywistych. Mozna jednak tworzy¢ teorie matematyczne, niema-
jace z oczywistoscig nic wspolnego. Na gruncie geometrii euklidesowej mozna
udowoni¢, ze suma katow wewnetrznych dowolnego trojkata rowna sie 180°.
Stworzono jednak geometrie nieeuklidesowe, na ktérych gruncie mozna udo-
wodnié, ze suma katéw wewnetrznych dowolnego trojkata jest wigksza niz
180°, i geometrie nieeuklidesowe, na ktorych gruncie mozna udowodnié, ze
suma katow wewnetrznych dowolnego trojkata jest mniejsza niz 180°. Po-
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wtorzmy, ze matematyka sktada sie z teorii opartych na zupetnie dowolnych
zatozeniach. Niektore z tych zatozen sa oczywiste, inne nie. Niektore stoja w
jawnym konflikcie z tym, co moze robi¢ wrazenie oczywistosci.

Za uzasadnione twierdzenia teorii matematycznej wolno uzna¢ wytacznie
te zdania, ktére wynikaja z przyjetych zatozen. Miejsce dowolnosci zajmuje
tutaj rygorystyczna logika. Stad wtasnie nauki dedukcyjne biorag swoja na-
zwe. Mowiac to, nie odmawiamy intuicji ani indukcji roli inspiracji. Twier-
dzenie moze zosta¢ zasugerowane matematykowi na rézne sposoby. Osta-
tecznie moze mu si¢ nawet przys$ni¢. Pitagoras wpadl prawdopodobnie na

b a b a
ab ab
ab a2 2 2
2
b2 ab ab
2 ab
2

Tablica 6.2: Ukladanka Pitagorasa

trop stynnego twierdzenia o tréjkatach prostokatnych na drodze indukcyj-
nej. Dowiedzial sie od Egipcjan, ze trojkat o bokach: 3, 41 5 jest prostokatny.
Te prawidtowos$¢ wykorzystywano w pomiarach pél. Nastepnie zauwazyl, ze
suma kwadratoéw przyprostokatnych réwna sie w tym wypadku kwadratowi
przeciwprostokatnej: 3% + 42 = 52. Wowczas Pitagoras mogt doznaé nawet
chwilowego olsnienia. W kazdym razie postawil hipoteze, ze tak jest w wy-
padku kazdego trojkata prostokatnego. To jednak nie jest jeszcze zaden do-
wod. Wiele wskazuje na to, ze Pitagorsa dowiédt swgo twierdzenia na grun-
cie geometrycznym, za pomocg ukladanki zaprezentowanej na tablicy 6.2.
Sktada si¢ ona z tréjkatéw prostokatnych o przyprostokatnych a, b, przeciw-
prostokatnej ¢ oraz z kwadratéw zbudowanych na bokach tych trojkatow.
Pokazuje ona, ze

(a+b)* = a® + b* + 2ab,
(a+b)* = c* + 2ab,

a wiec kwadrat o boku a, kwadrat o boku b i cztery trojkaty rozwazane
trojkaty daja w sumie te sama powierzchnie, co kwadrat o boku c i cztery
rozwazane trojkaty. Jest to w obu wypadkach powierzchnia kwadratu o boku
(a +b). Taki dowéd ma wartos¢, o ile prawdziwe sa geometryczne zatoze-
nia, na ktoérych sie opiera. Dobor zalozen, jak powiedzielidémy, jest jednak
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w matematyce kwestia woli. W kazdym razie, bez wzgledu na to, w jaki
sposob matematyk wpadt na trop twierdzenia, spoczywa na nim obowigzek
przeprowadzenia rygorystycznego dowodu.

7. drugg istotna cechg nauk dedukcyjnych wigze sie jeszcze problem wy-
rastajacy z Pierwszego Twierdzenia Godla. Wiadomo, ze zadna teoria ak-
sjomatyczna zawierajaca arytmetyke nie jest pelna. Zatem istnieja praw-
dziwe twierdzenia matematyczne, ktére nie sg konsekwencjami aksjomatow.
Jednakze to zastrzezenie dotyczy wytacznie teorii aksjomatycznych i znaczy
mniej wiecej tyle, ze teorii matematycznych nie da sie w petni zaksjomatyzo-
waé. Dlatego wtasnie mowiliSmy o zalozeniach nauk dedukcyjnych, unikajac
uzycie terminu ,aksjomat”. Dazac do aksjomatyzacji teorii matematycznych,
musimy mie¢ $wiadomos¢, ze to zadanie nigdy nie zostanie ostatecznie spet-
nione. Intuicji nie da si¢ catkiem z matematyki wyeliminowac¢. Zbiér zato-
zen teorii matematycznych pozostaje wiec zawsze kwestia w pewnym sensie
otwartg.

Trzecia istotna cecha nauk dedukcyjnych — strukturalnos¢ — tylko po-
zornie stabo wiaze sie z dwiema poprzednimi. Ot6z dedukcyjny charakter teo-
rii matematycznych sprawia, ze w matematyce nigdy nie mamy do czynienia z
pelokrwistymi przedmiotami, majacymi wtasna, wewnetrzng nature. Teorie
matematyczne opisuja raczej rozne typy relacji, zwigazkow miedzy dowolnymi
przedmiotami. Badania matematyczne nie dotycza samych przedmiotow, ale
tylko systemu relacji miedzy tymi przedmiotami. Przedmioty wystepuja tu
wytacznie jako anonimowe punkty w strukturze. Przedmiot dociekan mate-
matycznych, zwany dziedzing matematyczng, jest to dowolny zbior jakichkol-
wiek przedmiotow, powiazanych okreslonymi relacjami i funkcjami. Przykta-
dem dziedziny matematycznej jest zbior liczb naturalnych z okreslong w nim
operacja dodawania. Ot6z teoria matematyczna w gruncie rzeczy nie zawiera
zadnej informacji o samych liczbach naturalnych, lecz jedynie o dodawaniu.

Strukturalno$¢ matematyki moze by¢ najtatwiej zrozumiana w oparciu o
przyktady. Zastanéwmy sie nad dwiema dziedzinami matematycznymi: zbior
liczb rzeczywistych, zbior punktow na linii prostej. Okazuje sie, ze nie ma
zadnego matematycznego sposobu na ich odréznienie. 7Z punktu widzenia
matematyki punkty na prostej i liczby rzeczywiste sg tym samym, poniewaz
pozostaja miedzy soba w analogicznych uktadach.

Uswiadomienie sobie tej ostatniej wlasnosci teorii matematycznych réow-
niez zajeto ludzkosci sporo czasu. W Starozytnosci panowato przekonanie,
ze przedmiotem matematyki sg liczby i figury geometryczne. Matematycy
nowozytni przeniesli akcent z liczb na funkcje liczbowe. Znacznie pdzniej
uswiadomiono sobie, ze twierdzenia matematyczne dotyczg dowolnych funk-
¢ji dowolnych przedmiotow.
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W pewnym sensie matematyka jest gigantycznym katalogiem przyktadow
wynikania logicznego. Teorie matematyczne nie stanowia, ze ich twierdzenia
sg prawdziwe, ale tylko tyle, ze wynikaja z okreslonych aksjomatow.

Nauki empiryczne. Nauki empiryczne réznig sie istotnie od dedukcyjnych
zarowno pod wzgledem mozliwych do zaakceptowania ostatecznych przesta-
nek, jak i pod wzgledem dozwolonych sposobéw uzasadniania twierdzen. Teo-
retyczna baza, czyli zbiér ostatecznych przestanek, w naukach empirycznych
rozpada si¢ na dwa podzbiory:

e zdania percepcyjne (spostrzezeniowe),
e niesprawdzalne zalozenia.

Pierwszy z tych podzbioréw stanowi baze wewnetrzng, a drugi baze zewnetrzng
teorii. Zdania percepcyjne pojmujemy jako zdania uzasadnione bezposrednio
przez odwotanie do doswiadczenia zmystowego, czyli zdania bezposrednio
oparte na doswiadczeniu zmystowym. Niesprawdzalnymi zatozeniami, ktore
sktadaja sie na baze zewnetrzna, nazywamy zdania, ktére w ramach teorii
nie sg w zaden sposéb uzasadnione. Ich status jest wiec pod pewnym wzgle-
dem podobny do statusu ostatecznych przestanek w naukach dedukcyjnych.
Jednakze w naukach empirycznych nie panuje petna dowolnos¢ w przyjmo-
waniu nawet niesprawdzalnych zalozen. Baza zewnetrzna moze by¢ niekiedy
zbiorem pustym, ale w waznych teoriach raczej sie to nie zdarza.

Jako uzasadnienie posrednie w naukach empirycznych dozwolone jest
wnioskowanie dedukcyjne i wnioskowanie indukcyjne. O ile jednak kazde
wnioskowanie dedukcyjne ma prawo obywatelstwa w dowolnej nauce empi-
rycznej, o tyle z indukcji wolno korzystac tylko w ograniczony sposéb. Rodzaj
dopuszczalnych wnioskowan indukecyjnych zalezy od typow nauk, a nawet od
poszczegolnych nauk.

Nauki empiryczne dzielimy na przyrodnicze i humanistyczne. Nauki przy-
rodnicze réznig sie od nauk humanistycznych przede wszystki typem dopusz-
czalnych wnioskowan indukcyjnych. Scharakteryzujemy indukcje przyrodni-
czq oraz indukcje humanistyczng.

Zeby scharakteryzowaé indukcje przyrodnicza, postuzymy sie pojeciem
zdania sprawdzalnego empirycznie (empirycznego). Powiemy wiec, ze zdanie
A jest empiryczne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja takie niesprzeczne zbiory
X, X' zdan percepcyjnych, ze ze zbioru X wynika zdanie A, a ze zbioru X'
wynika negacja zdania A. Zbiory X, X’ moga by¢ nieskonczone. Zatem zda-
niami empirycznymi sa zarowno zdania percepcyjne, jak tez zdania, ktorych
nie da sie uzasadni¢ ani obali¢ wylacznie przez odwotanie do doswiadczenia
zmystowego. Na przyktad zdanie ,masa ciata zmienia si¢ wraz z predkoscia”
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jest empirycznie sprawdzalne, cho¢ nikt nie moze zmierzy¢ masy wszystkich
cial w kazdej chwili historii wszechswiata. Jednakze zasadniczo mozna po-
mysle¢ o takim nieskonczenie wielkim zestawie pomiaréw.

Z indukcja przyrodnicza mamy do czynienia wtedy, gdy zaréwno prze-
stanki, jak i konkluzja wnioskowania indukcyjnego sa zdaniami empirycz-
nymi. Natomiast w tle tego wnioskowania moga wystepowaé zarowno zdania
empiryczne, jak przyjete niesprawdzalne zatozenia. Indukcja przyrodnicza
jest jedyna forma wnioskowania indukcyjnego dozwolong jako sposob uza-
sadniania twierdzen nauk przyrodniczych.

Pojecie zdania empirycznie sprawdzalnego i pojecie indukcji przyrodniczej
moze ulegaé rozszerzeniom wraz z rozwojem teorii. Poczatkowo, tworzac teo-
rie przyrodnicza T, mozemy uznaé zdanie A za empiryczne doktadnie wtedy,
gdy ono samo i jego negacja wynika logicznie z przepisanych zbioréw zdan
spostrzezeniowych. Kiedy teoria przyrodnicza T zostanie juz ugruntowana,
przyrodnicy sa zwykle gotowi do uznania zdania A za empiryczne réwniez
wtedy, gdy ono samo i jego negacja wynikaja z wlasciwych zbioréw zdan
spostrzezeniowych tylko entymematycznie, na gruncie teorii T'. Zatem wraz
z rozwojem danej nauki przyrodniczej poszerza si¢ w pewnym sensie rowniez
jej baza, poszerza sie bowiem zakres zdan traktowanych jako empiryczne.

Charakteryzujac indukcje humanistyczng, postuzymy sie pojeciem zacho-
wania racjonalnego. Zachowanie obiektu (podmiotu) = jest racjonalne wtedy
i tylko wtedy, gdy przez to zachowanie lub jego rezultaty x $wiadomie usi-
hije zrealizowa¢ wyznaczone cele. Zachowanie racjonalne okreslamy tez jako
zamierzone lub umys$lne, osobowe. Racjonalnym zachowaniem moze by¢ za-
rowno podjecie pewnej czynnosci, jak i powstrzymanie sie od niej. Wybie-
ram sie na dworzec kolejowy, jesli chce odby¢ podroz, ale nie wybieram sie
na dworzec kolejowy, jesli chce pozosta¢ w domu. Rezultatem zachowania sie
zawsze jest jaki$ stan rzeczy, na przyktad moja obecnos¢ w odleglym miescie
moze by¢ rezultatem podjetej wyprawy. Rezultat racjonalnego zachowania,
ktore polega m.in. na wykonaniu pewnych czynnosci, moze przyjaé¢ postac
wytworu tych czynnosci. Wytworem czynnosci moze by¢ zaréwno przedmiot
materialny, jak i niematerialny. Wytworzem czynnosci garncarza moze by¢
garnek. Wytworem zestawu czynnosci, ktére sktadaja sie na uprzejme za-
chowanie, i powstrzymania si¢ od czynnosci przeciwnych moze by¢ dobra
atmosfera.

Indukcja humanistyczna (osobowa) jest to wnioskowanie, w ktérego prze-
stankach opisano racjonalne zachowanie si¢ lub rezultat racjonalnego zacho-
wania si¢ jakiegos podmiotu lub podmiotow, a we wniosku opisano stan $wia-
domosci tego podmiotu lub podmiotéw, w szczegdlnosci stan wiedzy lub stan
woli (motywacja, zamierzone cele, hierarchia wartosci), lub jedno i drugie.
W tle indukcji zawsze wystepuje zatozenie, ze w gre wchodzi zachowanie ra-
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cjonalne (zalozenie o racjonalnosci). Jesli w tle indukeji wystepuja ponadto
informacje o stanie wiedzy podmiotu, to w konkluzji domyslamy sie stanu
woli tego podmiotu. Jesli w tle wystepuja informacje o stanie woli podmiotu,
to w konkluzji domyslamy sie stanu wiedzy tego podmiotu. W najgorszym
wypadku, jesli w tle indukcji nie zawiera sie zadna informacja o stanie swia-
domosci podmiotu lub zawiera sie tylko informacja szczgtkowa, usitujemy
domysli¢ sie¢ zarowno stanu wiedzy, jak stanu woli podmiotu.

Jesli, na przyktad, mamy do dyspozycji przestanke ,,Antygona pogrzebala
cialo brata”, a w tle indukcji zatozenie, ze byto to racjonalne zachowanie, i
stwierdzenie, ze Antygona uwazata pogrzebanie zmartego za obowiazek pty-
nacy z boskiego prawa, to mozemy wysnu¢ wniosek, ze Antygona spelnita
boski nakaz. Jesli ponadto w tle indukcji pojawia si¢ pochodzacy od Sofo-
klesa opis okolicznosci zdarzenia, to mozemy wysnu¢ indukcyjny wniosek do-
tyczacy hierarchii wartosci Antygony: wyzej cenita prawo boskie niz ludzkie.
Rzeczywiscie, wnioskowanie:

Antygona pogrzebata ciato brata,
Antygona wyzej cenita prawo boskie niz ludzkie

na tle znanej tragedii jest indukcja, poniewaz hipotetyczne wnioskowanie:

Antygona wyzej cenita prawo boskie niz ludzkie,
prawo boskie kaze grzebaé ciata zmartych,

prawo ludzkie zabronito pochéwku brata,

Antygona miata sposobnos¢, by pogrzebaé ciato brata,
Antygona dziatata racjonalnie,

Antygona pogrzebata ciato brata

ma charakter dedukcyjny. Pierwsza przestanka jest konkluzja rozwazanej in-
dukcji, pozostate przestanki pochodzg z tta, przy tym ostatnig stanowi za-
tozenie o racjonalnosci. Zatem istota indukcji humanistycznej sprowadza sie
do tego, ze o pewnych stanach rzeczy zakladamy, ze sg rezultatem racjonal-
nego zachowania pewnej osoby lub oséb, i usitujemy indukcyjnie dociec stanu
ducha tych osob.

Na wyroznienie sposrod wszystkich zachowan racjonalnych zastuguja za-
chowania symboliczne. Zachowanie osoby x jest symboliczne wtedy i tylko
wtedy, gdy celem, ktéry osoba x usituje przez to zachowanie zrealizowac, jest
sktonienie jakiegos podmiotu y do przeprowadzenia indukcji humanistycznej
o okreslonym wniosku dotyczacym stanu $wiadomosci osoby x. Przyktadowo
Antygona, grzebigc cialo brata, zachowala sie racjonalnie, ale zamierzone
przez nia cele mogly zosta¢ zrealizowane bez wzgledu na to, czy ktos wie-
dzial o jej zacjowaniu, czy nie. Jesli jednak pisze do kogos list, rowniez zacho-
wuje sie racjonalnie. W tym wszakze wypadku celem mojego zachowania jest
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to, zeby ktos, kto ten list zobaczy, indukcyjnie wywnioskowatl z okreslonego
uktadu plamek atramentu zaschnietych na papierze pewne zdania dotyczace
mojego stanu mentalnego. Jesli, na przyktad, pisze w lidcie kocham Cig¢”,
chce, zeby adresatka, przygladajac sie temu listowi, wywnioskowata induk-
cyjnie, ze ja kocham. Jesli do takiego wnioskowania nie dojdzie, zamierzony
cel nie zostanie zrealizowany. Pisanie listu jest wiec czynnoscia nie tylko ra-
cjonalng, ale nadto symboliczng. Zachowanie symboliczne lub rezultat za-
chowania symbolicznego okreslamy czesto jako znak lub symbol. Niekiedy,
zwykle wtedy, gdy znak jest rozbudowany, nazywamy go tez tekstem. Induk-
cja humanistyczna, w ktorej przestankach wystepuje opis pewnych zachowan
symbolicznych lub ich rezultatéw, bywa okreslana jako odczytanie symbolu
lub tekstu.

Zeby uzmystowi¢ sobie réznice zachodzaca miedzy indukcjg przyrodnicza
a humanistyczng, wyobrazmy sobie, ze prace wykopaliskowe doprowadzity
do odkrycia na pewnej gtebokosci ludzkich szczatkéw. W ramach indukcji
przyrodniczej wolno stad wysnu¢ wniosek, ze znalezione szczatki pochodza
z okreslonego czasu, niekiedy mozena okresli¢ wiek i pte¢ osob, do ktorych
te szczatki nalezaty, ewentualnie poda¢ przyczyne sSmierci. Natomiast induk-
cja humanistyczna moze prowadzi¢ do wniosku, ze mamy do czynienia z
cmentarzem lub ze w miejscu wykopalisk znajdowata sie swigtynia, w ktorej
sktadano ofiary z ludzi. Tego typu wnioskow nie wolno wysnué¢ w ramach
indukcji przyrodnicze;j.

Na gruncie nauk humanistycznych dozwolona jest zaréwno indukcja przy-
rodnicza, jak indukcja humanistyczna. Jak widac¢ gtowny podziat wéréd nauk
humanistycznych polega na tym, ze w naukach humanistycznych, wniosku-
jac indukcyjnie, wolno odwotywaé si¢ do racjonalnych zachowan podmiotu, a
wiec do stanu jego ducha, podczas gdy w naukach przyrodniczych jest to za-
bronione. W poszczegdlnych naukach moga obowiazywaé dalsze zastrzezenia
dotyczace dozwolonych typoéw wnioskowania indukcyjnego.

Wypada omoéwié jeszcze pozycje niesprawdzalnych zalozen teorii empi-
rycznych. Rozwazmy prostg teorie empiryczna, zwana geometrig fizyczna.
Rozwdj badan nad taka teorig jest zwigzany z powstaniem ogolnej teorii
wzglednosci. Przyjmujemy aksjomaty geometrii euklidesowej oraz pewne de-
finicje, identyfikujace — na przykitad — odcinek prostej z torem promienia
swietlnego w prézni badz ustalajace jednostki pomiaru. W ten sposoéb twier-
dzenia geometrii moga si¢ sta¢ — prawdziwymi lub fatszywymi — zdaniami
opisujacymi $wiat fizyczny. Z drugiej strony powstaje nowa teoria, sformuto-
wana w nowym jezyku. Albowiem promien $wietlny nie jest linig prostag —
jednowymiarowym, zmyslonym tworem geometrycznym — lecz trojwymia-
rowym strumieniem fotonéow pedzacych w bardzo podobnym kierunku lub
tréjwymiarowym zaburzeniem elektromagnetycznym. Niektore twierdzenia
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takiej empirycznej teorii daja sie sprawdzi¢ doswiadczalnie, np. to, ze obje-
tos¢ bryty, ktora w przyblizeniu wolno nazwacé szescianem o krawedzi a, jest
w przyblizeniu réwna a®. Z drugiej strony czes$é¢ twierdzen nie moze by¢ w za-
den sposob sprawdzona do$wiadczalnie, np. twierdzenie o gestosci, gloszace,
ze miedzy dowolnymi dwoma punktami na prostej jest punkt trzeci.

Tylko zdania sprawdzalne empirycznie stanowia twierdzenia teorii empi-
rycznych, to znaczy, teoria rosci pretensje tylko do prawdziwosci tych zdan.
Natomiast zdania niesprawdzalne petnig jedynie funkcje pomocniczg — acz-
kolwiek nieodzowna. Mianowicie umozliwiaja przeprowadzanie wnioskowan
dedukcyjnych o empirycznie sprawdzalnych konkluzjach. Na przyktad, ogélna
teoria wzglednosci bywa zwykle konstruowana na zewnetrznej bazie pew-
nej nieeuklidesowej geometrii, a mechanika kwantowa na zewnetrznej bazie
przestrzeni Hilberta. Nie przesadza to wszakze prawdziwosci twierdzen tych
matematycznych teorii.

Mozna, co prawda, zastanawia¢ sie, czy zdania niesprawdzalne, stano-
wigce zewnetrzng baze teorii empirycznej, nie zostaja w pewnym sensie po-
twierdzone. Przeciez bowiem pozwalajg na wyprowadzenie wielu empirycznie
sprawdzonych zdan i rozwiniecie teorii, ktora okazuje sie mocno potwier-
dzona. Ta sprawa pozostaje wielce dyskusyjna.

Nauki przyrodnicze. Pytamy na przyktad, czy piasek rézni si¢ od skat.
Moze piach jest po prostu wielka liczba bardzo matych kamieni. By¢ moze,
Ksiezyc jest po prostu wielka skata. By¢ moze, gdybysmy wiedzieli, czym sg
skaty, moglibysSmy tym samym zrozumieé, czym jest piach i Ksiezyc. Jakie
podobienstwa tacza wiatr, kiebiacy ruch powietrza, z ktebowiskiem nurtow
wody, inne rodzaje ruchu? Usitujemy stopniowo rozdziela¢ rzeczy niepodobne
i taczy¢ te, ktore maja ze soba cokolwiek wspoélnego, cho¢by na pierwszy rzut
oka bardzos i¢ od siebie r6znity.

Doswiadczenie w naukach przyrodniczych wystepuje w jednej z dwoch
wersji: obserwacja, ktéra jest biernym $ledzeniem zdarzen, i eksperyment,
ktory polega na celowym wywotaniu interesujacych badacza zdarzen. Kazde
do$wiadczenie powinno — przynajniej w fizyce — konczy¢ si¢ pomiarem, to
znaczy zestawem liczb stanowiacych wartos¢ jakiegos parametru. Rezultat
obserwacji lub eksperymentu nazywa sie faktem. Nie ma faktéw gotowych,
musza one by¢ wyodrebnione z catosci zdarzen i skonceptualizowane.

Na ustalenia faktyczne maja wptyw same teorie. Na przyktad prawa roz-
chodzenia sie i odbijania Swiatta sg badane za pomocg luster i soczewek, ktore
sg konstruowane w oparciu o pewne teorie. Podobnie konstrukcja termome-
tru opiera sie na tezie o rOwnomiernej rozszerzalnosci rteci pod wpltywem
ciepta. Ogolnie, dzigki teorii mozna skonstruowaé nowe przyrzady i dokonaé
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nowych pomiaréw, te zas sg punktem wyjscia nowej teorii.

Nauki humanistyczne. Podobnie, jak przyrodoznawstwo, humaniora sg
naukami empirycznymi. Ostatecznymi przestankami sa zdania oparte na do-
Swiadczeniu i pewne niesprawdzalne zatozenia. Dozwolone jest wnioskowa-
nie dedukeyjne i indukcyjne, a celem, ku ktéoremu zmierzaja dociekania, jest
wyjasnienie ustalonych faktéw. Mimo to miedzy omawianymi typami nauk
zachodza wazne roznice.

Nauki humanistyczne dzielg si¢ na dwie grupy: klasyczne nauki humani-
styczne i nauki spoteczne. Do pierwszej grupy naleza: historiografia, teologia,
prawoznawstwo i filologia, a do drugiej grupy naleza: ekonomia, psychologia,
socjologia i pedagogika. Miejsce zrédet w klasycznych naukach humanistycz-
nych zajmuja zastane teksty, ktore z pewnych wzgledéw odegraty lub od-
grywaja wazng role spoteczng. Natomiast w naukach spotecznych mamy do
czynienia ze zrodtami wyprodukowanymi spcejalnie na potrzeby tych nauk,
najczesciej przyjmujacymi postaé ankiet lub raportéw. Proces produkcji zré-
det w naukach spotecznych jest okreslany jako dotwarzanie.

Historiografia. Tworzac teorie historyczna, zwykle trzeba wykonywaé trzy
grupy czynnosci badawczych:

e heureza,
e hermeneutyka,
e synteza.

Mianem heurezy obdarzamy poszukiwanie i porzadkowanie Zrodet. Herme-
neutyka jest to krytyka pozyskanych zrodet. Krytyka zewnetrzna zmierza
do oceny pochodzenia, oryginalnosci i autentycznosci zrédta. Krytyka we-
wnetrzna zmierza do oceny wiarygodnosci zrodta. Synteza nazywamy probe
wkomponowania informacji ptynacych ze zréodet w catosciowy obraz dziejow.

W naukach humanistycznych rozszerzamy zbiér ostatecznych przestanek
o zdania bezposrednio oparte na dostepnych Zrédtach (tekstach). Kazdy wy-
twor intencjonalnego dziatania moze stac¢ sie Zrodiem dociekan humanistycz-
nych (tekstem). Wyréznionymi zrédtami sa dokumenty, czyli przedmioty wy-
tworzone w celu przekazania jakiejkolwiek informacji. Typowymi dokumen-
tami sa kroniki, korespondencja, biografie, akty prawne. Zrédtami moga by¢é
tez przedmioty wytworzone w innych celach, na przyktad budynki, groby,
narzedzia pracy, bizuteria. Poszczegolne nauki humanistyczne g charaktery-
zowane m.in. typami dopuszczalnych Zrédet.
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Zwykle trzeba odszukaé i uporzadkowaé zrédta. Moze to wymagaé nie-
malego wysitku i szczescia. Czesto juz na tym etapie niezbedne jest przepro-
wadzanie zaawansowanych wnioskowan indukcyjnych. Formutowane hipotezy
dotycza najczesciej tego, jakie zrodta mogg istnie¢ i gdzie mogg sie one znaj-
dowac.

W ramach hermeneutyki, zwanej tez krytyka zrodet, dazymy do rozwia-
zania dwoch grup problemoéw: autentycznosci i wiarygodnosci zrédta. Do-
ciekanie autentycznosci nazywa sie krytyka zewnetrzna, a dociekanie wiary-
godnosci krytyka wewnetrzna. W ramach krytyki zewnetrznej poszukujemy
odpowiedzi na pytanie, czy zrodto jest tym, za co uchodzi. Rozwazamy pro-
blem oryginalnosci, autorstwa, adresatéw, czasu, miejsca i innych okoliczno-
Sci powstania zrodta. Na przyktad krytyka Starego Testamentu doprowadzita
badaczy do wniosku, ze Mojzesz nie byt autorem Piecioksiegu Mojzesza, ze
ponadto wymieniony tekst jest kompilacjg kilku dziet, pochodzacych z roz-
nych okreséw. W ramach krytyki wewnetrznej probujemy ustali¢, w jakim
stopniu zrodto czy tez autor zrodia jest autorytetem. Pytamy, co mégt na
dany temat wiedzie¢, czy byl bezinteresowny, co na ten sam temat méwia
inne zrodta. Na przyktad Jan Dlugosz wyraznie podaje, ze pod Grunwaldem
wojskami polskimi dowodzit Zyndram z Maszkowic. Krytyka wewnetrzna pro-
wadzi jednak do wniosku, ze tak nie byto.

Synteza historyczna jest proba catosciowego ujecia pewnego fragmentu
dziejow w pewnym aspekcie. Mozna wskazaé szesé¢ typow syntezy historycz-
nej, to znaczy sze$¢ sposobéw systematyzacji wiedzy opartej na zrédtach.
Synteza moze by¢ narracyjna, pragmatyczna, genetyczna, poréwnawcza, ty-
pologiczna lub nomologiczna. Autor syntezy narracyjnej dazy po prostu do
zestawienia i chronologicznego uszeregowania minionych zdarzen. Celem syn-
tezy pragmatycznej jest ponadto ustalenie motywéw, jakimi kierowali sie
aktorzy historii, a syntezy genetycznej zaleznosci przyczynowo-skutkowych
miedzy zdarzeniami. Synteza poréwnawcza jest rozbudowang wersja syntezy
narracyjnej. Dostarcza réznorodnych, diachronicznych i synchronicznych, ze-
stawien zdarzen. W syntezie typologicznej chodzi ponadto o doszukiwanie sie
typow zdarzen przez rozwazanie podobienstw i réznic miedzy nimi, mozna
przyktadowo dociekaé przebiegu typowej rewolucji, rozwazajac, w jakim stop-
niu historyczne rewolucje pod ten typ podpadaja, a w jakim oden odbiegaja.
Autorzy syntezy nomologicznej, przyjmujac najmocniejsze niesprawdzalne
zalozenia, daza do uchwycenia praw rzadzacych historig. Na przyktad mark-
sisci glosza, ze w dziejach dochodzi nieuchronnie do konfliktéw klasowych.

Prawoznawstwo, teologia i filologia. Do najwazniejszych nauk huma-
nistycznych nalezy prawoznawstwo i teologia. Doktadniej naukami humani-
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stycznymi sg centralne dzialy prawoznawstwa i teologii: dogmatyka prawa i
teologia dogmatyczna. W obu tych dyscyplinach naukowych w punkcie wyj-
Scia wystepuja wyroznione zrodta, traktowane jako rezultat racjonalnego za-
chowania. W wypadku dogmatyki prawa w tej roli wystepuja akty prawne,
a w wypadku teologii dogmatycznej teksty swiete okreslonej religii. Celem
dogmatyki — zarowno w wypadku prawoznawstwa, jak teologii — jest usta-
lenie, co zamierza przekazaé¢ autor zrodta — prawodawca, autor natchniony
lub inna instancja objawiajaca.

Przy tej okazji warto przeciwstawié sie do$¢ rozpowszechnionemu mitowi,
jakoby teologia byta w jakim$ sensie mniej naukowa niz inne nauki huma-
nistyczne. Podejrzany status teologii miatby brac¢ si¢ stad, ze zawiera ona
dogmaty wiary, lub stad, ze wymaga aktu wiary religijnej. Jak pokazaliSmy,
teologia jest typowa nauka humanistyczng, bardzo podobna do prawoznaw-
stwa. Podobnie, jak teologowi nie wolno polemizowaé z tekstem S$wietym,
prawnikowi nie wolno polemizowaé¢ z aktem prawnym. Jest tak dlatego, ze
celem w obu tych naukach jest doktadne zrozumienie tekstu, ktory z ja-
kich§ wzgledéow odgrywa wazng role spoteczna, a nie zapoznanie si¢ z ma-
rzeniami teologa lub prawnika. I w teologii, i w prawoznawstwie, znajomos¢
i respektowanie dogmatow jest przejawem zwyklego naukowego profesjona-
lizmu humanisty. Nie jest tez prawda, ze teologia wymaga wykonania aktu
wiary religijnej. Podobnie, jak profesor prawa moze by¢ kryminalista, teolog
moze by¢ ostatnim bezboznikiem. Moralna lub estetyczna ocena obu takich
osobnikow jest, rzecz jasna, odrebna kwestia. Z logicznego punktu widzenia
teologia jest zwykla nauka humanistyczng. Wyjatkowosé teologii moze pole-
gal na tym, ze akurat ta nauka odgrywa zdumiewajaco wielka role spoteczna,
wywiera na ludzkie zycie olbrzymi wplyw — z pewnoscig znacznie wigkszy
niz fizyka, biologia i chemia razem wrziete. Dlatego powazne uniwersytety i
madre spoteczenstwa prowadza zawsze zaawansowane studia teologiczne. To,
ze teologia bywa niekiedy uprawiana w sposob catkiem nieprofesjonalny, i to,
ze zajmuja sie nia niekiedy ludzie niekompetentni, jest zupekie inna spraws.

Na gruncie filologii status Zrodet uzyskuja wszelkie teksty okreslonego
kregu cywilizacyjnego, jezykowego lub narodowego. Przy tym najczesciej pe-
wien zestaw tektéw zostaje wyrdzniony jako literatura. Zatozenie o racjo-
nalnosci wystepuje tu w takiej wersji, ze literatur, a nawet sam jezyk, w
ktorym zostata spisana, stanowi wytwor racjonalnego zachowania nie tylko
indywidualnych autoréw, ale réwniez catej spotecznosci danego kregu. Totez
celem badan filologicznych jest rekonstrukcja duchowych wlasciwosci osob
tworzacych badang cywilazacje czy tez nardd, o ile te wlasciwosci dajg sie
wywnioskowaé¢ z ksztattu literatury lub jezyka.

Poniewaz filologia jest zawsze zrelatywizowana do danej spotecznosci, w
pewnym sensie mozna mowi¢ o wielu filologiach: filologii polskiej, angiel-
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skiej, rozyjskiej, niemieckiej, skandynawskiej, iberyjskiej itd. Ze wzgledu na
globalng pozycje Cywilizacji Zachodniej dwiema centralnymi filologiami sa:
biblistyka i klasyka (filologia klasyczna). Dotycza one odpowiednio Biblii,
literatury antycznych Grekow i Rzymian.

Nauki spoteczne. Jak wspomnielismy, specyfika nauk spotecznych jest
praktyka dotwarzania Zrodet. Nie mniej, w sktad kazdej z tych nauk wchodzi
czes¢ typowo historyczna. Szukajac odpowiedzi na takie pytania, jak: jaka
jest sytuacja Murzynow w Stanach Zjednoczonych w potowie XX w.7, jak
przedstawia sie wspotczesnie system kastowy w Indiach?, kto wywiera decy-
dujacy wpltyw na rzady panstw Unii Europejskiej?, socjolog postepuje tak
samo, jak historyk.

W naukach spotecznych wolno natomiast stosowac jeszcze inng praktyke
badawczg, nieznang klasycznym naukom humanistycznym. Mianowicie wolno
tutaj zwracac si¢ do wybranych os6b z prosbg o udzielenie odpowiedzi na
pytania, ktére wezesniej dobrano odpowiednio do rozwazanego problemu. Te
pytania przyjmuja zwykle posta¢ rozbudowanych ankiet. Odpowiedzi respon-
dentow sa traktowane jako zrodta, poddawane krytyce, niekiedy odrzucane
przez badacza. Te, ktére zostang zaakceptowane dostarczaja przestanek wnio-
skowania, w szczegdlnosci praktycznie nieograniczonej mozliwosci testowania
hipotez. Szansa i obowigzek systematycznego testowania hipotez stanowi,
jak wiemy, domene nauk przyrodniczych. Pozostaje natomiast zupetie poza
zasiegiem klasycznych nauk humanistycznych.

Studia interdyscyplinarne. Niekiedy w ramach nauk huministycznych
prowadzone sg studia interdyscyplinarne. Sa to zréznicowane proby taczenia
elementow kilku nauk humanistycznych. Czasami w ramach studiéw inter-
dyscyplinarnych wystepuja pomocniczo pewne elementy innych typow nauk.
Celem takich hybrydowych studiow jest zwykle zbadanie jakiejs specyficzne;j
dziedziny racjonalnego zachowania ludzi. Najbardziej rozpowszechnionymi
typami studiéw interdyscyplinarnych sa: politologia, kulturoznawstwo, na-
uki wojskowe i nauki o rodzinie.

Nauki filozoficzne. Nauki filozoficzne charakteryzujg sie brakiem ogra-
niczen naktadanych na akceptowane sposoby uzasadniania. Wolno wiec sto-
sowa¢ wszelkie sposoby uzasadniania twierdzen z tym, ze zastosowane uza-
sadnienie samo zawsze moze si¢ sta¢ przedmiotem oceny. Wobec tego filozof
jest zobowigzany do uzasadnienia warto$ci stosowanych przez siebie sposo-
boéw uzasadniania. Musi zachowaé¢ gotowosé do uzasadnienia, ze zastosowane
przez niego sposoby uzasadniania sg odpowiednie dla rozwazanej kwestii.
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Ontologia (teoria bytu). Okolo V wieku przed Chrystusem greccy uczeni
zdali sobie sprawe z tego, ze prawdziwa rzeczywistos¢ moze by¢ ukryta pod
dostepnymi nam pozorami. Cho¢ historia zapamietata Talesa z Miletu jako
pierwszego, ktory zapytat, co naprawde istnieje, przyswojenie tej idei musiato
by¢ owocem wysitku wielu umystow.

Epistemologia (teoria poznania). Druga najwazniejsza nauka filozo-
ficzna jest teoria poznania (epistemologia). Uprawiajac epistemologie, od-
powiadamy na trzy gtéwne pytania:

e jakie powinny by¢ dobre przekonania?,
e jakie faktycznie sg nasze przekonania?,
e jak mozna ulepszy¢ nasze przekonania?

Jak wida¢, do istoty epistemologii nalezy wartosciowanie przekonan — zeby
zajacl jakiekolwiek stanowisko w tej dziedzinie, trzeba okresli¢ idealny system
przekonan, zwany ideatem epistemicznym. Wowczas mozna zbadac, jak dalece
faktycznie zywione przez nas przekonania odbiegaja od ideatu, i zastanowié
sie nad perspektywami ulepszenia naszych przekonan.

Zgodnie ze stanowiskiem sceptycznym dobre sg tylko przekonania pewne
(niepowatpiewalne). Niestety, zadne lub prawie zadne sposrdd naszych prze-
konan takie nie sg. Nie ma tez sposobu na istotna poprawe tego stanu rzeczy.

Doktadniejszy namyst nad problematyka epistemologiczna pokazuje, ze
poznawanie jest czynnoscig pod pewnym wzgledem bardzo podobng do ob-
rotu pienigdzem, powiedzmy do gry na gietdzie. Obracajac pieniadzem, mo-
zemy godzi¢ sie na wicksze lub mniejsze ryzyko straty. Im wicksze ryzyko
dopuszczamy, tym wigcej mozemy zyskac¢, jesli nam si¢ powiedzie. Z drugiej
strony, ograniczajac ryzyko, mozemy niemalze wyeliminowa¢ niebezpieczen-
stwo straty. Czeka nas wowczas zysk prawie pewny, lecz znikomy. Ten, kto w
ogoble nie zagra, nigdy nic nie przegra, ale tez nigdy nie wygra. Kto nie ryzy-
kuje, ten nie pije szampana, gtosi rosyjskie przystowie. Podobnie, jak obrét
pienigdzem opiera si¢ na grze szansy na zysk i ryzyka straty, aktywnosé¢ po-
znawcza jest grg szansy na poznanie prawdy i ryzyka btedu, fatszu. Prawda
jest tu odpowiednikiem zysku, a btad starty. Sceptyk, agnostyk i empirysta sa
graczami ostroznymi. Zabezpieczaja sie przed ryzykiem btedu, tracac réwno-
czesnie szanse poznaia wielu niezbednych, przydatnych lub choc¢by ciekawych
prawd. Na przeciwlegtym biegunie znajduja si¢ gracze agresywni: katolik i
muzutmanin. Obstawiaja oni odwaznie szanse¢ zdobycia prawd dla zycia naj-
wazniejszych, opierajac si¢ na na religijnym objawieniu, ktére — zgo6dzmy sie
na to — jest obarczone wiekszym ryzykiem btedu niz czysto matematyczny
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dowdd, ale z drugiej strony skokowo zwieksza mozliwosci poznawcze. W kaz-
dym razie epsitemologia nauczyta nas przynajmniej tego, ze zycie poznawcze
rozgrywa sie miedzy szansg na zdobycie prawdy a ryzykiem popadniecia w
btedy.

6.2 Wartosé wiedzy

Pajdeja. Cywilizacja zachodnia opiera si¢ na przekonaniu, ze zycie czto-
wieka jest zadaniem. Innymi stowy cztowiek rodzi si¢ niedokoriczony. Doj-
rzewanie czlowieka nie ogranicza sie przy tym do spontanicznego rozwoju
biologicznego, ale wymaga rowniez przebudzenia, a nastepnie wyksztalcenia
duchowego. Trzeba nauczy¢ sie by¢ cztowiekiem. Ten wysitek zostal okreslony
w jezyku greckim jako paideia, a w jezyku tacinskim jako humanistas. Jest to
systematyczne dazenie do wejscia w posiadanie niewidzialnych débr, ktore sg
niezbedne dla rozwoju ludzkiej duszy w czterech gtownych sferach: intelekt,
wola, serce (uczuciowosc) i zdolno$é do dziatania. Wyksztalcenie intelektu i
zdobycie wlasciwej wiedzy jest koniecznym warunkiem osiggniecia celu zy-
cia. Z tego powodu, od czasu greckich poczatkoéw, ludzie Zachodu rozwineli
wiedze, wynoszac ja na poziom zupetnie niedostepny innym cywilizacjom.
Zaptata za duchowe dobra sg one same. Antyczni Grecy nauczyli nas, ze
cztowiek studiuje w tym celu, zeby staé¢ sie lepszym cztowiekiem, w szczegol-
nosci po to, zeby lepiej zrozumie¢ $wiat i swoje miejsce w tym $wiecie. Inne
wielkie cywilizacje starozytne, traktujac czlowieka jako tryb w spotecznej
maszynie, roziwjaty wiedze prawie wytacznie dla tak zwanych celéw prak-
tycznych. Wiedzy poszukiwano o tyle, o ile byta przydanta dla zaspokajania
materialnych potrzeb cztowieka. Postugujac si¢ wspotczesnym stownictwem,
mozna powiedzie¢, ze wszedzie, poza Grecja, nauka byta dostosowana do po-
trzeb rynku pracy. Nigdzie nie dalo to wynikéw poréwnywalnych z greckimi,
réwniez w dziedzinie zyciowej praktyki. W Sredniowieczu Koéciot Katolicki
wymyélil 1 stworzyt w Sredniowieczu uniwersytety, instytucjonalizujgc w ten
sposob grecki ideal. Hans Georg Gadamer zauwazyl, ze w XX w. uniwer-
sytety petni¢ funkcje, do ktoérych zostaly powotane, przechodzac na pozy-
cje pozagreckie, to znaczy podporzadkowujac zdobywanie wiedzy potrzebom
materialnym, rynkowi pracy. Przewidzial on, ze musi to doprowadzi¢ do wy-
hamowania rozwoju wiedzy, a nawet rozwoju gospodarczego. Motorem roz-
woju byli bowiem mtodzi ludzie, ktorzy przez szereg lat obracali sie w swiecie
duchowych dobr, nieograniczonych idei i ktorzy potem, pod wptywem tych
idei, wyksztatciwszy wtasne dusze, byli zdolni doskonali¢ réwniez Swiat ma-
terialny. Natomiast mtodzi ludzie, celowo przygotowywani do petnienia prze-
widzianych funkcji spotecznych — wywodzit Gadamer — beda pozbawieni
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greckiej sity tworczej réwniez w odniesieniu do swiata materialnego.

Bez wzgledu na obecny — prawdopodobnie schytkowy — stan zachodniej
cywilizacji klasycznie pojmowana nauka powstata i byta rozwijana po to, zeby
wyksztatci¢ dusze studiujacych ludzi.



Rozdziat 7

Wybrane problemy kultury
logiczne]

7.1 Specyfika nauk prawnych

Najpierw przedstawimy krotka charakterystye catej dziedziny prawoznaw-
stwa (nauk prawnych), charakteryzujac jego gtéwne dyscypliny. Nastepnie
skupimy sie¢ wylacznie na centralnej grupie nauk prawnych — dogmatyce,
ktora stanowi pewna logiczna osobliwosc.

Nauki prawne. Obszerna i zréznicowana dziedzina wiedzy, jaka stanowi
prawoznawstwo (nauki prawne), moze zosta¢ zasadnie podzielona na trzy
poddziedziny:

e dogmatyka prawa,
e teoria prawa,
e nauki pomocnicze.

Najkrocej mozna powiedzie¢, ze w dogmatyk widzi prawo z wnetrza systemu
prawnego, a teoretyk spoza tego systemu. Stad w ramach dogmatyki obowia-
zujace normy sg niekwestionowalne.

Najwazniejsza i najbardziej rozbudowang dziedzine prawoznawstwa sta-
nowi dogmatyka (nauki dogmatyczno-prawne). Jest to zespét typowych nauk
humanistycznych, ktorych celem jest ustalenie, jakie doktadnie normy prawne
obowigzuja w danym systemie prawnym, to znaczy, jak prawo normuje za-
chowania poszczegdlnych osdb w poszczegdlnych sytuacjach. Za najwazniej-
sze nauki dogmatyczno-prawne wypada uznaé¢ konstytucjonalistyke, ktora
dotyczy ustaw zasadniczych, penalistyke (karnistyke), ktéra dotyczy prawa

203
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karnego, cywilistyke, ktora dotyczy prawa cywilnego, kanonistyke i rubrycy-
styke, ktore dotycza praw Kosciota Katolickiego, internacjonalistyke, ktora
dotyczy prawa miedzynarodowego, procesualistyke, ktéra dotyczy postepo-
wania przed organami wymiaru sprawiedliwosci, administratywistyke, ktora
dotyczy prawa administracyjnego. Nauki dogmatyczno-prawne opieraja si¢
na zatozeniu, ze prawo stanowi jednolity wytwor doskonale racjonalnego za-
chowania prawodawcy. Tego zatozenia nigdy nie wolno uchyli¢, poniewaz
spotecznym zadaniem dogmatyki jest odkodowanie jednolitego, spojnego sys-
temu norm z dowolnego zestawu przepisow.

Na teorie prawa (nauki teoretyczno-prawne) sktadaja sie zaréwno kla-
syczne nauki humanistyczne, jak nauki spoteczne i filozoficzne. Na gruncie
tych nauk prawo nie jest traktowane jako dogmat, ale jako specyficzny wy-
twor kultury. Przedmiotem zainteresowania jest tutaj historia prawa, rozwoj
i spoteczne oddzialywanie systeméw prawnych w réznych okolicznosciach, a
takze sama natura panstwa i prawa.

Najwazniejszymi naukami pomocniczymi prawa sa: logika, psychologia,
kryminalistyka, kryminologia i medycyna sadowa. Znaczna role odgrywa tez
informatyka prawnicza i socjologia.

Sylogizm prawniczy. Proces stosowania prawa polega na ustaleniu, jaki
sposob zachowania si¢ zostat w danej sytuacji przepisany przez prawo, i na za-
chowaniu sie w przepisany sposob. Logiczny model procesu stosowania prawa
okreslamy mianem sylogizmu prawniczego. Na sylogizm prawniczy sktadaja
sie ustalenia faktyczne, ustalenia normatywne, subsumpcja ustalen faktycz-
nych i normatywnych, a ponadto realizacja norm (tablica 7.1). Ustalenia
faktyczne powinny prowadzi¢ do poznania aktualnego stanu rzeczy w jego
prawnych aspektach, a ustalenia normatywne do poznania stanu rzeczy po-
stulowanego przez prawodawce. Ustalenie relacji miedzy tymi stanami rzeczy
nazywane jest subsumpcja ustalen faktycznych i normatywnych (krétko: sub-
sumpcja). Ustalenia faktyczne i normatywne oraz subsumpcja skladaja sie
na pierwsza czes¢ procesu stosowania prawa. Ta cze$¢ ma charakter poznaw-
czy i wymaga zwykle przeprowadzenia szeregu — nieraz skomplikowanych —
wnioskowan. Realizacja norm stanowi druga, wolitywng cze$¢ procesu stoso-
wania prawa. Sprowadza sie ona do zachowania sie w sposéb postulowany
przez prawo. W gruncie rzeczy nie stanowi ona juz zadania samej dogmatyki
prawa, aczkolwiek charakterystyka sposobu realizacji norm moze wchodzi¢ w
zakres tego zadania.

Ustalenia faktyczne. W ramach ustalen faktycznych nalezy wyodrebnié¢
z aktualnego stanu rzeczy te fakty, ktére sa istotne dla danej sprawy, skon-
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ustalenia faktyczne ustalenia normatywne

subsumpcja

realizacja norm

Tablica 7.1: Sylogizm prawniczy

ceptualizowaé je i opisa¢ w jezyku prawnym. Nalezy rowniez uznaé, ktore z
tych faktéw zachodza i jakie sa istotne dla sprawy okolicznosci zajscia tych
faktow. Tak zrekonstruowane fakty nazywaja sie faktami sprawy.

Ustalenie niektérych faktow sprawy zawiera moment warto$ciowania. O
takich faktach méwimy, ze sa wyrdznione oceniajgco. O faktach, ktorych
ustalenie nie zawiera momentu warto$ciowania, méwimy, ze sg wyrodznione
(tylko) opisowo. Moment wartosciowania w ustalaniu faktéw moze polegaé
na ustosunkowaniu sie do stanu rzeczy lub na oszacowaniu jakiejs wielkosci.
Przyktadem ustosunkowania sie do stanu rzeczy jest odpowiedz na pytanie,
czy oskarzony mial zla wole, a przyktadem szacowania jest odpowiedZ na
pytanie, czy wyrzadzona szkoda jest znaczna, lub na pytanie, czy spoteczna
szkodliwos¢ popetnionego czynu jest niska.

Whnioskowania, ktére sa przeprowadzane w ramach ustalen faktycznych,
naleza przewaznie do zwyktych wnioskowan i moga by¢ oceniane z punktu
widzenia logiki ogélnej. Bywa tak nawet wéwczas, gdy wnioskowaniom tym
nadano specjalne prawnicze nazwy. Na przyktad alibi jest to wnioskowanie o
schemacie:

nie mozna by¢ rownoczesnie w miejscach: m i n,
do zdarzenia z doszto w czasie t i w miejscu m,
w czasie t osoba a przebywata w miejscu n,
osoba a nie uczestniczyta w zdarzeniu z.

Jest to zwykle wnioskowanie dedukcyjne, o czym mozna sie tatwo przeko-
na¢, analizujac jego schemat w ramach klasycznego rachunku logicznego.
Egzemplifikujacym ten schemat wnioskowaniom nadano specjalng nazwe, ze
wzgledu na doniosta role i czesto$¢ wystepowania takich wnioskowan w ra-
mach ustalen faktycznych.
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Ustalanie faktéw przebiega przewaznie wedtug zwykltych metod badaw-
czych. Na tym etapie praca prawnika jest podobna do pracy historyka. Praw-
nik dazy jednak, jak wspomniano, do opisania istotnych faktéw w jezyku
prawnym. Ponadto w naukach prawnych stosowane sa pewne osobliwe me-
tody wnioskowania: domniemanie prawne i rozumowanie poszlakowe.

Domniemanie prawne (presumpcja). Domniemanie prawne (presump-
cja) jest to ustanowiony przez prawo i obowiazujacy w ramach ustalen fak-
tycznych nakaz uznawania okreslonych wnioskowan za wnioskowania nie-
zawodne. Bedace przedmiotem takiego nakazu wnioskowania moga by¢ z
punktu widzenia logiki zawodne, a nawet catkiem niekonkluzywne, obarczone
btedem ignoratio elenchii. Czerpig one bowiem swoja moc uzasadniania nie z
logiki, lecz z woli prawodawcy. Z tego wzgledu owa moc nie siega poza proces
stosowania prawa. Zauwazmy, ze domniemania prawne sg normami praw-
nymi. Zatem stanowig one akt ingerencji ustalen normatywnych w ustalenia
faktyczne.

Z logicznego punktu widzenia nalezy starannie odréznia¢ dwa rodzaje
domniemania prawnego:

e domniemanie usuwalne (praesumptio iuris tantum),
e domniemanie nieusuwalne (praesumptio iuris ac de ure).

Domniemanie usuwalne bywa tez okreslane jako wzgledne, warunkowe, pro-
ste lub wzruszalne, a domniemanie nieusuwalne jako bezwzgledne, bezwarun-
kowe, niezbite lub niewzruszalne. Ustalenia faktyczne, ktore nie opieraja si¢
na domniemaniach, lecz wytacznie na zwyktej logice, okreslamy jako ustalenia
czysto faktyczne. Domniemanie nieusuwalne jest to bezwzgledny nakaz uzna-
nia okreslonego wnioskowania za niezawodne. Nakaz ten obowigzuje takze
wtedy, gdy konkluzja odnosnego wnioskowania stoi w sprzecznosci z usta-
leniami czysto faktycznymi. Domniemanie usuwalne jest to nakaz uznania
okreslonego wnioskowania wnioskowania za niezawodne pod takim warun-
kiem koniecznym i wystarczajacym, ze konkluzja tego wnioskowania nie stoi
w sprzecznosci z ustaleniami czysto faktycznymi lub opartymi na domnie-
maniach nieusuwalnych. Innymi stowy, negacja konkluzji nie moze wynikaé z
tych ustalen. Jak widaé¢, w razie sprzecznosci w ramach ustalen faktycznych
obowigzuje nastepujaca hierarchia: domniemania nieusuwalne majg najwyz-
szg range, ustalenia czysto faktyczne range posrednig, a domniemania usu-
walne najnizsza. Ustalenia wyzszej rangi sa rozstrzygajace.

Przyktadem domniemania usuwalnego jest domniemanie ojcostwa, uregu-
lowane w Kodeksie rodzinnym i opiekuriczym z 25 lutego 1964 r. (art. 62 §1).
Zgodnie z tym przepisem wnioskowanie:
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mezczyzna a byt mezem kobiety b w chwili narodzin dziecka c,
kobieta b jest matka dziecka c,
mezezyzna a jest ojcem dziecka c

nalezy traktowac¢ jako niezawodne wtedy i tylko wtedy, gdy wniosek nie jest
sprzeczny z ustaleniami wyzszej rangi. Jesli wigc z ustalen czysto faktycz-
nych — na przyktad z wynikéw badan materiatu genetycznego — wynika, ze
mezezyzna a nie jest ojcem dziecka ¢, domniemania nie ma.

Przyktadem domniemania nieusuwalnego jest artykut 9 ustawy Prawo
czekowe 7z 28 kwietnia 1936 r. Jedli na czeku widnieja dwie kwoty, z ktorych
jedng zapisano stownie, a druga cyframi, to zgodnie z tym przepisem nalezy
wnioskowaé, ze czek opiewa na kwote zapisang stownie. Zatem wnioskowanie:

na czeku ¢ widnieje kwota a, zapisana cyframi,
na czeku ¢ widnieje kwota b, zapisana stownie,
na czeku c nie widniejg inne kwoty,

czek ¢ opiewa na kwote b

ma by¢ bezwarunkowo traktowane jako niezawodne. Bezwarunkowosé¢ polega
na tym, ze prawdziwos¢ przestanek przesadza o prawdziwosci konkluzji bez-
wzglednie nawet wtedy, gdy z ustalen czysto faktycznych wynika cos przeciw-
nego. Zatem nawet, gdyby wystawca czeku zeznat pod przysiega i na wtasna
niekorzys¢, ze jest inaczej, nalezy ustali¢, ze czek opiewa na sume zapisang
stownie.

Miedzy dwoma rodzajami domniemania zachodzi gteboka réznica logiczna.
Domniemanie usuwalne moze znalez¢ zastosowanie tylko wtedy, gdy ani zda-
nia A, ani jego negacja "= A ', nie ma uzasadnienia. Wowczas domniemanie
usuwalne moze przechyli¢ szale na jedng ze stron, przerzucajac na druga
strone ciezar dowodu (onus probandi). W ten sposéb domniemanie prawne
faworyzuje pewne wartosci lub bierze w obrone pewne osoby. W momencie,
gdy pojawi sie uzasadnienie dla ktoregos z rozwazanych zdan, domniemanie
usuwalne ustepuje przed zwykta logika. Celem domniemania usuwalnego jest
bowiem uzupelnienie logiki. Takie domniemanie zawsze jest ze zwykta logika
komplementarne. Osoba, ktora stosuje domniemanie usuwalne, rozumuje lo-
gicznie, a ponadto stosuje pewne dodatkowe reguty wnioskowania. Natomiast
domniemanie nieusuwalne moze godzi¢ w zwykta logike, moze wymagac¢ wnio-
skowania wbrew logice. Jest to bardzo mocne narzedzie. Nic wiec dziwnego,
ze prawodawcy stosujg je bardzo rzadko, wyltacznie dla ochrony najwazniej-
szych wartosci.

Ustalenia normatywne. Celem ustalen normatywnych jest okreslenie spo-
sobu zachowania postulowanego w danej sytuacji przez prawodawce. W pierw-
szym rzedzie nalezy wybraé¢ wtasciwe dla danej sytuacji przepisy. Jesli danej
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sytuacji dotyczy tylko jeden przepis, kwestia wyboru ma charakter czysto me-
rytoryczny. Jesli do wyboru jest wiecej przepsiow, zasady wyboru przepisu
wladciwego sa okreslone w samym prawie, a wiec sg regulowane osobnym
przepisem. Jesli, na przyktad, jaki§ czyn wyczerpuje znamiona kilku prze-
stepstw, wielu prawodawcéw kaze dopatrywac sie tego, ktoére jest zagrozone
najwyzsza kara. Nastepnie — zgodnie z regutami sztuki prawniczej — nalezy
upewnic¢ sie o mocy obowiazujacej tych przepisow. W ten sposéb uzyskuje sie
zestaw istotnych dla ustalonych faktow wypowiedzi prawodawcy. Nastepnia
nalezy odkodowaé obowigzujacg norme, wyrazong we wtasciwych wypowie-
dziach prawodawcy.

x jest unormowane

x jest nakazane x jest zabronione

x jest dozwolone x jest fakultatywne

x jest indyferentne

Tablica 7.2: Heksagon norm

Subsumpcja i realizacja normy. Rezultatem ustalen faktycznych jest
opis pewnej sytuacji. Rezultatem zas ustalen normatywnych jest charaktery-
styka postulowanego wzorca zachowania. Przez subsumpcje ustalen faktycz-
nych i normatywnych rozumiemy poréwnanie opisanego stanu faktycznego z
postulowanym wzorcem, prowadzace do udzielenia odpowiedzi na pytanie, w
jakim stopniu stan faktyczny jest egzemplifikacja tego wzorca.

Relacja zachodzaca miedzy ustaleniami faktycznymi a normatywnymi
moze by¢ okreslona tak doktadnie, ze subsumpcja ma charakter czysto deduk-
cyjny. Czesto jednak osobie przeprowadzajacej subsumpcje pozostaje margi-
nes swobody lub tez niepewnosci. Mamy wowczas do czynienia z luzem w
stosowaniu prawa. Luz w stosowaniu prawa moze by¢ zamierzony przez pra-
wodawce lub nie. Niezamierzone luzy powstaja najczesciej w rezultacie nie-
doskonalosci ustalen faktycznych (braki dowodéw) lub w rezultacie logicznej
niedoskonatosci prawa. Luzy zamierzone powstaja, gdy prawodawca pozosta-
wia pewien zakres swobody oceny osobie przeprowadzajacej subsumpcje.
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W rezultacie subsumpcji powinno si¢ okazac¢, jakie zachowanie okreslo-
nego podmiotu jest postulowane przez prawo. Podmiot, ktory zachowuje sie
w postulowany sposob, realizuje prawo, a podmiot, ktéry w ten sposob sie
nie zachowuje, przekracza prawo.

7 subsumpcja zwigzany jest wybor przez osobe stosujaca prawo okreslo-
nego zachowania Stosowanie prawa moze prowadzi¢ do nastepujacych typow
zachowania:

e wiazacego ustalenia praw lub obowiazkéw podmiotow prawa,

e wigzacego ustalenia stanu prawnego,

wykorzystania kompetencji do dziatania,
e wykonania uprawnienia,
e spelnienia obowigzku.

W dwoch pierwszych wypadkach rezultatem zastosowania prawa jest wyda-
nie przez kompetentny organ wtadzy okreslonej decyzji, np. wyroku sado-
wego lub decyzji administracyjnej. Przyktadem wykorzystania kompetencji
jest egzekucja komornicza lub wykonanie wyroku przez osadzenie skazanego
w zaktadzie karnym. Przyktadem wykonania uprawnienia jest wstapienie w
zwiazek matzenski, a przyktadem spetnienia obowiazku jest zaptacenie na-
leznego podatku. W dawniejszych opracowaniach pojecie stosowania prawa
ograniczano nieraz do takiej aktywnosci, ktora zmierza do wydania decyzji
przez kometentny organ wladzy (dwa pierwsze punkty).

Sposéb zachowania moze by¢ w pelni zdeterminowany przez subsumpcje.
Kiedy indziej osoba stosujaca prawo moze zachowa¢ pewng swobode wyboru
sposobu zachowania — swobode decyzji — w granicach zakreslonych przez
prawo.

Wyktadnia. Odkodowanie normy prawnej zawartej w przepisach nosi miano
wykladni (egzegezy) prawa. Na reguty wyktadni sktadaja sie

e dyrektywy interpretacyjne,

e reguly kolizyjne,

e reguly wnioskowan prawniczych.

Dyrektywy interpretacyjne bywaja okreslane jako wyktadnia w sensie wa-
skim, w przeciwienstwie do wyktadni w sensie szerokim, obejmujacej wszyst-
kie wymieniony grupy regut egzegetycznych. Z tego powodu dyrektywy in-
terpretacyjne sg tez czesto nazywane dyrektywami wyktadni.
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Ze wzgledu na sposob interpretownia tekstu dyrektywy interpretacyjne
dziely sie na jezykowe, systemowe i funkcjonalne. Dyrektywy jezykowe okre-
slaja obowigzujacy sposob postugiwania sie jezykiem prawnym, w szczegol-
nosci sposob rozumienia jego symboli. Dyrektywy systemowe opieraja sie
na zalozeniu o uporzadkowaniu obowigzujacych norm prawnych oraz o nie-
sprzecznosci i pelnosci prawa. Kazg one traktowaé interpretowang norme
jako element catos$ci korpusu praw, uwzglednia¢ w interpretacji owa catosé
i miejsce zajmowane w niej przez stanowiace przedmiot wyktadni przepisy.
Dyrektywy funkcjonalne uwzgledniaja pozaprawne okolicznosci, ktére moga
wplywaé na znaczenie przepiséw prawnych. Krotko méwiac, dyrektywy jezy-
kowe uwzgledniaja tekst interpretowanych przepisow, dyrektywy systemowe
uwzgledniaja ponadto tekst wszelkich innych obowiazujacych przepiséw, a
dyrektywy funkcjonalne okolicznosci spoza systemu prawa.

Przyktadem dyrektywy jezykowej jest dyrektywa zabraniajaca pomijania
jakichkolwiek znakéw wystepujacych w akcie prawnym. Opiera sie ona na
zatozeniu, ze zadne symbole umieszczone w tekscie aktu prawnego nie sa
zbedne, kazdy z nich zostat uzyty w jakims celu. Innym przyktadem jest sy-
rektywa nakazujaca rozumie¢ uzywane w tekscie prawnym zwroty w ich sensie
potocznym, o ile za czyms$ przeciwnym nie przemawiaja dostateczne racje.
Zgodnie z jeszcze inng dyrektywa jezykowa uzycie w tekscie dwoch réznych
— nawet potocznie synonimicznych — terminéw kaze dopatrywac sie¢ dwdch
roznych znaczen, podczas gdy uzycie jednego terminu kazde dopatrywac sie
za nim jednego znaczenia.

Dyrektywy systemowe zabraniaja w pierwszym rzedzie takiej interpreta-
cji, przy ktorej obowigzywatyby normy wzajemnie niezgodne. Ponadto dy-
rektywy te preferuja takie interpretacje, w ktérych prawo nie zawiera luk.
Trzecia grupa dyrektyw systemowych kazde uwzglednia¢ w interpretacji usy-
tuowanie przepisu, np. tytut rozdziatu, w ktérym przepis umieszczono.

Dyrektywy funkcjonalne kaza m.in. uwzglednia¢ cele, jakie ma realizowac
przepis prawny (wyktadnia teleologiczna) i jakie przy$wiecaly prawodawcy
przy ustanawianiu przepisu, przebieg prac nad przygotowaniem przepisu itp.
(wyktadnia genetyczna), a takze zywione w danej spolecznosci przekonania
moralne i obyczajowe i dajace si¢ przewidywaé skutki obowigzywania prze-
pisu.

Uzyciem dyrektyw interpretacyjnych oraz innych zasad wktadni zadza
osobne reguty, zwane niekiedy dyrektywami wyktadni drugiego stopnia. Zgod-
nie z jedng z takich dyrektyw pierwszenstwo w stosowaniu przystuguje dyrek-
tywom jezykowym, do dyrektyw systemowych odwotujemy si¢ tylko wtedy,
gdy te pierwsze okazuja sie niewystarczajace, a do dyrektyw funkcjonalnych
nalezy dwotywac sie tylko, jesli zawioda dyrektywy obu poprzednich grup.
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wyktadnia literalna (dostowna), zawezajaca, rozszerzajaca. np normy karne
nie wolno rozszerzajaca w KPK.

Reguly kolizyjne. niezgodnos¢ logiczna, instrumentalna, prakseologiczna.
e regula hierarchiczna: lex superior derogat legi inferiori,
e reguta chronologiczna: lex posterior derogat legi priort,
e reguta merytoryczna: lex specialis derogat legi generali.

W razie kolizji miedzy dyrektywami kolizyjnymi dyrektywy drugiego stopnia
przyznaja pierwszenstwo regule hierarchicznej, drugie miejsce regule mery-
torycznej, a trzecie regule chronologicznej. W razie kolizji nalezy zastoso-
wacé te regute, ktéra ma przewage. Jesli, przyktadowo, przepis, ktéry wydano
rok temu, nakazuje wszystkim obywatelom ptaci¢ sktadke zdrowotna, a inny
przepis, ktory wydano przed dziesigciu laty, zwalnia studentéw z placenia
sktadki zdrowotnej, to wedle reguty chronologicznej studenci majg obowig-
zek placenia tej sktadki, a wedle reguly merytorycznej nie maja. W takim
razie, wobec przewagi reguty merytorycznej nad chronologiczna, studenci nie
majg obowigzku ptacenia sktadki zdrowotnej.

Reguly wnioskowania prawniczego. Oprocz norm, ktore zakodowano
w przepisach, do systemu prawa naleza normy, ktérych uznania domagaja
sie reguty wnioskowania prawniczego. Reguty te stwierdzajg — niekiedy pod
pewnymi dodatkowymi warunkami — obowigzywanie norm, ktére pozostaja
w okreslonych relacjach do norm juz uznanych za obowigzujace. Normy, ktore
uznano za obowigzujace na mocy regul wnioskowania prawniczego, maja
te samg moc obowigzujaca, co normy zakodowane bezposrednio w tekstach
prawnych. Do najwazniejszych regut wnioskowania prawniczego zaliczamy

e reguta analityczna,

e reguly instrumentalne,

e argumentum a fortiori,

e argumentum a simili (per analogiam),

e argumentum a contrario (a silentio).

Naleza one do powszechnej logicznej kultury prawnika i zostang obecnie omo-
wione w szczegbdtach. Prawodawca moze niekiedy ograniczy¢ zakres obowia-
zywania pewnych regut wnioskowania prawniczego lub ustanowi¢ dodatkowe
reguty.
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Reguly instrumentalne. Regutami instrumentalnymi sa: dyrektywa in-
strumentalnego nakazu oraz dyrektywa instrumentalnego zakazu. Jezeli obo-
wiazuje norma n, a wykonanie czynu ¢ jest koniecznym warunkiem realizacji
normy n, to na mocy dyrektywy instrumentalnego nakazu obowigzuje row-
niez norma n’, ktéra nakazuje wykonanie czynu c. Jezeli z kolei obowigzuje
norma n, a wykonanie czynu ¢ uniemozliwia realizacj¢ normy n, to na mocy
dyrektywy instrumentalnego zakazu obowigzuje réwniez norma n’, ktora za-
brania wykonania czynu ¢. W obu wypadkach méwimy, ze norma n' wynika
instrumentalnie z normy n. Reguly instrumentalne opierja sie m.in. na wie-
dzy o zwigzkach przyczynowo-skutkowych, zachodzacych miedzy réoznymi za-
chowaniami. Wynikanie instrumentalne zachodzi wiec pod tym warunkiem,
ze trafnie oceniono odnosne zwigzki przyczynowo-skutkowe.

Wezmy dla przyktadu pod uwage przepis, ktory zobowigzuje mnie do zto-
zenia rocznego zeznania podatkowego w okreslonym terminie i we wlasciwym
urzedzie skarbowym. Wypetienie nalozonego przez ten przepis obowigzku
nie bytoby mozliwe, jesliby wtasciwy urzad skarbowy nie przyjat ode mnie ze-
znania podatkowego. Wobec tego — nawet jesli przepsiy na ten temat milcza
— 7z nakazu ztozenia przez obywatela zeznania podatkowego instrumentalnie
wynika nakaz przyjecia tego zeznania przez wtasciwy urzad, zakaz zamkniecia
tego urzedu itp.

Konsekwencja aksjologiczna. Wsrod niesprawdzalnych zatozen dogma-
tyki prawa istotna role odgrywa zaltozenie o aksjologicznej konsekwencji pra-
wodawcy. To zaltozenie sktada sie z dwoch tez. Po pierwsze teksty prawne sa
wytworami racjonalnego zachowania prawodawcy. Po drugie system ocen i
wartosci, jakimi kieruje sie prawodawca, jest stabilny i logicznie sp6jny. W
oparciu o to zalozenie mozna — w drodze indukcji humanistycznej — docie-
ka¢ aksjologii, ktora lezy u podstaw danego systemu prawnego. Na przyktad
stad, ze prawodawca karze zabdjstwo, wolno w drodze indukcji humanistycz-
nej wnioskowac, ze ludzkie zycie przedstawia dla tego prawodawcy pozytywna
warto$¢. O niektérych wyborach aksjologicznych prawodawca moze wyraznie
poinformowa¢ w tekstach prawnych, najczesciej w konstytucji lub innych ak-
tach podstawowych. Takie wybory aksjologiczne nalezy zawsze obowigzkowo
przypisywaé¢ prawodawcy.

Warto przy okazji zauwazy¢, ze pojecie prawodawcy Swiatopoglgdowo neu-
tralnego jest absurdalne. Kazdy, kto stanowi prawo, kieruje si¢ w mniej lub
bardziej swiadomy sposob pewnym systemem wartosci, a wiec dokonuje wy-
borow $wiatopogladowych. Na przyktad prawodawca polski na przetomie XX
i XXI wieku zabraniat palenia papieroséw w kawiarni i picia alkoholu na
parkowej tawce, ale nie zabraniatl zdrady maltzenskiej, cho¢ w procesie roz-
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wodowym nieco faworyzowal strone zdradzong. Nie mozna wykluczy¢, ze
osoby faktycznie stanowigce prawo, zachowuja sie czesto bezmyslnie. Mimo
to prawnik-dogmatyk musi docieka¢ systemu wartosci, ktory kazatby konse-
kwentnemu prawodawcy podjac takie wlasnie decyzje. Prawnik moégltby stad
wywnioskowa¢ indukcyjnie co najmniej tyle, ze palenie papieroséw w kawiarni
lub picie piwa w parku sg wedle swiatopogladu polskiego prawodawcy wiek-
szym ztem niz rozbijanie matzenstwa, ze zdaniem owego prawodawcy sg bar-
dziej szkodliwe spotecznie. S$wiatopoglad prawodawcy moze by¢ przemyslany
lub naiwny, racjonalny lub idiotyczny, ale z pewnodciag jakis $wiatopoglad
musi zosta¢ prawodawcy przypisany.

Zatozenie o aksjologicznej konsekwencji prawodawcy odgrywa istotng role
w ustaleniach normatywnych. Albowiem akty prawne, stanowigc wytwor
ograniczonego w swej mocy ducha ludzkiego, nigdy nie przewiduja wszyst-
kich mozliwych sytuacji. W okreslonych sytuacjach normy, ktore nigdy nie
zostaly przez prawodawce sformutowane, obowigzuja na réwni z wyraznie
sformutowanymi normami na tej podstawie, ze opieraja sie na tym samym
systemie wartosci. Zadaniem prawnika-dogmatyka jest dociekanie systemu
wartosci, ktorymi kieruje sie prawodawca, a nastepnie domyslanie sie norm,
ktore taki prawodawca musiatby sformutowaé, gdyby byt zdolny do prze-
widzenia i ujecia wszystkich mozliwych sytuacji, gdyby mial jakie$ boskie
zdolnosci intelektualne.

Prawodawca sam moze okresli¢, w ktorych dziedzinach nalezy stosowaé
zatozenie o jego konsekwencji aksjologicznej i w ktorych dziedzinach za obo-
wiazujace nalezy uznawa¢ wytacznie normy wyraznie sformutowane. Moze tez
okredli¢ zakres dozwolonych wnioskowan opartych na konsekwencji aksjolo-
gicznej. Na przyktad prawodawca koscielny nakazuje stosowanie zalozenia
o aksjologicznej konsekwencji we wszystkich dziedzinach z wyjatkiem ustaw
karnych (Kodeks prawa kanonicznego, kanon 18 i 19). Znaczy to, ze normy
ustanawiajgce kary obowiazuja w tym systemie prawnym tylko wowczas, gdy
zostaly wyraznie sformutowane. Jesli w takim systemie prawnym wydano by
przepis: ,zabrania si¢ deptania trawnikéw”, to prawnik wywnioskowatby stad
indukcyjnie, ze prawodawca chce chroni¢ zielen. Stad zas wywnioskowalby, ze
prawodawca zabrania jezdzenia po trawniku rowerem nawet, jesli taki prze-
pis nie zostatby sformutowany. Jesli jednak sformutowano by przepis: ,kto
depcze trawnik ma by¢ ukarany mandatem”, prawnik wnioskowatby induk-
cyjnie, ze prawodawca chce chronié¢ zielen, ze zabrania jezdzenia po trawie
rowerem, ale nie mogtby wnioskowaé, ze za jazde rowerem po trawie grozi
mandat.

Najwazniejszymi i najbardziej rozpowszechnionymi typami regut, ktore
czerpig swg moc z zalozenia o aksjologicznej konsekwencji prawodawcy, sa
argumenta: a fortiori, a simili oraz a contrario.
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Argumentum a fortiori. Reguly wnioskowan prawniczych okreslane jako
argumenta a fortioti opieraja sie na zalozeniu o aksjologicznej konsekwencji
prawodawcy, czyli na zatozeniu o konsekwencji systemu ocen, ktérymi kie-
ruje sie on, stanowigc prawo. Ponadto w gre wchodzi zatozenie o mozliwosci
poréwnywania stopnia realizacji lub pogwaltcenia wartosci przez rézne spo-
soby zachowania sie. Zalézmy wiec, ze czyny: ci ¢ godzg w te samg wartosé,
uznawang przez prawodawce, ale czyn ¢ godzi w nia w mniejszym stopniu
niz czyn ¢’. W takim razie, jesli dozwolony jest czyn ¢/, to — na mocy reguly
a maiori ad minus — tym bardziej dozwolony jest czyn c. Jesli natomiast
czyn c jest zakazany, to — na mocy reguty a minori ad maius tym bardziej
zakazany jest czyn .

Jesli, na przyktad, dziatajac w obronie koniecznej, wolno pozbawi¢ na-
pastnika zycia, to tym bardziej wolno w tej sytuacji ciezko uszkodzi¢ jego
cialo. Albowiem ciezkie uszkodzenie ciala i pozbawienie zycia godza w te
sama wartos¢: ochrone zycia ludzkiego, ale pierwszy z rozwazanych czynéw
godzi w nig w mniejszym stopniu niz drugi. Jesli natomiast zakazano fotogra-
fowaé czltowieka bez jego zgody, to tym bardziej zakazane jest publikowanie
takiej fotografii. Obydwa czyny godza bowiem w te sama wartos¢: ochrone
prywatnodci, ale drugi godzi w nig w wiekszym stopniu niz pierwszy.

Argumentum a simili. Reguly wnioskowania, nad ktérymi obecnie si¢
pochylamy, sa okreslane jako argumenta a simili, argumenta per analogiam
lub tez jako analogia prawna. Opieraja sie one na zatozeniu o aksjologicznej
konsekwencji prawodawcy. Do tej kategorii naleza dwie reguty wnioskowa-
nia prawniczego: analogia legis i analogia iuris. Reguta analogia legis zaleca
nastepujacy sposob wnioskowania. Jesli czyn c jest w okreslony sposéb unor-
mowany, a czyn ¢ jest podobny do czyny ¢ w dostatecznym stopniu i pod
istotnymi wzgledami, to nalezy uznaé¢ czyn ¢’ za unormowany w taki sam
sposob, jak czyn c. Reguta analogia turis zaleca nastepujacy sposoéb wnio-
skowania. Jesli obowiazuje norma n, ktéra opiera sie na ocenie o, to nalezy
uznaé za obowigzujacg rowniez norme n’, ktéra opiera sie na tej samej ocenie
0, nawet jesli norma n’ nie zostala sformutowana w tekscie prawnym.
Stosowanie regut wnioskowania a simili jest w wysokim stopniu zawodne.
7 drugiej strony reguty te sa podstawa wielu waznych decyzji. Na przyktad
pod koniec XIX w., w poczatkach elektrycznosci, pojawita sie praktyka nie-
legalnego odprowadzania pradu elektrycznego. Poniewaz kodeksy nie wymie-
nialy jeszcze takiego przestepstwa, nie bylo jasne, czy wolno za nie karac.
Trybunaty francuskie — kierujac sie reguta analogia legis — uznaty wow-
czas karalno$¢ nielegalnego odprowadzania pradu ze wzgledu na podobien-
stwo tego czynu do karalnych aktow kradziezy. Natomiast najwyzszy sad
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niemiecki wykluczyt w omawianym wypadku karalnos¢, uznajac podobien-
stwo za nieistotne. Niemiecki wymiar sprawiedliwosci powotat si¢ przy tym
na fakt, ze przepsi karny méwi o przywlaszczeniu sobie rzeczy (niem. Sa-
che), podczas gdy prad elektryczny nie jest rzecza, lecz sita (niem. Kraft).
Rok péZniej znowelizowano niemiecki kodeks karny, bezposrednio penalizujac
nielegalne odprowadzanie pradu. Poniewaz system prawa nie moze zadowala-
jaco funkcjonowac bez analogii prawnej, stosujac jej reguty, nalezy zachowaé
nadzwyczajna czujnosé logiczng i doktadnie dyskutowac¢ kazdy przypadek.

Dyskutujac warto$¢ wnioskowania analogia legis, musimy poddaé oce-
nie stopien podobienstwa dyskutowanych czynéw oraz istotno$¢ owego po-
dobienstwa dla rozwazanego sposobu normowania. Jesli podobienstwo, ktore
stanowi podstawe wnioskowania przez analogie, nie jest istotne dla danego
wnioskowania, to zarzucamy btad plytkiej analogii, a jesli to podobienstwo
jest za stabe, to zarzucamy btad skali. W skrajnym przypadku btedu plytkiej
analogii mamy do czynienia wtasciwie z brakiem realnego podobienstwa, z
podobienstwem pozornym, opartym wytacznie na figurach retorycznych. Nie
mamy wéwcezas do czynienia z analogia, lecz z metaforg, i zarzucamy btad
myslenia metaforycznego. W zaprezentowanym przyktadzie nielegalnego od-
prowadzania pradu sad niemiecki uznat rozréznienie na rzecz i site za istotne,
a sad francuski za nieistotne dla podobienstwa do karalnych przypadkow kra-
dziezy.

Argumentum a contrario. Regula, ktorg okreslamy jako argumentub a
contrario lub jako argumentum a silentio, nakazuje nastepujacy sposob wnio-
skowania. Jesli prawodawca unormowal czyn ¢ w okreslonych sytuacjach, to
nalezy wnioskowac, ze w pozostatych sytuacjach czyn ¢ jest unormowany w
skrajnie przeciwny sposob. Na przyktad polski kodeks cywilny stwierdza, ze
wtadciciel pola moze zatrzymac¢ cudze zwierze, ktéore weszto w szkode, je-
sli jest to niezbedne dla przysztego postepowania dowodowego. Nalezy stad
wnioskowa¢ — choé¢ wcale to nie wynika — ze w sytuacji, w ktérej mozna
dojs¢ swoich praw na wtascicielu pechowego zwierzecia w inny sposob, nie
wolno go aresztowac¢. Kto by takie zwierze zatrzymat, moze by¢ nawet oskar-
zony o kradziez.

Stosowanie reguty a contrario wymaga upewnienia sie, ze prawodawca
faktycznie milczy na temat rozwazanej sytuacji. By¢ moze bowiem, w innym
przepisie prawodawca zezwolit na zatrzymanie zwierzecia pod innymi jeszcze
warunkami. Wnioskowaé a contrario wolno tylko wowcezas, gdy nie zachodzi
zadna z przewidzianych przez prawodawce sytuacji.
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7.2 Elementy teorii komunikacji

Komunikacja jezykowa.

Sugestia (stwierdzanie a sugerowanie). Perswazja jezykowa — wy-
korzystanie skojarzen emocjonalnych zwigzanych z okreslonymi zwrotami.
Zwroty moga by¢ emocjonalnie neutralne lub emocjonalnie aktywne.

Implikatura konwersacyjna. Komunikacja jest dziataniem racjonalnym
(celowym, umyslnym). Przekazujemy tyle informacji, ile potrzeba, wszelkie
istotne dla tematu rozmowy informacje i tylko takie. Zaburzenie konwersacji
swiadczy o nieporozumieniu lub o wystapieniu implikatury, to znaczy osobli-
wego sensu aluzyjnego (Paul Grice).

czy Edward jest dobrym prawnikiem? Ma bardzo tadny charakter pisma.
Chciatbym dosta¢ piatke z logiki. A ja chciatbym by¢ ksieciem Monako.

Wybiérczosé. 5.11.2011 r. Studium Praktycznej Nauki Jezykow Obcych
KUL zorganizowato Dzien Kultury Chinskiej. Glowne wydanie ogélnopol-
skiego dziennika telewizyjnego. Pokaz Taiji, Wing T'sun, recital piosenki chin-
skiej, legendy chinskie i wspomnienia wybranych oséb z pobytu w Chinach.
Mozna tez byto wystucha¢ wyktadu o przyjemnosci ptynacej z uzywania je-
zyka chinskiego. Calos¢ zakonczyta sie wystepem studentow lektoratu jezyka
chinskiego pt. Chiny — gorgco polecamy.

Informacja tendencyjna. Mozna wplywaé na zachowanie odbiorcy ko-
munikatu, przekazujac mu tendencyjng informacje o jakim$ zdarzeniu. Od-
rozniamy dwa gtéwne typy tendencyjnych informacji:

e zakazenie (intoksykacja),
e zacieranie.

Zakazeniem okreslamy umiejetne postugiwanie si¢ ktamstwem tak, by w umy-
sle odbiorcy upodobnito si¢ do prawdy. Zacieranie jest to manipulacja prawda.
Dzentelmeni, jak glosi przystowie, nie dyskutuja o faktach. Oni przyjmuja
fakty do wiadomosci. Stosujac bajke staramy sie¢ wywola¢ wsrod dzentelme-
noéow spor o fakty. Zamiast informacji prawdziwej podajemy do wiadomosci
falsz. Wazne jest tylko to, zeby byt to falsz niesprawdzalny lub przynaj-
mniej trudny do sprawdzenia. Chodzi o to, zeby odbiorca nie mial szans na
sprawdzenie stanu faktycznego lub co najwyzej mial na to znikome szanse.
Zamiast poczucia pewnosci, bezradny odbiorca dysponuje sprzecznymi spra-
wozdaniami. Znajduje sie w sytuacji okreslanej jako stowo przeciw stowu.
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Chcas zasugerowaé¢ pewna mysl, mozemy o nia zapyta¢ lub wrecz jej za-
przeczy¢. Mamy wowczas do czynienia z emphinsynuacja (podpowiedzig). Je-
sli chcemy zasugerowaé, ze Kowalski zdradza zone, mozemy rozpowiadaé ja-
koby sie o tym moéwito, dodajac, ze sami w to nie wierzymy. Skutecznosé tego
procederu przedstawita Agatha Christie w ksigzce Dwanascie prac Herkulesa.

Jesli fatsz podano do wiadomosci wespot z prawdg, mamy do czynienia
z mikserem. Odbiorca dysponuje trudng do rozwiktania platanina prawdy i
fatszu, niczym Kopciuszek, ktéremu kazano oddziela¢ groch od popiotu, lub
niczym cztowiek, ktéremu zaptacono zepsuta moneta. Prawdziwa i weryfi-
kowalna informacja stuzy w tym wypadku jako przewodnik pozwalajacy na
wprowadzenie ktamstwa.

O deformacji prawdy moéwimy, gdy prawdziwa informacja zostata po-
dzielona na czesci, z ktorych niektére zostaly przekazane wiernie, inne zas$
podwazone.

Istota opakowania jest modyfikacja kontekstu przekazywanej wiadomosci.

Zacieranie

Przykrycie — podajemy mnéstwo nieistotnych faktéw. Wybér — poda-
jemy tylko niektére fakty. Komentarz podtrzymywany — odwrdcenie uwagi
przez przeniesienie akcentu — ilustracja generalizacja

(Volkoff, s. 80n) intoksykacja (zakazenie): bajka (nieweryfikowalny falsz),
mikser (mieszanka prawdy i falszu), deformacja (prawdy), modyfikacja kon-
tekstu (opakowanie), zacieranie: wybiorczo$é, komentarz podtrzymywany,
ilustracja, generalizacja, glosowanie (nieréwne czesci), reprezentacja (réwne
czesei)

Definicje perswazyjne. Celem definicji perswazyjnych jest zmiana na-
silenia, rodzaju lub biegunu tadunku emocjonalnego zwigzanego z danym
zwrotem lub tez przeniesienie tegoz tadunku na inny zwrot. Celem definicji
perswazyjnych moze by¢

e zmiana zakresu definiowanego terminu,
e zmiana skojarzen zwigzanych z definiowanym terminem,

e wymiana jednego terminu na inny.

e przeniesienie tadunku emocjonalnego z definiendum na definiens,
e przeniesienie tadunku emocjonalnego z definiensu na definiendum,

e wyparcie jednego zwrotu przez inny, majacy odmienny tadunek emo-
cjonalny.
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W pierwszym wypadku definiowany termin ma w mowie potocznej sta-
bilng pozycje i jest emocjonalnie aktywny. Naszym celem jest uzycie tego
tadunku emocjonalnego. Konstruujemy definicje w taki sposéb, zeby ten ta-
dunek przenie$¢ na definiens, majacy faktycznie inne znaczenie, niz definien-
dum. Przyktadami moga by¢ wypowiedzi:

e zwyciestwo polega na tym, ze pokonany nie czuje nienawisci do zwy-
ciezcy (Mahatma Gandhi),

e parias jest to czlowiek dajacy sie poniesé ztosci (Budda),

e patrioty jest taki zotnierz, ktory bez wahania wykonuje kazdy rozkaz
dowddcy.

Z definicja perswazyjng drugiego typu mamy do czynienia wowczas, gdy
definiens ma bardziej ustabilizowang pozycje emocjonalng. Celem definicji
perswazyjnej jest wowczas przeniesienie fadunku emocjonalnego z definiensa
na definiendum, majace faktycznie inne znaczenie, niz definiens, na przyktad:

e sztuka jest wszystko, cokolwiek artysta napluje (Kurt Schwitters, da-
daista),

e biurokracja jest to zracjonalizowany aparat sprawnego zalatwiania spraw
(Szczepanski, podrecznik do socjologii),

e kara Smierci jest to morderstwo w majestacie prawa.

Trzeci typ definicji perswazyjnej stuzy eliminacji z jezyka pewnych zwro-
tow o niepozadanym tadunku emocjonalnym i zastapienie ich zwrotami o ta-
dunku pozadanym. W ten sposob nazwa ,czarny” zostala zastapiona przez
nazwe ,murzyn’, nastepnie ,kolorowy”, wreszcie ,afroamerykanin”.

faszysta (kazdy, kogo nie lubia antyfaszysci), sredniowiecze, postepowy,
nowoczesny, tolerancyjny

Pytania sugestywne.

e celowe bledy logiczne (np. przedwczesne uogélnienie),

autorytet

ztodziejskie stowa,

fachowy zargon,

pozorny dylemat (love it or leave it),
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e chochot,

e terror matematyczny



