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CZESC 1

UWAGI WSTEPNE

Niniejszy tekst stanowi pierwsza cz¢$¢ artykulu poswigconego ewolucji ro-
zumienia pojecia dowodu matematycznego. Problem ten przestawiam w kon-
tek$cie rozwoju stanowiska formalizmu matematycznego, a wigc w pewnym
kontekscie historycznym, jednak praca nie ma charakteru historycznego.

Analiza rozwoju stanowiska formalistycznego pozwoli na ukazanie pro-
cesu odchodzenia od pogladu, w mysl ktérego matematyczna argumentacja
winna opiera¢ si¢ na intuicji, na rzecz pogladu, zgodnie z ktérym ta argu-
mentacja moze mie¢ charakter czysto formalny (za$ rola intuicji zostaje moc-
no zredukowana). Natomiast ,,produktem ubocznym” begdzie tez wyjasnienie
pewnych czesto spotykanych uproszczen (wrgcz nieporozumien) zwigzanych
z uproszczonym rozumieniem stanowiska formalistycznego. Niekiedy bo-
wiem utozsamia si¢ formalizm ze skrajna jego wersja, w mys$l ktérej mate-
matyka to gra niezinterpretowanych symboli, ktéra odbywa si¢ zgodnie
z arbitralnie ustalonymi regutami. Takie rozumienie formalizmu moze spra-
wia¢ wrazenie, ze formalizm jest stanowiskiem filozoficznie jatowym i wrecz
absurdalnym. Tu chce wskaza¢ mniej skrajne jego warianty, ktére pozwalaja
na ukazanie ciekawych aspektéw problemu dowodu matematycznego.
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2. FORMALIZM W MATEMATYCE — UWAGI OGOLNE

Moéwiac o formalizmie matematycznym, bede mial na mysli pewien spo-
s6b mys$lenia o matematyce, pewna wizj¢ tego, czym matematyka jest i na
czym polega jej uprawianie. Skorzystam z charakterystyki podanej przez De-
tlefsena, aby wskaza¢ najwazniejsze punkty, niejako konstytutywne dla for-
malistycznego sposobu mys$lenia o matematyce. Zdaniem Detlefsena wyrdz-
nikiem formalizmu jest bowiem:

1. Odrzucenie (do$¢ powszechnego do pewnego momentu w historii mate-
matyki) przekonania o tym, Ze to intuicja i wiedza geometryczna stanowia
fundament matematyki.

2. Odrzucenie klasycznej koncepcji dowodu matematycznego i wiedzy
matematycznej, ktéra Detlefsen okresla jako koncepcje¢ genetyczna. Zgodnie
z ta koncepcja uzyskujemy wiedze na temat przedmiotu badan, gdy znamy
przyczyng — w przypadku matematyki chodzitoby tutaj o przyczyng formalna.

3. Odrzucenie pogladu, w mysl ktérego w trakcie dowodu konieczny jest
— mowiac metaforycznie — staty oglad intelektualny przedmiotu, ktérego da-
ny dowdd dotyczy. Ujecie formalistyczne postuluje raczej abstrahowanie od
intuicyjnego ogladu i od problemu znaczenia.

4. Uznanie, iz jezyk petni w rozumowaniach matematycznych funkcje nie
tylko reprezentacjonistyczna, ale réwniez instrumentalistyczna. Stuzy bowiem
nie tylko do przekazywania mysli, ale rdwniez do dokonywania pewnych
operacji, ktére nie musza by¢ w pelni zinterpretowane, a mimo to pozwalaja
na wzbogacanie naszej wiedzy matematyczne;j.

5. Detlefsen wyréznia rowniez sktadowa kreatywistyczna: matematyk ma
pelna swobode w tworzeniu narzedzi, ktére beda pomocne w osiaganiu jego
celéw poznawczych (tj. w rozwiazywaniu probleméw matematycznych)'.
(DETLEFSEN 2005, 236-237).

Powyzszych punktéw nie bede poddawal osobnej, systematycznej anali-
zie, ale bede je traktowat jako punkty orientacyjne w prowadzonych dalej

' Ten warunek rozumiem w spos6b nastepujacy: jesli mamy przekonanie, iz to intuicja uka-
zuje nam pewne obiektywne prawdy, to tym samym musimy zaakceptowa¢ daleko idace ograni-
czenia dotyczace tworzenia narz¢dzi matematycznych — musza by¢ one zgodne z naszymi prze-
konaniami dotyczacymi rzeczywisto§ci matematycznej. Jesli jednak uwazamy, Ze teorie mate-
matyczne sa konstruowane w sposéb formalny, kwestia za$ ich interpretacji (a juz tym bardziej
obiektywnej prawdziwosci) nie jest istotna, to wtedy nie podlegamy zadnym ograniczeniom — z
wyjatkiem oczywiScie ograniczen o charakterze czysto metodologicznym.
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rozwazaniach. Podana wyzej charakterystyka ma charakter raczej metodo-
logiczny niz metafizyczny — tak rozumiane stanowisko formalizmu jest do
pogodzenia z (przynajmniej staba) forma realizmu matematycznego. Nie
bede wigc w artykule podejmowat probleméw ontologicznych, skupiajac sig
na zagadnieniach o charakterze metodologicznym.

Poniewaz w niniejszym artykule ograniczam si¢ do czas6w nowozyt-
nych, wig¢c naturalnym punktem wyjScia — w kontekScie problemu intuicji
matematycznej — bedzie stanowisko Kartezjusza. Jest ono charakterystyczne
(a nawet wregcz modelowe) dla ,treSciowego” ujecia rozumowan matema-
tycznych (od ktérego stopniowo odchodzono w czasach nowozytnych).

3. KARTEZJUSZ — INTUICJA JAKO ZRODLO WIEDZY

Dla podjgtego w niniejszym artykule problemu fundamentalne znaczenie
ma przyjete przez Kartezjusza kryterium prawdy, ktére stanowi kamien
wegielny jego epistemologii. Podstawa naszego poznania ma by¢ zdolno$¢
do intelektualnego ujmowania jako oczywistych pewnych prawd, ktére jawia
si¢ nam w sposéb wyrazny i jasny. MOowi o tym pierwsza z podanych przez
Kartezjusza czterech fundamentalnych dla naszego myslenia zasad®. To kry-
terium znajduje oczywiste zastosowanie w matematyce: prawdy matema-
tyczne jawia si¢ nam w jasny i wyrazny sposob, i to wlasnie stanowi gwa-
rancj¢ ich prawdziwosci.

Zrédtem wiedzy matematycznej (i w ogéle wiedzy) w ujeciu Kartezjusza
jest wigc nasz rozum. Podstawowe czynnosci naszego umystu, za pomoca
ktérych mozemy — bez ryzyka bledu — dojs¢ do poznania danej rzeczy, to
intuicja i dedukcja. Intuicjg¢ Kartezjusz okresla jako ,,nie zmienne $wiadec-
two zmystéw, lub zwodniczy sad zle tworzacej wyobrazni, lecz tak tatwe
i wyrazne pojecie umystu czystego i uwaznego, zZe o tym, cO poznajemy,
zgota juz watpi¢ nie mozemy, lub, co na jedno wychodzi, pojecie niewat-
pliwe umystu czystego i uwaznego, ze o tym, co poznajemy, zgota juz wat-
pi¢ nie mozemy” (DESCARTES 1958, 12). Intuicyjne poznawanie (ktére obej-
muje w szczegdlnosci poznanie matematyczne) stanowi wigc pewien czysto

% Nie przyjmowaé nigdy zadnej rzeczy za prawdziwa, zanim jej nie poznam z cata oczywis-
toscig jako takiej: to znaczy unikaé starannie pospiechu i uprzedzen i nie obejmowaé swoim sa-
dem niczego poza tym, co si¢ przedstawia memu umystowi tak jasno i wyraznie, iz nie miatbym
zadnego powodu podania tego w watpliwo§¢” (DESCARTES 2002, 17).



126 KRZYSZTOF WOJITOWICZ

intelektualny akt. Mdéwiac metaforycznie, jest to bezposrednie widzenie
oczyma rozumu (Kartezjusz méwi, ze poznanie to pochodzi ,ze $wiatla
samego rozumu”).

Druga podstawowa czynno$cia naszego umystu jest dedukcja, dzigki ktorej
mozna z koniecznoscia, w sposéb pewny wysnu¢ wniosek z rzeczy juz wiado-
mych. Jednakze dedukcja nie jest bynajmniej przeciwstawiana intuicji. Réwniez
w dedukcji mamy bowiem do czynienia z elementami intuicyjnego postrzega-
nia: do prowadzenia operacji dedukcyjnych konieczne jest mianowicie intu-
icyjne postrzeganie prawdziwo$ci dedukowanego w danym kroku twierdzenia
(mozna by tez powiedzie¢: oczywisto$ci i prawomocnos$ci danego kroku). Kar-
tezjusz pisze tu o ciagtym ruchu mysli, w ramach ktérego w intuicyjny i wy-
razny sposéb ujmujemy poszczegdlne etapy (cztony) rozumowania. Pisze wy-
raznie o tym, ze podstawowe prawdy (pierwsze zasady) poznajemy przy po-
mocy intuicji, natomiast wnioski z tych zasad przy pomocy dedukcji (DES-
CARTES 1958, 13-14).

Dla Kartezjusza metoda matematyczna stanowi wzdr racjonalnego pozna-
nia. Podkresli¢ nalezy wyraznie, ze chodzi o metod¢ ,tre§ciowa”: za intui-
cyjnie oczywiste musza by¢ uznane nie tylko podstawowe zatozenia, lecz
rowniez wszystkie kroki procesu dedukcyjnego musza by¢ intuicyjnie uchwyt-
ne jako prawomocne’. Dowody matematyczne w ujeciu Kartezjusza nie mo-
ga wigc mie¢ charakteru czysto formalnego. Formalne, symboliczne operacje
moga co najwyzej stanowi¢ wsparcie dla argumentacji opartej na intuicyjnym
postrzeganiu pewnych prawd i prawomocnos$ci pewnych krokéw dowodowych.
Fundament poznania matematycznego stanowi intuicyjny wglad w przedmiot
analiz’. Ten postulat intuicyjnego, treciowego ujmowania wszystkich eta-
pOw rozumowania jest charakterystyczny dla pewnego sposobu my$lenia
o dowodzie matematycznym — sposobu mys$lenia odrzucanego przez zwolen-
nikéw (szeroko rozumianego) formalistycznego podej$cia do matematyki.

Kartezjusz zwraca uwage nie tylko na wymoég, aby kazdy krok naszego
rozumowania byt postrzegany jako oczywisty’, ale tez na to, ze powinni$my

3 Wszelako owa oczywisto$é i pewnosé intuicji wymagana jest nie tylko dla samych wypo-
wiedzi, ale takze dla jakichkolwiek rozumowan” (DESCARTES 1958, 13).

* To racjonalne poznanie dotyczy nie tylko sfery prawd matematycznych, ale stanowi funda-
ment naszego poznania. Poznanie matematyczne ma zatem niejako wzorcowy charakter.

> Jesli w szeregu rzeczy, bedacych przedmiotem badania, napotyka si¢ co$, czego nasz
umyst nie moze dos¢ dobrze ujaé intuicyjnie, nalezy przy tym zatrzymac si¢ i nie bada¢ rzeczy
nastgpnych, ale powstrzymywac si¢ od daremnej pracy” (DESCARTES 1958, 36).
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umieé¢ ujaé strukture tego dowodu jako pewnej catosci®. O tym warunku
»globalnej ogarnialno$ci” (global surveyability) pisze Bassler (BASSLER
2006). Analizuje tam problem, czy dowody matematyczne dajg si¢ ,,ogarnac”
(analizuje m.in. dowdd twierdzenia o czterech barwach), rozrézniajac ,,ogar-
nialno$¢ lokalng” (oczywisto$¢ poszczegdlnych krokéw) od globalnej (oczy-
wisto$¢ rozumowania jako catosci, ktére intuicyjnie ujmujemy). Postulat
globalnej ogarnialno$ci dowodéw matematycznych przypisuje wtasnie Kar-
tezjuszowi'.

Poglady Kartezjusza stanowia modelowy przyktad tresciowego ujecia do-
wodu matematycznego, od ktérego matematyka nowozytna zacznie juz nie-
bawem odchodzi¢. Kartezjusz w wyrazny sposéb sformutowat zatozenia le-
zace u podtoza takiego sposobu mys$lenia. Warto pamigtaé, ze Kartezjusz nie
oddziela wiedzy matematycznej jako szczegdlnego, wyrdznionego fragmentu
naszej wiedzy, ktéry jest niezalezny od np. wiedzy dotyczacej §wiata fizycz-
nego. Nie ma wigc rozréznienia np. na empiryczng wiedzg dotyczaca §wiata
fizycznego oraz wiedzg czysto racjonalna (analityczna, aprioryczna) wiedze
matematyczng. Zauwazmy na przyktad, ze — zdaniem Kartezjusza — podsta-
wowe prawdy dotyczace rozciagtosci (jako kategorii charakteryzujacej sub-
stancj¢ materialna) sa poznawane na drodze rozumowej. MozZna powiedzie¢,
ze prawdy geometrii dotycza realnego §wiata (ale w innym sensie niz pdz-
niej u Kanta). U Kartezjusza intuicyjne poznanie, ,,wglad” w prawdziwo$¢
dotyczy wigc nie tylko samej matematyki, ale obejmuje znacznie szersza
sferg. Mozna powiedzie¢, ze podziatl na poznanie matematyczne i niemate-
matyczne nie jest ostry. Takie ujecie pozwala rozwiaza¢ problem pogodzenia
apriorycznosci matematyki z jej stosowalnoscia. W ujeciu Kartezjusza to
rozwiazanie mozna sformutowaé nastepujaco: apriorycznos$¢ matematyki nie
budzi watpliwosci — prawdy matematyki poznajemy bowiem na mocy
»Swiatla czystego rozumu”, ktére pozwala nam w jasny i wyrazny sposéb

6 Dlatego przebiegne je kilkakrotnie swego rodzaju ciagtym ruchem wyobrazni, ktéra widzi
od razu czlony poszczegélne w chwili, gdy do innych przechodzi, az si¢ naucz¢ od pierwszego
stosunku do ostatniego tak szybko przechodzié, iz bed¢ mdgt niemal zupetnie bez pomocy pa-
migci objac jednym spojrzeniem cato§¢” (DESCARTES 1958, 31-32). ,,.Dla uzupelnienia nauki na-
lezy wszystkie i poszczegdlne rzeczy, ktére odnosza si¢ do naszego celu, przegladna¢ ciagtym
inieprzerwanym ruchem mysli i obja¢ je w dostatecznym i uporzadkowanym wyliczeniu”
(DESCARTES 1958, 31).

" Fallis (2003), analizujac problem luk w dowodach matematycznych, méwi o Cartesian
story, w mySl ktérej dowody sa takich luk pozbawione, matematyk za$ jest w stanie uja¢ wszyst-
kie kroki dowodowe.
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postrzega¢ prawdziwos¢ jej twierdzen. Natomiast fakt, Ze matematyka sto-
suje si¢ do opisu §wiata, wynika stad, ze podstawowym atrybutem substancji
cielesnej jest rozciagtos¢, kategoria rozciagtos$ci zas jest podstawowa dla na-
szego poznawania prawd geometrycznych®. Intuicja pozwala nam na dotarcie
do podstawowych prawd matematycznych, ale réwniez do podstawowych
prawd metafizycznych (w szczegdlnosci istnienia Boga, naszej jazni, $wiata
zewngtrznego). Nasza wiedza matematyczna wpisana jest wigc w naturalny
spos6b w ten caty system przekonan.

4. ,LINGWISTYCZNY INSTRUMENTALIZM” BERKELEYA

Charakterystyczne dla stanowiska formalistycznego jest przyjecie pew-
nego pogladu dotyczacego jezyka (w szczegdlnosci jezyka matematycznego)
— a mianowicie pogladu, ze jezyk moze stanowi¢ narzedzie poznania
(w szczegdblnoSci poznania matematycznego), mimo ze nie pelni (a przynaj-
mniej nie w catosci) funkcji deskryptywnej. W takim ujeciu dopuszczalne
jest czysto symboliczne, formalne uzycie wyrazen jezykowych, nie powia-
zane z ich wlasno$ciami semantycznymi. Rola j¢zyka jako narzedzia po-
znawczego wykracza wigc poza reprezentacje rzeczywistosci pozajezykowej,
poza wyrazanie pewnych idei, poje¢; jezyk moze funkcjonowaé réwniez jako
narz¢dzie innego typu. Taki spos6b mys§lenia jest istotny z punktu widzenia
matematycznego formalizmu — i taki spos6b myslenia odnajdujemy w kon-
cepcji Berkeleya.

Koncepcja filozoficzna Berkeleya jest niebanalna i moze si¢ jawi¢ wrgcz
jako dziwna: krytyka pojecia materii, zasada esse est percipi, polaczenie im-
materialistycznej, teistycznej metafizyki z naukowym instrumentalizmem —
to sprawia na niektérych wrazenie swoistej filozoficznej ekstrawagancji.
Jednakze sam Berkeley utrzymywat, ze jego filozofia oparta jest na pewnych
czysto zdroworozsadkowych analizach, a przy$wiecata jej idea usunigcia
pewnych nieporozumien. To, Ze nie jesteSmy w stanie tego faktu dostrzec,
wynika stad, ze padamy ofiara jezykowych ztudzeh — w szczegdlnosci dok-

¥ Epistemologia matematyki jest wiec ufundowana w catoci na systemie Kartezjusza,
w ktérym — w ostatecznym rozrachunku — nalezy oprze¢ sig na zaufaniu do Boga, ktéry nie jest
zwodzicielem, i wyposazyt nas w zdolno$ci poznawcze umozliwiajace nam poznanie $wiata.
,,Przyrodzone $wiatlo rozumu” daje nam wigc poznanie prawd matematycznych, ale zarazem daje
nam wiedzg o $wiecie fizycznym.
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tryny dotyczacej abstrakcyjnych idei ogdlnych, ktéra z kolei ma zwiazek
z naszym btednym rozumieniem roli jezyka’. Berkeley — jako zdecydowany
nominalista — odrzuca te doktryng. Jego analizy maja w znacznej czg$ci cha-
rakter analiz semantycznych — w szczegd6lnoSci jego zasadg esse est percipi
mozna interpretowac jako eksplikacj¢ sensu terminu ,,istnienie”. Stanowisko
Berkeleya jest podobne do neopozytywistycznego pogladu, w mys$l ktérego
znaczeniem zdania jest metoda jego weryfikacji. Berkeley pyta bowiem o to,
jak rozumie¢ nasze tezy dotyczace istnienia przedmiotéw fizycznych, i odpo-
wiada, ze mozna je rozumie¢ tylko jako tezy dotyczace struktury dostgpnych
nam danych zmystowych. Sens wypowiedzi o istnieniu jest wigc dany po-
przez opisanie metody weryfikacji tych wypowiedzi, i nic wigcej si¢ za nimi
nie kryje. W duchu (radykalnego) pozytywizmu jest tez utrzymane stanowi-
sko Berkeleya dotyczace statusu praw naukowych. Uzywane w fizyce ter-
miny (takie jak np. ,,grawitacja”) pojawiaja si¢ tam z powodu ekonomii my-
Slenia, dla wygody: pozwalaja one skutecznie klasyfikowaé zjawiska i for-
mutowac¢ przewidywania dotyczace zachowania si¢ ciat. Nie nalezy jednak
wyciagac¢ stad wniosku, ze dotycza one faktycznie istniejacych przedmiotéw
czy tez realnie przystugujacych tym przedmiotom cech. To, ze dana teoria
naukowa sprawdza si¢ w praktyce, nie znaczy bynajmniej, ze mamy tu do
czynienia ze zglegbieniem natury rzeczy, ze oto nasz umyst w ten sposéb
osiaga absolutna prawde'’. Prawa fizyki dotycza jedynie struktury naszych
wrazef, ktére sa w nas odciskane przez Boga w pewnym okreslonym po-
rzadku, ktéry jednak bynajmniej nie ma koniecznego charakteru. Zdaniem
Berkeleya bowiem, wiedza naukowa nie ma polega¢ na ukazywaniu takich
ukrytych przyczyn, ale na odkryciu pewnych prawidlowosci o charakterze
ogdélnym, ktére pozwola nam na wyjasnienie poszczegdlnych zdarzen jako
skutkéw tych ogélnych regut (BERKELEY 2005/105, 66).

Oczywiscie Berkeley nie kwestionuje roli matematyki w nauce. Twierdzi
jednak, ze wiedza matematyczna ma charakter czysto instrumentalny i ze jej
warto$¢ polega wtasnie jedynie na uzyteczno$ci w nauce. Dociekania mate-

° Potrzeba nam tylko odsunaé zastong stéw, aby posia$é najdorodniejsze drzewo poznania,
ktérego owoc jest wyborny i znajduje si¢ w zasiggu naszej r¢ki” (BERKELEY 2005/24, 21).

10 Mechanik postuguje si¢ pewnymi abstrakcyjnymi i ogélnymi terminami, wyobrazajac so-
bie w ciatach sile, dziatanie, przyciaganie [...], ktére dla teorii, formut, a takze obliczen dotycza-
cych ruchu sa wielce pozyteczne, chociaz na prézno by ich szuka¢ w rzeczywistosci 1 w faktycz-
nie istniejacych ciatach, podobnie jak na prézno by szuka¢ tych rzeczy, ktére sa fikcjami stwo-
rzonymi przez geometréw na drodze matematycznej abstrakcji” (De motu, cyt. za: COPLESTON
1997, 263).
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matyczne nie dotycza wigc bynajmniej zadnych fundamentalnych prawd,
maja charakter pomocniczy w stosunku do nauki. O czystej matematyce
Berkeley wypowiada sie¢ w sposéb radykalny, przypisujac im status zwyk-
tych tamigtéwek, ktére nie maja zadnego znaczenia z praktycznego punktu
widzenia (BERKELEY 2005/119, 73). Jako dziatalno$¢ oderwana od zastoso-
wan praktycznych matematyka nie ma wiec zadnej wartosci''. Podobne sta-
nowisko zajmuje Berkeley w odniesieniu do geometrii — jest to wigc stano-
wisko zdecydowanie rézne od stanowiska Kartezjusza, przekonanego o tym,
ze badania geometryczne dostarczaja nam wiedzy o naturze przestrzeni. Taka
tezg¢ Berkeley odrzuca, w szczegélno$ci za absurdalne uwaza twierdzenie
o nieskonczonej podzielno$ci przestrzeni, uwazajac rzekomo poznawane
przez nas rozciaglosci za nasze wilasne idee (BERKELEY 2005/124, 76). Roz-
ciaglos¢ istnieje tylko w naszych wyobrazeniach. Zrédtem tego (i nie tylko
tego) nieporozumienia jest doktryna dotyczaca istnienia abstrakcyjnych idei
ogblnych'>. Odrzucenie tezy o tym, iz geometria opisuje faktycznie nature
przestrzeni fizycznej, bynajmniej nie narusza jednak — zdaniem Berkeleya —
podstaw geometrii. Berkeley jest bowiem instrumentalista i warto$¢ nauki
upatruje wytacznie w jej uzytecznosci, twierdzi wigc, ze to, co ma zastoso-
wanie w praktyce, mozemy uzna¢ za obowiazujace na gruncie przyjetych
przez nas zasad (BERKELEY 2005/131, 79).

W takim ujeciu matematyka nie ma oczywiscie charakteru wiedzy obiek-
tywnej, nie dotyczy zadnej obiektywnie istniejacej rzeczywistosci. Twier-
dzenia o liczbach de facto nie dotycza zadnych bytéw abstrakcyjnych, lecz
nazw i znakéw. Badamy je ze wzgledu na to, ze reprezentuja przedmioty,
ktére liczymy (BERKELEY 2005/122, 75). Teoretyczne, oderwane od zasto-
sowan badania matematyczne sa wigc zajeciem bezuzytecznym, podobnym
do czysto werbalnych sporéw.

Instrumentalistyczne stanowisko Berkeleya ma zwiazek z jego koncepcja
jezyka. Zdaniem Berkeleya jezyk matematyczny stuzy nam jedynie do uzys-
kiwania pewnych wynikéw, pomimo zZe sam jest pozbawiony interpretacji.
W jednej ze swoich prac Berkeley postuguje si¢ obrazowym poréwnaniem
matematyki do gry w karty: terminy matematyczne pelnia funkcj¢ zetonéw

"' [...] nauka o liczbach powinna by¢ catkowicie podporzadkowana praktyce i [...] staje sig
ona jalowa i btaha, kiedy widzi si¢ w niej jedynie przedmiot czystej spekulacji” (BERKELEY
2005/120, 74).

12 Tego, ktérego umyst opetata teoria abstrakcyjnych idei ogélnych, tatwo przekonaé o tym, ze
... abstrakcyjnie podzielna rozciagtos¢ jest nieskonczenie podzielna” (BERKELEY 2005/125, 76).
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w tej grze. W trakcie samej gry mozemy nimi manipulowac, nie biorac pod
uwage ich (ewentualnej) interpretacji, ktéra zostanie nadana dopiero pod ko-
niec gry.

Berkeley méwi tu wigc o sytuacji, w ktorej w rozumowaniach (w szcze-
g6lnosci rozumowaniach matematycznych) mozemy opiera¢ si¢ nie na se-
mantycznych wilasnosciach wyrazen, ale jedynie na pewnych czysto syntak-
tycznych regutach (na podobienistwo owych zetonéw, na ktérych w trakcie
gry w karty operujemy w sposdb czysto syntaktyczny, abstrahujac od ich
interpretacji'’. Wyraznie o tym méwi nastepujacy fragment: ,,[...] wedtug
rozpowszechnionego mniemania jedynym zadaniem j¢zyka jest komunikacja
naszych idei i [...] kazda nazwa obdarzona znaczeniem reprezentuje nasza
ideg. [...] wystarczy chwila namystu, aby zda¢ sobie sprawg, ze nie jest rze-
cza konieczna (nawet w naj$cislejszych rozumowaniach), aby nazwy obda-
rzone znaczeniem i reprezentujace idee, przy kazdym uzyciu wywotywaty
w umysle te idee, ktére zastgpuja; bo przy czytaniu i w rozmowie uzywa sig
nazw przewaznie tak jak liter w algebrze, w ktdrej, cho¢ kazda cyfra oznacza
jaka$ szczegdtowa wielko$¢ liczbowa, nie jest koniecznym dla poprawnosci
wyliczen, aby na kazdym kroku kazda cyfra przywotywata na mysl tg szcze-
gbtowa wielko$¢, ktéra reprezentuje” (BERKELEY 2005/19, 17-18).

Nie chcg tu podejmowac problemu, czy znajomos$¢ regut uzycia ,,wyrazen
karcianych” jest de facto rozumieniem. Za istotne w uzytym przez Berkeleya
przyktadzie zetonéw uwazam stwierdzenie, ze nie jest konieczne ciagte sku-
pienie uwagi rozumujacego podmiotu na znaczeniu symboli, ktérymi operu-
jemy. To stoi za§ w wyraznej sprzecznosci z tre§ciowa (rozumiejaca) kon-
cepcja dowodu matematycznego, w mysl ktorej prowadzenie rozumowania
matematycznego wymaga skupienia uwagi na semantycznych aspektach wy-
razen. Zdaniem Kartezjusza poszczegélne kroki rozumowan dedukcyjnych
sq uprawomocnione przez intuicyjny wglad i taki intuicyjny wglad jest wa-
runkiem koniecznym poprawno$ci rozumowania matematycznego: dedukcja
rOwniez opiera si¢ na intuicji. Dla Berkeleya taki wglad jest zbedny; rozu-
mowania matematyczne moga by¢ prawomocne niezaleznie od tego, czy po-
szczeg6lnym krokom mozemy przypisaé intuicyjna interpretacj¢. Pewne wy-
razenia jezyka matematycznego moga funkcjonowaé, pomimo ze nie maja

" Tu nalezy dodaé: na zewnetrznej interpretacji. Jesli postugujemy sie Zetonami, to nie mu-
simy wiedzie¢, czy zeton z napisem np. ,,LXV” zostanie zamieniony na 65 euro czy 65 owiec.
Konieczna jest natomiast oczywiscie znajomos$¢ regut postugiwania si¢ zetonem w trakcie tej gry
(np. zeton ,,LXV” jest wart wigcej niz zeton ,,XXX”).
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one odniesienia pozajezykowego (a nawet nie towarzysza im zadne idee)'.
Mamy wigc do czynienia z oderwaniem rozumowan matematycznych od se-
mantycznych aspektéw wyrazen. Jezyk matematyczny stanowi jedynie po-
mocniczy konstrukt (uwaga ta dotyczy zreszta nie tylko jezyka matematycz-
nego, ale w ogéle jezyka nauki)".

Z punktu widzenia Berkeleya problem uzasadniania tez matematycznych
stanowi wylacznie problem praktyczny, dotyczacy wyboru uzytecznych na-
rze¢dzi ulatwiajacych osiaganie naszych celéw poznawczych. W przypadku
Berkeleya chodzi¢ tu bedzie wigc jedynie o poznanie porzadku, w jakim ja-
wi¢ si¢ nam beda zjawiska. Zasady matematyki petnia funkcje pomocnicza,
i to wtasnie — ale tylko to! — stanowi dla nich uprawomocnienie. Podstawo-
we zasady matematyczne nie sa uzasadniane poprzez odwotywanie si¢ do
intuicji; kryterium ich przyjecia nie stanowi kartezjanska oczywistos¢, ale
praktyczne znaczenie w nauce'®. Rozumowania matematyczne przypominaja
postugiwanie si¢ wspomnianymi wczes$niej Zetonami; twierdzeniom mate-
matyki nie mozna przypisywac¢ statusu prawd obiektywnych, dotyczacych
pozajezykowej rzeczywistos$ci, a jedynie status wygodnych konwencji. Ope-
rowanie jezykiem za$ nie wiaze si¢ bynajmniej z przypisywaniem (wszystkim)
wyrazeniom interpretacji ani z intuicyjnym rozumieniem tych wyrazen. Jest
to stanowisko zdecydowanie rézne od pogladéw Kartezjusza, dla ktérego re-
kojmi¢ prawomocno$ci stosowania matematyki stanowi wita$nie swoista in-
tuicja — zdolno$¢ naszego intelektu do bezposredniego ujmowania podsta-
wowych prawd oraz prawomocno$ci rozumowan. Réznice migdzy stanowi-
skiem Berkeleya a Kartezjusza mozna uzna¢ za swoisty model r6znic migdzy
dwoma ré6znymi paradygmatami uprawiania matematyki, ktére (roboczo) na-
zwe tu ,,formalistycznym” i ,,rozumiejacym”.

' Berkeley pisze, ze uzywamy pewnych symboli matematycznych, nawet jesli nie jeste$my
w stanie utworzy¢ zadnych idei zwiazanych z tymi symbolami — pisze tu o tym, Ze ,,znak alge-
braiczny, ktoéry okre$la pierwiastek z liczby ujemnej, jest uzywany w operacjach logistycznych,
cho¢ nie jest mozliwe utworzenie idei takiej wielko$ci” (cyt. za: DETLEFSEN 2005, 267).

'3 Postugujac si¢ wspGlczesna terminologia techniczna, mozna — jako ilustracj¢ — podac tu
przykiad zjawiska nietwdrczosci (konserwatywnos$ci) teorii. Przypomnijmy, Ze teoria T* jest
nietwércza nad teorig T (ze wzgledu na klasg¢ zdan P), jesli dowolne zdanie o€ P, dowodliwe na
gruncie teorii T*, jest tez dowodliwe na gruncie teorii T. Mozna wigc powiedzie¢, ze teoria T* moze
by¢ uzywana do dowodzenia twierdzen z klasy P, i przez to pelni pewna funkcj¢ poznawcza, ale
zarazem mozna jq traktowac tylko jako pomocniczy, pozbawiony interpretacji instrument.

'S Nie chce tu twierdzi¢, ze Berkeley negowat to, ze pewne fakty moga nam sie jawié jako
oczywiste. Chodzi natomiast o fakt, ze sama oczywisto§¢ zasad matematycznych nie stanowi by-
najmniej gwarancji ich prawomocnosci. Teorie matematyczne zyskuja bowiem swoje uprawo-
mocnienie jedynie przez zastosowania w nauce.
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Stanowisko Berkeleya stanowi niewatpliwie inspiracj¢ dla formalistycz-
nego sposobu patrzenia na matematyke. Jezyk matematyczny — w tym ujeciu
— nie opisuje ,,wiecznych i niezmiennych prawd matematycznych”, ale sta-
nowi pewnego rodzaju praktyczne narzedzie, stuzace do ekonomicznego
1 sprawnego zapisywania rozumowan naukowych.

5. PEACOCKE I PASCH - ALGEBRA I GEOMETRIA
Z PUNKTU WIDZENIA FORMALIZMU

Kartezjusz zrédto wiedzy upatrywal w intuicji matematycznej. W takim
ujeciu kazdy krok rozumowania matematycznego musiat by¢ uprawomoc-
niony przez intuicyjny oglad — czy méwiac inaczej: musimy mie¢ staty oglad
intelektualny przedmiotu naszego badania. O prawomocno$ci dowodu i danej
argumentacji $wiadczy¢ musza analizy o charakterze treSciowym, a nie for-
malnym. Poglad ,treSciowy” byt obecny w matematyce przez bardzo dtugi
czas, mozna powiedzie¢, ze — z historycznego punktu widzenia — jest to po-
glad naturalny. Wyrazem (a méwiac zlosliwie: reliktem) takiego ,,wyobraze-
niowego” myslenia jest stwierdzenie Ponceleta: ,,W zwyktej geometrii [...]
opisywana jest figura, nigdy nie tracimy jej z oczu, zawsze rozumujemy
z uzyciem wielkosci i form ktére sa rzeczywiste, i nigdy nie dochodzimy do
wnioskéw, ktére nie moga by¢ odzwierciedlone w wyobrazni lub przed na-
szymi oczyma za pomocga obiektéw zmystowych” (cyt. za: DETLEFSEN 2005,
265)". Stopniowo jednak coraz wigksze znaczenie zyskuje inny sposéb mys-
lenia o procesie wnioskowania w matematyce. W tym nowym ujgciu odcho-
dzi si¢ od wizji dowodu matematycznego jako procesu opierajacego si¢ na
niezawodnych i jasnych intuicjach, ktére prowadza nas przez wszystkie sta-
dia dowodu. Na dowdd zaczynamy patrze¢ jako na — méwiac dzisiejszym
jezykiem — czysto syntaktyczny konstrukt. Méwiac nieco gérnolotnie, kon-
templacja wiecznych prawd matematycznych zostaje zastapiona przez me-
chanicznie, nieodwotujace si¢ do intuicji dziatania na symbolach. Taka
zmiana nie nastapita oczywiscie w sposdb nagty, raczej byta wynikiem pew-
nej ewolucji, w ktérej stopniowo odchodzono od postulatu ,,tre§ciowej kon-
troli” nad przedmiotem rozumowania na rzecz postulatu postgpowania zgod-

"Mozna powiedzie¢, ze tutaj mamy wrecz ,,wizualizacyjne” rozumienie dowodu: chodzi
o oglad w najprostszym sensie tego stowa. Kiedy méwimy o intuicyjnej koncepcji dowodu nie
mamy na mys$li tylko wizualizacji, ale intuicyjny oglad pewnych prawd.
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nie z pewnymi regutami, ktére nie sa treSciowo powigzane z przedmiotem
analizy i maja charakter niejako zewngtrzny (i najcze$ciej — bardziej ogdlny).
W procesie ,,algebraizacji dowodéw matematycznych”, czyli odchodzenia
od pogladu tresciowego na rzecz pogladu formalistycznego istotna rol¢ ode-
gral oczywiscie rozwdj samej algebry. W tym kontek$cie trzeba wspomnieé
o pracach George’a Peacocka. Jego gléwne dzieto, Treatise on Algebra
(1830), miato ugruntowac¢ algebre¢ jako dyscypling naukowa. W jego ujgciu,
algebra jest nauka dotyczaca kombinacji dowolnych znakéw i symboli, zde-
finiowanych za pomoca dowolnych praw (PEACOCK 1830, 78). Mozna po-
wiedzie¢, ze punktem wyj$cia jest arytmetyka, jednak wyrazenia arytmetyczne
zaczynaja by¢ badane same w sobie, w oderwaniu od ich pierwotnej inter-
pretacji. Badanie formalnych wtasno$ci wyrazen stanowi punkt wyjscia alge-
braicznego uogdlnienia arytmetyki. To uogdlnienie jednak podlega pewnym
ograniczeniom — prawdy arytmetyczne musza bowiem zosta¢ zachowane i —
moéwiac obrazowo — to one stanowia kamien probierczy tego, czy dana kon-
strukcja algebraiczna jest dopuszczalna. Arytmetyka ma charakter dyscy-
pliny ,,sugerujacej” prawa algebry (suggesting science) — mozna powiedziec,
ze arytmetyka sktada si¢ z oczywistych prawd, algebra za$§ sklada sig
z uzytecznych poznawczo zatozen. Peacock odréznial tu algebrg arytme-
tyczna od algebry symbolicznej. Wybdr praw dla algebry symbolicznej mo-
tywowany jest ich przydatno$cia do rozwiazywania probleméw (a warun-
kiem tej przydatnos$ci jest w szczegdlnos$ci to, ze zachowuja prawdy aryt-
metyki)'®. Reguty algebry maja charakter arbitralny, nie wynikaja z zasad
arytmetyki, nie sa wybierane z my$la o tym, aby opisa¢ pewien dany uprzed-
nio przedmiot'’. Zdaniem Peacocka ustalenie interpretacji jest konieczne
w koncowym stadium rozumowania, aby mozna byto poda¢ jego wynik. Etapy
posrednie moga by¢ jednak takiej interpretacji pozbawione, czyli moga pet-
ni¢ funkcje pomocniczych zdan pozbawionych interpretacji — podobnie jak
w ujgciu Berkeleya. Rozumowanie matematyczne moze wigc zawieraé ele-
menty manipulacji symbolami niezaleznie od tego, czy te symbole sa zinter-

'8 Peacock méwit o Principle of Permanence of Equivalent Forms. Dzi$ méwiliby$my raczej
o nietworczosci algebry wzgledem arytmetyki, cho¢ oczywiscie nie nalezy Peacockowi przypi-
sywaé wspdiczesnego, technicznego rozumienia tego terminu.

' Warto tu przypomnie¢ wskazywana przez Detlefsena (2005) sktadowa ,.kreatywistyczna”
stanowiska formalistycznego. Prawa algebry sa w duzym stopniu dowolne (sa jedynie sugero-
wane przez prawa arytmetyki), motywowane chgcia rozwiazywania istniejacych probleméw ma-
tematycznych. Matematyk ma wigc swobod¢ w tworzeniu narzedzi, ograniczany jest tu tylko
wymogami o charakterze metodologicznym.
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pretowane. Ma wigc charakter czysto symboliczny, a nie treSciowy, i nie
musimy by¢ zdolni do rozumowego, intuicyjnego uj¢cia tych krokéw (jak to
w swoich Prawidtach kierowania umystem postulowat Kartezjusz)®. Nalezy
jednak podkresli¢, ze Peacock nie twierdzil, ze matematyka to czysto for-
malna gra symboli. W rozumowaniach matematycznych wprowadzone zo-
staja elementy czysto formalne, ale zasadniczym celem poznawczym nadal
pozostaje dochodzenie do prawd matematycznych. Formalizm Peacocka
nie jest wiec formalizmem skrajnym.?'

Badania Peacocka dotyczace m.in. algebraizacji arytmetyki stanowity
wazny impuls dla ksztattowania si¢ nowego pogladu na natur¢ rozumowan
matematycznych. W odniesieniu do geometrii wazny etap stanowia za$ nie-
watpliwie prace Pascha®. Méwiac w uproszczeniu, prace Peacocka dotycza
statusu ,,intuicji arytmetycznej”, natomiast prace Pascha dotycza statusu
(i de facto eliminacji) ,,intuicji geometrycznej” w dowodach matematycz-
nych. Zdaniem Pascha warunkiem petnej $cistosci dowodu jest abstrahowa-
nie od sensu poje¢ geometrycznych (w szczegdlnosci tez od diagraméw,
tj. ilustracji — i wszelkich elementéw pogladowych). Jest wprawdzie rzecza
uzyteczna i dopuszczalng mys$lenie w trakcie dowodu o tym, do czego te
pojecia si¢ odnosza — jednak nie jest to bynajmniej konieczne, a co wigcej,
stanowi¢ moze zrédto btedéw i niescistosci w dowodach. Pasch podkresla,
ze — aby mozliwe byto traktowanie geometrii jak nauki dedukcyjnej — sam
proces wnioskowania musi by¢ niezalezny od znaczenia pojg¢¢ geometrycz-
nych. Mozna w nim uwzglednia¢ jedynie te fakty i zalezno$ci, ktére sa wy-
razane w twierdzeniach i definicjach (w szczeg6lnosci tez nie mozna odwo-

0 Scisle rzecz biorac — do nadania tym krokom interpretacji. Trudno bowiem zaprzeczy¢, ze
takze w skrajnie formalistycznym ujgciu musimy zgodzi¢ si¢ na to, ze pewna operacja dokonana
na symbolach jest zgodna z przyjetymi przez nas regutami. W tym przypadku jednak nie odwo-
tujemy sig do intuicji w takim sensie, jak rozumiat ja np. Kartezjusz.

! Mozna tu sie postuzy¢ wspélczesna analogia: matematyk-realista jest przekonany o obiek-
tywnym istnieniu rzeczywistosci matematycznej, ktérej dotycza twierdzenia. Moze jednak zgo-
dzi¢ sig na uzycie komputera w dowodzie, ktéry dokonuje pewnych czysto symbolicznych ope-
racji. Zarazem jednak nasz matematyk-realista moze w spéjny sposéb twierdzi¢, ze wynik tych
czysto symbolicznych operacji ma pewna obiektywna tres¢.

2 M. Pasch (1843-1930) zajmowat si¢ geometria. W pracy Vorlesungen iiber neuere Geome-
trie (1882) podat aksjomatyczne sformutowanie geometrii (ktére stato si¢ inspiracja dla pdzniej-
szej aksjomatyzacji Hilberta). Odkryt tam m.in., iz geometria Euklidesa opierala si¢ — jako na
nieuswiadomionym zatozeniu, przyjmowanym za oczywiste — na tzw. aksjomacie Pascha
(w uproszczeniu: prosta nie przechodzaca przez zaden z wierzchotkéw tréjkata, ale przecinajaca
jeden bok tréjkata musi przeciaé jeszcze przynajmniej jeden bok).
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tywac¢ si¢ do diagraméw geometrycznych), samo za$ myslenie o znaczeniach
terminéw w czasie prowadzenia dowodu moze by¢ uzyteczne, ale nie jest
konieczne. Gdyby za§ w dowodzie odwotania do znaczen okazaty si¢ ko-
nieczne, $wiadczyloby to o niepoprawnosci dowodu (PASCH 1882, 98).
W takim uj¢ciu w samym procesie dowodzenia nie musimy (a nawet nie po-
winni$my) opiera¢ si¢ na intuicyjnym ogladzie przedmiotu badan, ale trak-
towa¢ dowdd czysto formalnie, jak czysto symboliczne rozwiazywanie row-
nania czy dokonywanie pewnych formalnych operacji na wyrazenia alge-
braicznych.

Niewatpliwie znaczacym impulsem dla zmiany sposobu mys$lenia o geo-
metrii (w szczegdlnosci o standardach dowodowych w geometrii) byto poja-
wienie si¢ geometrii nieeuklidesowych. W tej nowej sytuacji teza gloszaca,
ze geometria jest po prostu nauka o przestrzeni (fizycznej), oparta na na-
szych intuicjach, przestata mieé¢ racje bytu®. Geometria stawata si¢ bowiem
nauka o pewnych strukturach, oderwanych od pogladowych interpretacji,
a stanowiacych modele dla tych systeméw geometrycznych. Mozna wigc po-
wiedzie¢, ze odchodzi sig¢ od idei, iz teoria matematyczna opisuje pewien mo-
del zamierzony, na rzecz mys$lenia w kategoriach mozliwych interpretacji dla
teorii**. W sytuacji, gdy intuicja geometryczna przestala stanowi¢ rekojmie
(i warunek) poprawnos$ci dowodu, coraz bardziej wyrazna stawala si¢ potrzeba
usunigcia niejasnosci dotyczacych metod dowodowych oraz ustalenia obowig-
zujacych standardéw uprawiania matematyki. Formulowane przez Pascha za-
sady maja wtasnie charakter takich standardéw metodologicznych®.

Ta potrzeba ustalenia standardéw (i ten proces faktycznego tworzenia
tych standardéw) dotyczyta oczywiscie nie tylko geometrii czy algebry —
podobny proces mial miejsce w przypadku analizy. Pierwotnie operowano
W niej intuicyjnie rozumianym pojeciem wielkos$ci nieskonczenie matych, ale
podejscie to ustapilo miejsca podejsciu opartemu na definicji epsilonowo-

» Przypomnijmy tu cytowanego Ponceleta, ktéry twierdzit, iz w czasie dowodu mamy caty
czas ,,przed oczyma wyobrazni” badany przedmiot. Ujgcie Pascha jest diametralnie rézne.

* Gray twierdzi, ze geometria sferyczna poczatkowo w ogéle nie byta postrzegana jako mo-
del dla geometrii: geometria bowiem dotyczy prostych na ptaszczyznie (lub w przestrzeni),
a nie krzywych na kuli (GRAY 1989, 171).

 Coffa w odniesieniu do problemu geometrii nieeuklidesowych zauwaza, ze po raz pierwszy
w historii spoleczno$¢ naukowcédw musiata zaakceptowa¢ (i to nie jedynie w prowizoryczny, ro-
boczy sposdb) istnienie catego zestawu wzajemnie sprzecznych teorii dotyczacych jednego za-
gadnienia. Wyjasnienie tej nowej sytuacji stanowilo niewatpliwie wyzwanie dla filozofii mate-
matyki (COFFA 1986, 8).
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-deltowej. To umozliwito uwolnienie si¢ od argumentacji opartej na intui-
cjach wielko$ci nieskonczenie matych (albo na intuicjach geometrycznych,
dotyczacych krzywych, zachowania si¢ tych krzywych, stycznosci etc.) na
rzecz argumentacji opartej na obliczeniach i formalnych przeksztatceniach
wyrazen.

Nowy sposéb myslenia widoczny jest juz np. u Peacocka czy — sformuto-
wany w deklaratywny sposob — u Pascha. Dojrzala posta¢ (w formie juz nie
tylko deklaracji, ale pewnego programu) poglady tego typu uzyskuja u Hil-
berta. Temu zagadnieniu po$wigcona jest druga cze$¢ artykutu.
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MATHEMATICAL PROOF FROM THE FORMALISTIC VIEWPOINT
PARTI
Summary

This article is the first one to examine the evolution of the notion of mathematical proof in a
historical perspective. First I present the intuitive, approach of Descartes, according to which
mathematical proof is based on self-evident principles. I follow with an analysis of Berkeley’s
mathematical instrumentalism and argue that he can be considered a predecessor of modern for-
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malism. The article also deals with the ideas of Peacock and Pasch, and their role in the deve-
lopment of the modern formalistic viewpoint.

Summarised by Krzysztof Wojtowicz

Stowa kluczowe: Descartes, Berkeley, Peacock, Pasch, formalism.
Key words: Descartes, Berkeley, Peacock, Pasch, formalizm.

Information about Author: Prof. Dr. KRZYSZTOF WOITOWICZ — Institute of Philosophy, War-
saw School of Social Psychology; address for correspondence: ul. Chodakowska 19/31,
PL 03-815 Warszawa; e-mail: kwojtowicz@swps.edu.pl



