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WST�P

Z punktu widzenia historii nauki koncepcja Wszech�wiata oscyluj�cego
prze�ywała swoje ró�ne fazy i ró�ne inspiracje. Tematem osobnego studium 
mogłoby by� poszukiwanie �ródeł takiego, a nie innego my�lenia o Wszech-
�wiecie, si�gaj�c nawet do kosmologii opartych na staro�ytnych mitologiach. 
Na przykład K. Rudnicki [RUDNICKI 2002], dokonuj�c przegl�du tzw. zasad 
kosmologicznych, swoje rozwa�ania rozpoczyna od próby rekonstrukcji pra-
hinduskiej zasady kosmologicznej. Formułuj�c zasadniczy pogl�d, �e „Wszech-
�wiat jest niesko�czony w czasie i przestrzeni i niesko�czenie ró�norodny”,
autor zwraca uwag� na pewne znamiona my�lenia o cyklicznym charakterze 
natury dynamiki Wszech�wiata opartej na „wdechu i wydechu Brahmy […]; 
kolejne fazy „wdechu” i „wydechu” powtarzaj� si� od niesko�czono�ci do nie-
sko�czono�ci i dotycz� tego samego bytu” [RUDNICKI 2002, s. 21-22].
 Niew�tpliwie idea Wszech�wiata oscylacyjnego (periodycznego, cyklicz-
nego) interesowała tak�e filozofów i teologów tak�e z tego powodu, �e doty-
czyła kwestii stworzenia – jego braku – (aspekt fundamentalny z teologicz-
nego punktu widzenia) lub istnienia absolutnego pocz�tku (filozoficzny 
punkt widzenia). Istotna w tym kontek�cie praca Kragha pokazuje, �e nast�-
puje swoisty renesans zainteresowa� koncepcjami �wiata oscylacyjnego, ale 
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ju� nie na gruncie filozoficzno-teologicznym, a �ci�le naukowym [Kragh 
2009]1. Autor dokonuje tak�e pewnych rekonstrukcji konceptualnych poj�cia
cykliczno�ci w ramach argumentów naukowych.
 Takim kontekstem jest z pewno�ci� zastosowanie drugiej zasady termo-
dynamiki (znanej potocznie jako zasada wzrostu entropii) do Wszech�wiata
jako cało�ci. Brana pod uwag� jednokierunkowo�� procesu w skali globalnej 
prowadziła niektórych dziewi�tnastowiecznych uczonych (R. Clausius) do 
negatywnej odpowiedzi na pytanie o mo�liwo�� naukowego uzasadnienia 
cykliczno�ci Wszech�wiata [KRAGH 2009, s. 589]. Kragh przypomina te�
posta� niemieckiego astrofizyka, Karla F. Zöllnera, który, kilka dziesi�cio-
leci przed Ogóln� Teori� Wzgl�dno�ci, wysun�ł hipotez�, �e Wszech�wiat
nie jest przestrzennie płaski, ale przestrze� ma dodatni� krzywizn�. Takie 
zało�enie dopuszczało hipotez� zamkni�tej przestrzeni z dodatni� krzywizn�,
która wykazuje zmienno�� jej wielko�ci o charakterze cyklicznym [KRAGH
2009, s. 590].
 Pewien zasadniczy zwrot ku my�leniu o mo�liwo�ci periodycznych włas-
no�ci dynamiki Wszech�wiata w skali globalnej w ramach metodologii �ci�le
astrofizycznej dokonał si� około 1917 r. wraz z zastosowaniem Ogólnej 
Teorii Wzgl�dno�ci do Wszech�wiata jako cało�ci. W 1922 r. Alexander 
Friedman pokazał, �e dla przestrzeni zamkni�tej ze stał� kosmologiczn�

0Λ ≤  czynnik skali a(t) jest funkcj� okresow� w czasie kosmologicznym. 
Friedman naturalnie traktował t� okresowo�� nie w sensie nast�powania po 
sobie kolejnych cykli, ale opisywał w kategoriach pojedynczego cyklu (od 
big bang do big crunch) [FRIEDMANN 1922]. Kragh notuje ciekawy wpływ, 
jaki na Einsteina wywarła w tym kontek�cie filozofia Spinozy. Zgodnie 
z przekonaniem �yj�cego w XVII wieku filozofia niderlandzkiego Bóg nie 
stworzyłby �wiata pustego i ograniczonego w czasie, co mogło prowadzi�
Einsteina do wniosku, �e ekspansja Wszech�wiata zachodziłaby w nast�puj�-
cych po sobie kolejnych cyklach przy 0Λ =  [KRAGH 2009, s. 592]2. Do 
zarysowania historycznych pocz�tków badania cyklicznych modeli Wszech-
�wiata warto wymieni� jeszcze prace Richarda Ch. Tolmana. Punktem 

1 Znamienny w debacie teologiczno-filozoficzno-przyrodniczej jest cytat z Eddingtona, który 
przytacza Kragh, wskazuj�c na pozanaukowe kryteria ewaluacji teorii dotycz�cych Wszech�wiata 
w bardzo szerokim kontek�cie �wiatopogl�dowym: „Z moralnego punktu widzenia koncepcja 
cyklicznego Wszech�wiata, stale ulegaj�cego fazie zapadania (running down) i odradzania si�
(rejuvenating), wydaje si� by� całkowicie my�leniem wstecz” [EDDINGTON 1935, s. 59; cyt. za 
KRAGH 2009, s. 599, tł. autorów].

2 Dla zobrazowanie całej dyskusji wokół znaczenia stałej kosmologicznej w pocz�tkach
aplikacji OTW zob. [SZYDŁOWSKI, TAMBOR 2008]. 
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wyj�cia jego analiz było relatywistyczne uogólnienie praw termodynamiki 
[TOLMAN 1934]. Najwa�niejsze wnioski Tolmana dotyczyły mo�liwo�ci
cyklicznej dynamiki Wszech�wiata bez wzrostu entropii oraz nast�powania
po sobie kolejnych cykli we Wszech�wiecie zamkni�tym z 0.Λ ≤  Okazało 
si�, �e opisywanej przez Tolmana dynamice ewolucji cykle ró�niły si� mi�-
dzy sob�: zwi�kszała si� maksymalna warto�� osi�ganego czynnika skali 
oraz entropia. Do tej pory jest to traktowane jako podstawowa trudno��
kosmologii oscylacyjnej poniewa� dla dzisiejszego obserwatora entropia 
powinna by� niesko�czona.

CYKLE GRANICZNE 
W MODELOWANIU ZJAWISK PRZYRODNICZYCH 

 Przestrze� fazowa jest wygodn� form� wizualizacji ewolucji układu. Ele-
mentami (punktami) tej przestrzeni s� stany układu w dowolnej chwili czasu. 
W przypadku, gdy mamy do czynienia z układem mechanicznym, podanie 
zespołu wielko�ci okre�laj�cych poło�enia i p�dy w jednoznaczny sposób 
definiuje jego stan. W przypadku układów chemicznych stan układu jest 
okre�lony poprzez st��enie substancji, które bior� udział w reakcji chemicz-
nej. Gdy mamy do czynienia z układem ekologicznym, stan ekosystemu jest 
okre�lony poprzez zag�szczenia gatunków, itd. W konkretnych problemach 
decydujemy si� na taki a nie inny wybór zmiennych stanu układu. Wa�ne
jest, aby zapewniona była jednoznaczna odpowiednio�� pomi�dzy stanem 
i zmienn�. W przypadku modelu kosmologicznego dla Wszech�wiata, który 
podlega ewolucji, zmienn� stanu układu, przy zało�eniu symetrii przestrzen-
nej (jednorodno�ci i izotropii), mo�e by� czynnik skali a (rozmiar Wszech-
�wiata zamkni�tego) oraz jego czasowa pochodna, ale mo�na jako zestaw 

tych zmiennych u�y� funkcji Hubble’a:
( )d lnaH
dt

=   oraz g�sto�� energii '.

 Zakładamy, �e istnieje dobrze okre�lona zmienna stanu układu, która go 
w jednoznaczny sposób okre�la. O ile w naukach przyrodniczych udaje si�
znale�� tak� zmienn�, to w układach społecznych czy te� ekonomicznych 
jest to zadanie zdecydowanie trudniejsze. Wyobra�my sobie, �e interesuj�-
cym nas układem jest nauka i jej rozwój, to musimy zdefiniowa� stan nauki 
poprzez pewien zestaw wielko�ci, jak w opisie naukometrycznym, wyra�o-
nych przez liczby. Czy zestaw tych wielko�ci charakteryzuje jednoznacznie 
stan nauki w danej chwili? [SZYDŁOWSKI, KRAWIEC 1999]. 
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 Interesujemy si� procesami ewolucyjnymi w szerokiej klasie układów 
deterministycznych pochodzenia nie tylko fizycznego czy biologicznego, ale 
generalnie w szeroko poj�tej nauce. Rozumienie determinizmu jest stan-
dardowe: układ nazywa si� deterministycznym, je�eli jego przebieg zarówno 
w przeszło�ci jak i przyszło�ci jest jednoznacznie okre�lony przez stan tego 
procesu w chwili obecnej [ARNOLD 1975]. 
 W �wietle definicji determinizmu nie jest tak, �e ka�dy układ mechaniki 
klasycznej jest deterministyczny (chocia� cz�sto mo�emy si� spotka� ze 
stwierdzeniem, �e mechanika klasyczna jest deterministyczna w opozycji do 
mechaniki kwantowej). Arnold [tam�e, s. 11] przywołuje przykład prostego 
procesu rozchodzenia si� ciepła, które jest procesem cz��ciowo zdetermino-
wanym: przyszło�� jest okre�lona przez stan obecny, przeszło�� natomiast nie. 
 B�dziemy dalej zakłada�, �e interesuj�cy nas proces deterministyczny jest 
sko�czenie wymiarowy, tzn. �e liczba niezale�nych parametrów, potrzebna 
do opisania jego stanu, jest sko�czona (inaczej: przestrze� fazowa układu 
jest sko�czenie-wymiarowa).
 Ruch cieczy opisany równaniami hydrodynamiki, procesy drga� strun, 
rozchodzenie si� fal akustycznych, stanowi� przykłady procesów determini-
stycznych, które s� sko�czenie wymiarowe. 
 Wreszcie b�dziemy si� interesowa� procesami, które s� ró�niczkowalne.
Oznacza to, �e funkcje, które opisuj� zmian� stanu układu, s� funkcjami 
ró�niczkowalnymi z dobrze okre�lon� szybko�ci� tych zmian. Matematycz-
nie oznacza to, �e przestrze� fazowa, która jest przestrzeni� wszystkich 
mo�liwych stanów układu w dowolnej chwili czasu, ma struktur� rozmai-
to�ci ró�niczkowalnej.
 Zbieraj�c wszystkie dotychczasowe zało�enia, interesujemy si� procesem 
ewolucji Wszech�wiata przestrzennie jednorodnego i izotropowego, który 
jest procesem deterministycznym, ró�niczkowalnym i sko�czenie wymiaro-
wym. Ewolucja Wszech�wiata podlega Einsteinowskim równaniom pola ze 
�ródłem materii w postaci cieczy doskonałej oraz pola skalarnego. 

W konsekwencji naszych zało�e� ewolucja interesuj�cego nas procesu 
daje si� opisa� za pomoc� równa� ró�niczkowych zwyczajnych o postaci: 

( )dx f x
dt

=

gdzie x jest wektorem okre�laj�cym stan układu, a f(x) ró�niczkowaln�
funkcj� stanu układu. Z twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno�ci rozwi�za�,
rozwi�zania powy�szego równania b�d� istnie�; po drugie, b�d� jedno-
znacznie wyznaczone poprzez warunki pocz�tkowe x0.Taki układ nazywamy 
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dalej układem dynamicznym. Jego rozwi�zania s� funkcj� dwóch zmien-
nych: czasu t oraz warunków pocz�tkowych x0: x(t, x0). Je�li ustali� warunek 
pocz�tkowy x0, to rozwi�zanie jest funkcj� czasu t. W przestrzeni fazowej jest 
ono reprezentowane przez odwzorowanie, które przyporz�dkowuje w do-
wolnej chwili t stanowi pocz�tkowemu x0 pewien nowy stan x(t). W czasie t
stan procesu b�dzie si� zmieniał, i punkt o współrz�dnej x wytyczy w prze-
strzeni fazowej pewn� krzyw� fazow� ( ) ,t x t→ zwan� krzyw� fazow�. Takie 
odwzorowanie nazywa si� strumieniem. Mo�na powiedzie�, �e modelem pro-
cesu deterministycznego jest wła�nie strumie� fazowy. W przestrzeni fazowej 
rozwi�zania układu s� reprezentowane przez zbiór krzywych fazowych dla 
wszystkich mo�liwych warunków pocz�tkowych.
 Po�ród rozwi�za� układu istniej� tzw. rozwi�zania osobliwe, które od-
powiadaj� zerowaniu si� prawych stron układu, tj. dla ka�dego x, f(x)=0.
Rozwi�zania osobliwe w dwuwymiarowej przestrzeni fazowej s� reprezento-
wane przez zbiory punktowe zwane punktami krytycznymi albo punktami 
osobliwymi układu albo krzywe zamkni�te. Punkty krytyczne w przestrzeni 
fazowej reprezentuj� stany asymptotyczne układu, które s� rozwi�zaniami
stacjonarnymi (maj�cymi symetri� translacyjn� czasu). Nazywa si� je zbio-
rami granicznymi, poniewa� trajektorie osi�gaj� je tylko w przypadku gra-
nicznym. Chocia� punkty krytyczne mog�, jak dla siodła, le�e� na przeci�ciu
krzywych fazowych, nie oznacza to, �e trajektorie si� b�d� przecina�, bo jest 
to wykluczone przez warunek jednoznaczno�ci rozwi�za� (rozwi�zania s� w 
jednoznaczny sposób s� wytyczone przez warunki pocz�tkowe).

W przypadku układów dwuwymiarowych mo�liwe punkty krytyczne to: 
w�zły (stabilny lub niestabilny), siodła, centra oraz tzw. cykle graniczne. Na 
rys. 1 przedstawili�my trzy przyci�gaj�ce trajektorie w dwóch wymiarach: 
w�zły, ogniska (równowa�ne z punktu widzenia struktury przestrzeni fazo-
wej) oraz interesuj�cy nas cykl graniczny, reprezentuj�cy zamkni�t� orbit�
fazow�, na której ruch układu jest okresowy. Zestawione na rys. 1 sytuacje 
s� reprezentacj� wszystkich mo�liwych stabilnych zachowa� jakie mog�
wyst�pi� w układach dwuwymiarowych. 
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Rys. 1. Ró�ne typy stabilnych atraktorów oraz rozwi�za� w ich otoczeniu jakie mog� pojawi� si�
na płaszczenie fazowej: stabilny w�zeł oraz równowa�ne mu ognisko oraz cykl graniczny. Dla 
wszystkich tych trajektorii, startuj�c z dowolnych warunków pocz�tkowych, l�dujemy w punkcie 
krytycznym, który jest dla trajektorii ich globalnym atraktorem (zbiorem przyci�gaj�cym). Na 
płaszczy�nie mo�emy sklasyfikowa� wszystkie punkty krytyczne oraz charakterystyczne wokół 
nich rozwi�zania. Wówczas rys. 1 nale�ałoby uzupełni� o jeszcze dwa dodatkowe punkty: punkt 
siodłowy (strukturalnie stabilny) oraz tzw. centrum (punkt krytyczny strukturalnie niestabilny; 
  tzn. taki, �e dowolnie małe zaburzenie układu go unicestwi, prowadz�c do ogniska). 

CYKLE GRANICZNE W MODELOWANIU 
ZJAWISK PRZYRODNICZYCH

 Przyjrzyjmy si� bli�ej cyklowi granicznemu. Po pierwsze, zauwa�my, �e
jest on zbiorem przyci�gaj�cym (atraktorem) dla wszystkich trajektorii fazo-
wych ze swojego otoczenia. Oznacza to, �e startuj�c z dowolnych warunków 
pocz�tkowych, koniec ko�ców trajektoria b�dzie si� nawija� na orbit�
zamkni�t� cyklu, na której ruch odbywa si� w sposób okresowy ze stał�
cz�sto�ci� i amplitud�.
 Dobrym przykładem układu fizycznego, w którym realizowany jest ten 
typ zachowania, jest zegar �cienny, który wła�nie uruchamiamy, czy te�
nakr�cany spr��yn� zegarek na r�k�. Oba te układy maj� t� własno��, �e
niezale�nie od warunków pocz�tkowych (np. odchylenia wahadła zegara 
�ciennego czy te� napr��enia spr��yny) układ natychmiast wpada w re�im
drgaj�cy-drga� o stałej cz�sto�ci.
 Poniewa� punkty krytyczne układu reprezentuj� jego stany asymptotycz-
ne dla du�ych czasów, układ b�dzie w bliskim otoczeniu tego stanu, co
oznacza, �e niejako posiada on własno�� „zapominania” o swoich warunkach 
pocz�tkowych. W pracy [SZYDŁOWSKI, GOLBIAK 2007] zinterpretowano 
w tym j�zyku zasad� indyferentyzmu McMullina, kontrastuj�c j� z zasad�
szczególnego dostrojenia – szczególny zbiór warunków pocz�tkowych pro-
wadzi do szczególnej finalnej konfiguracji układu. Gdy za ten szczególny 
zbiór warunków pocz�tkowych wybierzemy te, które faworyzuj� �ycie
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w jego obecnej formie, to dostaniemy zasad� antropiczn� [TUREK 2006]. 
W kosmologii, gdzie uwzgl�dnia si� zało�enia o charakterze filozoficznym, 
w praktyce wybór mi�dzy zasad� szczególnego dostrojenia a zasad� indy-
ferentyzmu – generyczny (mo�na temu poj�ciu nada� �cisły sens), zbiór 
warunków pocz�tkowych realizuje obecny stan Wszech�wiata, jest wyborem 
o charakterze filozoficznym. Rozwa�my w przestrzeni fazowej pewien 
element powierzchni (w ogólno�ci element obj�to�ci). W zale�no�ci od tego, 
jak ten element (nazwijmy go – kropli fazowej) zmienia si� pod wpływem 
strumienia (ewolucji układu), wszystkie układy dynamiczne mo�na podzieli�
na zachowawcze (strumie� zachowuje obj�to��), dyssypatywne (np. układy 
z tarciem), dla których zmniejsza si� ta obj�to�� wraz z ewolucj� układu. Ist-
niej� równie� układy, które same z siebie reguluj� pobór b�d� strat� energii 
w trakcie jego ewolucji, tak �e w pewnych obszarach przestrzeni energia jest 
pobierana z układu, a w innych odprowadzana. S� to tzw. układy samo-
wzbudne (w pracy interesujemy si� układami autonomicznymi, których pra-
we strony nie zale�� explicite od czasu). Układ samowzbudny jest układem, 
który w czasie drga� reguluje dopływ energii z zewn�trz; powoduje albo 
narastanie, albo kompensowanie strat i podtrzymanie drga� okresowych. 
 Rozwa�my najprostszy przypadek układów zachowawczych. Tego typu
układami s� układy typu Newtonowskiego 

2

2

d x dV
dt dx

= −

gdzie V(x) jest funkcj� potencjału. Zwykle x oznacza zmienn� pozycyjn�,
V(x) jest energi� potencjaln�. Układy tego typu rz�dz� ruchem układów 
mechanicznych. Łatwo sprawdzi�, �e układy te zachowuj� całk� energii 

T+ V = E, gdzie T jest energi� kinetyczn� równ�
21 .

2
dx
dt

� �
� �
� �

 Wyobra�my sobie 

ruch układu w dołku potencjału oraz kulk� tocz�c� si� w tym dołku. Je�li
ustalimy energi� całkowit� E, to – poniewa� energia kinetyczna jest zawsze 
dodatnia – ruch układu odbywa� si� b�dzie w ograniczonym obszarze, pod-
zbiorze przestrzeni konfiguracyjnej x. Kulka w dołku nie mo�e si� podnie��
powy�ej poziomu energii E. W konsekwencji ruch kulki pozostanie ograni-
czony przez punkty zwrotne, w których pr�dko�� jest zerowa. Ten typ ruchu 
układu odpowiada oscylacjom, które w przestrzeni fazowej s� reprezen-
towane przez punkt krytyczny zwany centrum, otaczany przez izolowane 
orbity zamkni�te. Mo�na pokaza�, �e w układach typu zachowawczego mog�
pojawi� si� jako punkty krytyczne tylko punkty typu siodłowego oraz centra. 
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Nigdy nie pojawi� si� cykle graniczne, których wyst�powanie jest cha-
rakterystyczne dla układów samowzbudnych.
 Po tym krótkim wst�pie do zagadnie� modelowania procesów deter-
ministycznych podajmy pewne typowe sposoby realizacji zachowa� typu 
cyklu granicznego.

W układzie samowzbudnym w równaniu drga� czas nie wyst�puje expli-
cite; �ródło energii nie zale�y od czasu, a dopływ energii jest regulowany 
przez sam układ drgaj�cy (dlatego te� takie układy nazywamy samowzbud-
nymi). W układzie tym mo�na wyró�ni� nast�puj�ce elementy: 

– regulator liniowy; 
– układ drgaj�cy nieliniowy; 
– liniowe �ródło energii.  

 Dzi�ki istnieniu sprz��enia zwrotnego układ sam steruje przepływem 
energii, co zapewnia odpowiedni bilans energii. Układ steruje tak, �e – mimo 
ich strat w układzie – mog� powstawa� niezanikaj�ce drgania okresowe. 
 Jak ju� wcze�niej wspominali�my, trajektorie mog� d��y� do trwałych 
(stabilnych) punktów krytycznych, które osi�gaj� po niesko�czonym czasie; 
wtedy nazywamy je atraktorami punktowymi; mog� z tych punktów, osi�ga-
nych dla t d���cego do niesko�czono�ci, ucieka� do niesko�czono�ci, ale 
mog� równie� realizowa� trwałe oscylacje i wtedy atraktorem w przestrzeni
fazowej jest zamkni�ta orbita okresowa. Ten typ zachowania mo�e wyst�pi�
ju� w układach autonomicznych, ale układy te musz� by� nieliniowe. Cykle 
graniczne s� zbiorem przyci�gaj�cym dla trajektorii z ich otoczenia, st�d
musz� otacza� punkt osobliwy. Ich kształty w przestrzeni fazowej bywaj�
ró�ne od eliptycznego dla oscylacji harmonicznych do prostok�tnych czy 
trójk�tnych dla oscylacji samowzbudnych zrelaksowanych. Cykle graniczne 
mog� by� stabilne (gdy trajektorie z ich wn�trza i zewn�trz nawijaj� si� na 
cykl) albo niestabilne (gdy si� odwijaj� od cyklu). 
 Metody detekcji cykli granicznych na ogół nie s� proste. Je�li trajektoria 
jest zamkni�ta i nie opuszcza pewnego zamkni�tego obszaru płaszczyzny, to 
wówczas istniej� dwie mo�liwo�ci: 1) trajektoria biegnie do punktu stabil-
nego, 2) trajektoria d��y do orbity periodycznej. Zgodnie z twierdzeniem 
Poincarégo-Bendixona, je�li trajektoria jest ograniczona i nie d��y do punktu 
osobliwego, to albo jest zamkni�t� orbit� periodyczn�, albo do niej d��y.
Je�li wewn�trz obszaru ograniczonego istnieje niestabilny w�zeł albo ogni-
sko oraz krzywe fazowe do niego wpływaj� z zewn�trz, ale nie wypływaj�,
to ten obszar zawiera cykl graniczny. Pomocne s� równie� kryteria nega-
tywne o nieistnieniu orbit w obszarze zamkni�tym jak kryterium Bendixona 
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czy Dulaca. Natomiast najbardziej efektywnym sposobem detekcji cykli 
granicznych jest metoda bifurkacji Hopfa. Metod� t� stosujemy, gdy prawe 
strony układu zale�� od parametru. Wtedy metoda pozwala na znalezienie 
takiej warto�ci parametru, która prowadzi do cyklu granicznego. 
 Jedne z najciekawszych układów typu globalnego oscylatora dostarcza 
biologia, medycyna i fizjologia oraz chemia czy ekologia [CZERNAWSKI (i in.) 
1979; ORLIK 1996]. Dokonajmy teraz bardzo krótkiego przegl�du układów 
modelowanych przez globalny oscylator typu cyklu granicznego. Naturalnie 
nie chodzi nam tutaj o dokonanie kompletnego przegl�du tych procesów, ale 
tylko pokazanie, �e mamy do czynienia z szerokim zakresem procesów, 
w których zjawiska cykliczne maj� charakter cyklu granicznego. 
 Model cyklu granicznego pojawia si� w kontek�cie pierwotnego cyklu 
�yciowego, gdzie, w procesie tworzenia si� kompleksu białkowo-nukleoty-
dowego, istotn� rol� odgrywa mechanizm jego podwajania. Model reakcji 
podwajania mo�na sformułowa� w postaci dwuwymiarowego układu nie-
liniowego na płaszczy�nie (X, Y), gdzie X jest st��eniem swobodnych 
nukleotydów, Y jest liczb� (st��eniem) nukleotydów doł�czonych do potom-
nych helis wewn�trz rozwa�anego obszaru. W przypadku pojawiaj�cych si�
stabilnych (trwałych) oscylacji reprodukcja jest cykliczna i składa si� z faz 
syntezy polinukleotydów Y, fazy gromadzenia nukleotydów X, które na-
st�puj� bezpo�rednio po sobie [CZERNAWSKI (i in.) 1979, s. 62-66]. Taki 
cykl jest de facto najprostszym modelem cyklu �yciowego. Czyli je�li sobie 
wyobrazimy bihelis� składaj�c� si� z odcinków o długo�ci b�d�cej wielo-
krotno�ci� okresu oscylacji, to proces przebiega praktycznie identycznie. 
 O prezentowanych modelach mo�na by stwierdzi�, �e, jakkolwiek nale��
do kategorii toy models, w których cały stopie� zło�ono�ci problemu zostaje 
zredukowany zaledwie do kilku zmiennych, oddaj� one istot� mechanizmu, 
co oznacza, �e znale�li�my istotne zmienne modelu. Zasada prostoty nie jest 
zarezerwowana wył�cznie dla fizyki, ale jest explicite stosowana w bada-
niach biologicznych [CZERNAWSKI (i in.) 1979, s. 40-41]. Zmniejszanie 
liczby niezale�nych parametrów nie musi oznacza� redukcj�, ale wyłapanie 
tych najbardziej istotnych. W kinetyce procesów biologicznych zasada pro-
stoty ma jasne sformułowanie i sprowadza si� do tego, �e modele procesów 
biologicznych powinny składa� si� z mo�liwie małej liczby równa�, wystar-
czaj�cej jednak do opisu podstawowej funkcji danego procesu. Ciekawe, �e
wi�kszo�� modeli daje si� rzeczywi�cie sprowadzi� do małej liczby – dwóch, 
trzech równa�, czyli układy niskowymiarowe oddaj� zło�ono�� �wiata pro-
cesów biologicznych. 
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 Inne przykłady zastosowania modeli cyklu granicznego to neurony bio-
logiczne, cykle metaboliczne (np. cykl glikozy), zegar biologiczny i timing 
snu, rytmy okołodobowe (circadian rhytms), oddychanie – oscylator fizjo-
logiczny, oscylacje w populacjach mikroorganizmów, komórek i bardzo 
wiele innych. 
 Ciekawe s� aplikacje w neurofizjologii i medycynie, o których zaledwie 
wspomnijmy. Znane s� z jednej strony pewne choroby o przebiegu cyklicz-
nym, jak febra czy malaria, i z drugiej strony konstruowane s� modele reakcji 
immunologicznej, w ramach których daje si� wyja�ni� przebiegi periodyczne 
tych chorób. Najbardziej spektakularnymi aplikacjami w dziedzinie medycyny 
modelu cyklu granicznego dostarcza neurodynamika czy kardiologia.
 Pierwszymi, którzy zaproponowali układ dynamiczny typu relaksacyj-
nego van der Pola [AWRAJCEWICZ 1996] do opisu dynamiki bij�cego serca 
byli van der Pol oraz van der Merk (1928). Bij�ce serce, z fizjologicznego 
punktu widzenia, to nic innego, jak dipol elektryczny, którego poło�enie osi 
oraz moment dipolowy zmieniaj� si� w sposób okresowy. W konsekwencji 
nast�puj� zmiany potencjału elektrycznego, które propaguj� si� a� do po-
wierzchni ciała, gdzie mog� by� zarejestrowane w postaci zapisu EKG. 
Zeeman, opieraj�c si� na teorii katastrof René Thoma, zaproponował nowy 
model dynamiki serca oparty równie� na dynamice układu van der Pola. 
Ostatnio �ebrowski [GRUDZI
SKI, �EBROWSKI 2003] zaproponował nowy 
model, uogólniaj�c równania van der Pola (człon harmoniczny został za-
st�piony członem Duffinga). 
 Biologiczne neurony s� w istocie pewnymi urz�dzeniami elektrochemicz-
nymi, w których przekaz sygnału manifestowany jest przez fal� przemian 
błony komórkowej. Zakłada si�, �e rol� neuronu jest sumowanie sygnałów 
dostarczonych z dendrytów. Gdy tylko sygnał sumaryczny przekroczy pewn�
warto�� progow�, neuron zostaje wzbudzony i przekazuje ten sygnał dalej. 
Równania Hodgkinga-Huxley’a (H-H), odkryte w 1952 r., opisuj� mecha-
nizmy le��ce u podstaw inicjacji i generacji sygnałów czynno�ciowych
w neuronach.
 W 1963 r. autorzy modelu dostali za ten wynik nagrod� Nobla w dzie-
dzinie fizjologii i medycyny. Niestety równania te s� bardzo skomplikowane 
i wielu uczonych pracowało nad ich uproszczeniem, powiedzmy, w duchu 
wspomnianej biologicznej prostoty. Udało si� to w 1961 r. ameryka�skiemu
biofizykowi Richardowi FitzHugh, który przedstawił uproszczony model 
H-H oparty na dynamice układu van der Pola. 
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 Cykle graniczne s� równie� typowe dla układów badanych przez ekologi�
matematyczn�. Klasycznym ju� przykładem jest układ drapie�ca–ofiara,
znajduj�cy si� w obecno�ci kryjówek, w przypadku braku kryjówek dla 
ofiar, układ jest opisany przez model Volterry, który w przestrzeni fazowej 
jest reprezentowany przez centrum. Jako rozwi�zania modelu bez kryjówek 
uzyskujemy zachowania oscylacyjne, niegasn�ce o amplitudzie zale�nej od 
warunków pocz�tkowych. Taki typ rozwi�zania uznaje si� za nierealistyczny 
[CZERNAWSKI (i in.) 1979, s.159]. Modyfikacja modelu przez wprowadzenie 
kryjówek sprawia, �e staje si� on bardziej realistyczny i wtedy otrzymamy 
cykl graniczny jako finalne zachowanie układu. 
 Analogiczny model oddziałuj�cych populacji mo�emy uzyska� dla układu 
zło�onego z dwóch wzajemnie antagonistycznych gatunków mikroorganiz-
mów znajduj�cych si� w warunkach przepływowych. Korzysta si� z zało-
�enia motywowanego prawem Monoda, zgodnie z którym tempo rozmna�a-
nia si� drapie�nika jest proporcjonalne do st��enia ofiar, dopóki to st��enie 
(zag�szczenie) jest dostatecznie małe. Dla du�ych warto�ci zag�szczenia
tempo rozmna�ania drapie�nika jest niezale�ne od st��enia ofiar. Zamiast 
o drapie�cach i ofiarach w ekosystemie (wilki i zaj�ce) mo�emy my�le�
o bakteriach i atakuj�cych je wirusach czy bakteriofagach. Je�li uwzgl�d-
nimy, �e istnieje ograniczenie wzrostu populacji ofiar nawet w przypadku 
braku drapie�ców, to jako wynik dostajemy cykl graniczny. 
 Niezwykle spektakularnego przykładu oscylacji typu cyklu granicznego 
dostarcza chemia. Dynamik� reakcji chemicznej, w której zmieniaj� st��enia
reagentów, powiedzmy X, Y, A, zachodz�cych w pewnym stałym tempie, 
łatwo jest opisa� za pomoc� układu dynamicznego. Na przykład: je�li roz-
wa�ymy hipotetyczny układ reakcji chemicznych, powiedzmy A + X prze-
chodzi w 2X w tempie k1; X + Y przechodzi w 2Y z szybko�ci� k2 i wreszcie Y
przechodzi w B z szybko�ci� k3, to, zakładaj�c stałe w czasie st��enia A i B,
dostaniemy układ dynamiczny typu Lotki-Volterra. Troch� bardziej zło�ony
układ reakcji, zwanej od nazwisk autorów reakcj� �aboty�skiego-Bieło-
usowa, prowadzi do oscylacji typu cyklu granicznego, które mo�na obser-
wowa� w laboratorium jako zmian� periodyczn� kolorów [ORLIK 1996]. 
Podobnego przykładu dostarcza system reakcji zaproponowany przez 
I. Prigogine’a, któr� nazywamy brusselatorem (jak wida� Bruksela nie musi 
si� nam koniecznie kojarzy� z UE). 
 W zako�czeniu tego ograniczonego przegl�du wspomnijmy o tzw. cyklu 
koniunkturalnym w gospodarce. Kaldor pokazał, �e w gospodarce kapitali-
stycznej okresy jej recesji i wzrostu nale�� do jej urody i mog� mie� miejsce 
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bez udziału czynników zewn�trznych. 5ródłem tych oscylacji jest nieliniowa 
zale�no�� funkcji inwestycji od dochodu Y. W przestrzeni fazowej Y, dY/dt
dostajemy cykl graniczny [JAKIMOWICZ 2003]. Analogiczne cykle mo�na
dosta� bez zało�enia nieliniowo�ci funkcji inwestycji, wprowadzaj�c para-
metr opó�nienia Kaleckiego [KRAWIEC, SZYDŁOWSKI 1999].

WŁASNO	
 „HOMEOSTAZY” MODELI DYNAMICZNYCH 
W J�ZYKU STRUKTURALNEJ STABILNO	CI

UKŁADÓW DYNAMICZNYCH 

 Przez homeostaz� zwykli�my rozumie� utrzymywanie równowagi we-
wn�trznej organizmu – jego integralno�ci strukturalnej i funkcjonalnej. 
Oznacza to, �e reprezentacj� stanu „zdrowia” w przestrzeni fazowej b�dzie 
stabilne poło�enie równowagi. Je�li poszukujemy stabilnych punktowych 
atraktorów na płaszczy�nie, to mo�liwe sytuacje zostały ju� wcze�niej ze-
stawione na rys. 1. Je�li natomiast atraktorem jest jednowymiarowy obiekt, 
to b�dzie nim cykl graniczny, dla którego atraktorem jest zamkni�ta orbita 
okresowa. Najbardziej strukturalnie stabilny typ dynamiki oznacza du��
adaptywno�� układu. 
 W tym kontek�cie rodzi si� pytanie, czy intuicj� homestazy mo�na prze-
nie�� na przypadek modeli procesów deterministycznych w nauce. Dla tych 
układów ewolucja układu jest wizualizowana w przestrzeni wszystkich mo�-
liwych stanów układu – przestrzeni fazowej. Cała globalna dynamika zostaje 
odwzorowana w przestrze� fazow�, która posiada pewn� struktur� okre�lon�
przez układ krzywych fazowych i punktów krytycznych. W przypadku dwu- 
lub trójwymiarowym mo�emy skonstruowa� portret fazowy tej dynamiki, 
wyznaczaj�c wszystkie mo�liwe �cie�ki ewolucyjne układu dopuszczalne dla 
wszystkich mo�liwych warunków pocz�tkowych. Zwykle na portrecie fazo-
wym zaznaczamy nie continuum trajektorii, ale tylko pewne jej podobszary, 
w których przebieg trajektorii jest charakterystyczny (maj� podobny 
przebieg).
 Pozostaje dalej zdefiniowa�, co rozumiemy przez równowa�ne struktury 
przestrzeni fazowej układu. Poniewa� interesuj� nas jako�ciowe, a nie ilo-
�ciowe własno�ci układu, naturalnym jest postulowanie równowa�no�ci
struktur przestrzeni fazowej poprzez równowa�no�� topologiczn�. T� z kolei 
definiujemy za pomoc� homeomorfizmu – odwzorowania obustronnie ci�g-
łego (homeomorfizm mo�emy sobie wyobra�a� jako tak� deformacj� krzy-
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wej fazowej, która polega na rozci�ganiu b�d� �ciskaniu, byle nie rozrywa�
albo skleja� – trajektoria jest z gumy). Powiemy, �e dwa układy dynamiczne 
s� równowa�ne, je�li istnieje homeomorfizm przeprowadzaj�cy trajektorie 
jednego układu w drugi. Dodatkowo ��damy, aby homeomorfizm zacho-
wywał kierunek ewolucji układu. Maj�c ju� zdefiniowan� równowa�no��
struktur, mo�na bada�, w jakim stopniu te struktury s� trwałe albo nieczułe 
ze wzgl�du na wpływ małych zaburze� układu.
 Wygodnie b�dzie od tej pory my�le� o układzie dynamicznym repre-
zentowanym przez krzywe fazowe, ale o polu wektorów do niej stycznych. 
Oba spojrzenia s� równowa�ne, poniewa� dla danego pola wektorowego 
zawsze istnieje krzywa, do której kierunki tych wektorów s� styczne, i od-
wrotnie; poniewa� proces jest ró�niczkowy, w ka�dym punkcie krzywej fa-
zowej dobrze jest okre�lone poj�cie stycznej. 
 Na przykład: je�li rozwa�amy centrum jak na rys. 2 i perturbacj� tego 
układu przez zaburzenie centralne, to mo�emy zapyta�, czy ten punkt kry-
tyczny zmieni swój charakter pod wpływem tego zaburzenia. 

�
�

�

�

Rys. 2. Rozwa�my punkt krytyczny typu centrum reprezentowany przez układ współ�rodkowych
elips. W ka�dym punkcie tej elipsy ‘opisuj�c�’ oscylacyjny ruch wokół centrum jest okre�lona
pr�dko�� poruszania si� punktów po krzywej. Wektor pr�dko�ci jest styczny do tej krzywej. Jego 
składowe s� zbudowane z prawych stron autonomicznego układu dynamicznego. Zamiast o tra-
jektoriach mo�emy my�le� o polu wektorowym wektorów stycznych do niej w ka�dym punkcie. 
Nast�pnie układ zaburzamy, wprowadzaj�c centraln� perturbacj� – centralne pole wektorowe 
(siła centralna). Interesujemy si� rezultatem działania tej perturbacji na wyj�ciowy układ. Obser-
wujemy, �e centralne zaburzenie układu prowadzi nowego pola wektorowego, do którego styczne 
maj� kształt spiral jak to ma miejsce dla ogniska pokazanego na rys. 1. Poniewa� nie istnieje taka 
ci�gła obustronnie deformacja elipsy, która przeprowadziłaby j� w spiral�, wnioskujemy, �e

układ zaburzony nie jest równowa�ny wyj�ciowemu.

 Zbiorowi wszystkich nie równowa�nych układów dynamicznych zdefinio-
wanych na pewnym podzbiorze E przestrzeni fazowej M mo�na nada� struk-
tur� przestrzeni Banacha (unormowanej i zupełnej) za pomoc� normy superior 
okre�lamy odległo�� mi�dzy układami (a st�d poj�cie ich blisko�ci mo�e by�



MAREK SZYDŁOWSKI – PAWEŁ TAMBOR 314

zdefiniowane w terminach metryki okre�lonej przez norm� ||f(x)-g(x)||, gdzie 
f i g s� polami wektorowymi. 
 Nasza intuicja dla zdefiniowania własno�ci homeostazy układu dyna-
micznego jest taka, �e f jest strukturalnie stabilnym wektorem, je�li dla 
ka�dego wektora g bliskiego polu f, pola wektorowe f i g s� topologicznie 
równowa�ne.
 Układ zatem nazywamy strukturalnie stabilnym i jest jego własno�ci� we-
wn�trzn� (nie jest to własno�� perturbacji!), je�li istnieje takie = > 0, �e dla 
ka�dej perturbacji g bliskiej f pola wektorowe f i g s� równowa�ne na 
pewnym otwartym podzbiorze E przestrzeni fazowej M. Taka definicja 
strukturalnej stabilno�ci sprawia, �e własno�� ta jest atrybutem samego 
układu – jego inwariantn� własno�ci�. Jest to wa�ne, je�li u�wiadomimy 
sobie trywialny fakt, �e ka�dy układ jest niestabilny, je�li tylko jego za-
burzenie jest dostatecznie du�e.
 Poj�cie strukturalnej stabilno�ci zostało wprowadzone przez Andronowa 
i Pontriagina w 1937 r. [Andronow (i in.) 1959]. Z matematycznego punktu 
widzenia mo�emy dowodzi� twierdze� o strukturalnej stabilno�ci (niesta-
bilno�ci) punktowych zbiorów granicznych i cykli granicznych. Okazuje si�,
�e jedyne strukturalnie stabilne punkty krytyczne na płaszczy�nie to w�zły,
siodła oraz cykle graniczne. Natomiast centra s� punktami strukturalnie 
niestabilnymi, co oznacza, �e dowolnie mała perturbacja układu spowoduje 
dramatyczn� zmian� struktury przestrzeni fazowej. 
 Strukturalna niestabilno�� punktu krytycznego typu centrum jest klu-
czowa dla naszej krytyki znanych rozwi�za� oscylacyjnych w kosmologii. 
 Andronow i Pontriagin układy strukturalnie stabilne/niestabilne okre�laj�
mianem nieczułe/czułe, celem podkre�lenia ich wra�liwo�ci ze wzgl�du na 
małe zmiany ich parametrów [CZERNAWSKI (i in.) 1979, s. 30] (dokładnie 
tutaj chodzi o zmiany prawych stron układu autonomicznego). Pozostaje 
jednak kluczowy problem interpretacji tej własno�ci. To wła�nie od inter-
pretacji tego poj�cia b�dzie zale�e�, czy t� własno�� nale�y traktowa� jako 
wymóg formalny, który powinny spełnia� modele opisywanych przez nas 
zjawisk. O ile z matematycznego punktu widzenia wymóg strukturalnej sta-
bilno�ci wydaje si� by� umotywowany, o tyle jego fizyczna, biologiczna 
interpretacja wymagaj� komentarza. Wahadło bez tarcia jest układem struk-
turalnie niestabilnym, natomiast wahadło z tarciem (opis bardziej realistycz-
ny) jest ju� układem strukturalnie stabilnym. Czyli mniejsza idealizacja 
modelu przesuwa nas w obszar modeli strukturalnie stabilnych. 
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 Pogl�d reprezentatywny dla matematycznego punktu widzenia został 
wypowiedziany w oryginalnej ksi��ce Abrahama i Shawa [ABRAHAM, SHAW
1992, s. 149]. 

[…] Zawsze próbujemy wyrazi� cechy typowego zbioru układów dynamicznych. 
Przypadki wyj�tkowe s� bardziej skomplikowane i w zasadzie zaburzaj� dyskusj�.
Wierzymy tak�e, �e nie rzadko znajduj� one obszary zastosowa�, poniewa� nie s�
typowe. Takie przekonanie podzielaj� wszyscy zajmuj�cy si� układami dyna-
micznymi […]3

 Innymi słowy, dynami�ci preferuj� zasad� indeferentyzmu McMullina 
implicite, czyni�c tym samym zało�enie, �e w rzeczywisto�ci s� realizowane 
przypadki generyczne [SZYDŁOWSKI, GOLBIAK 2006]. Realistyczne modele 
zjawisk powinny posiada� własno�� nieczuło�ci na małe zmiany, poniewa�
z definicji nasz model jest opisem przybli�onym. Model nie posiada atrybutu 
prawdziwo�ci, natomiast mo�emy mówi� o modelu lepiej b�d� gorzej opi-
suj�cym rzeczywisto��.
 Wyobra�my sobie, �e nasze poznanie rzeczywisto�ci polega na dopaso-
wywaniu puzzli, tyle �e puzzle kartonowe zast�pili�my metalowymi. Do-
pasowywanie tych puzzli do układanki mo�e okaza� si� zabiegiem zupełnie 
karkołomnym, zwa�ywszy na fakt braku luzu na dopasowanie puzzli. 
 Gdy modelem zjawiska jest układ dynamiczny, brak szczególnego do-
strojenia modelu wydaje si� zupełnie naturalny z fizycznego punktu widze-
nia. Model (np. model kosmologiczny) porównujemy z danymi obserwa-
cyjnymi, a te s� okre�lone z pewnym bł�dem wynikaj�cym chocia�by z po-
miaru tych wielko�ci, st�d nasz model powinien mie� własno�� wpasowania 
si� w te niedoskonałe dane obserwacyjne. W kosmologii elementem modelu 
s� równie� same warunki pocz�tkowe, których nie znamy. Pewnym spo-
sobem rozwi�zania tej trudno�ci wynikaj�cej z samej swoisto�ci kosmologii 
jest postulat, �e w rzeczywisto�ci realizowane s� sytuacje stabilne, gene-
ryczne natomiast zasada szczególnego dostrojenia, np. do �ycia w jego ob-
serwowalnej formie, jest bardziej interesuj�ca z filozoficznego punktu 
widzenia [ELLIS 2006].

3 Przekład M.Sz. i P.T. 
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W KIERUNKU KONSTRUKCJI STRUKTURALNIE STABILNEGO 
MODELU OSCYLUJ�CEGO WSZECH	WIATA

 Rozwa�my mo�liwe ewolucje dopuszczalne przez jednorodn� i izotro-
pow� kosmologi� z członem kosmologicznym oraz stał� krzywizn�. W kla-
sie dopuszczalnych ewolucji rozró�nia si� modele monotoniczne (nazywa si�
te� je inflectional – modele z punktem przegi�cia na wykresie zale�no�ci
czynnika skali od czasu a(t)), modele z odbiciem (klasycznym bouncem),
modele asymptotyczne dwóch typów, modele oscylacyjne dwóch typów dla 
ujemnej stałej kosmologicznej oraz dodatniej krzywizny i dodatniej stałej 
kosmologicznej > 4.
 Gdy rozwa�amy modele kosmologiczne zamkni�te, to – naszym zdaniem 
– tam nie ma oscylacji w �cisłym sensie, poniewa� rozwi�zanie jest takie, �e
wchodzi do osobliwo�ci. Fakt nazywania tych modeli oscylacyjnych nie 
powinien nas zwie��, chocia� jest to powszechna praktyka.
 Spróbujmy si� temu przyjrze� bardziej szczegółowo. Poniewa� wcho-
dzimy wówczas w osobliwo�� pionowo, to teoretycznie mo�na sklei� takie 
rozwi�zanie na czynnik skali, tak �e przechodzimy pionowo przez ujemny 
czynnik skali (lustrzane odbicie), a tam jest taka sama oscylacja i potem 
znowu mamy zero czynnika skali w osobliwo�ci, i tak dalej. Poniewa� znak 
czynnika skali nie ma znaczenia w metryce Robertsona-Walkera, gdzie jest 
zwyczajnie a2, a znak wychodzi w równaniu ci�gło�ci, ale osobno dla ka�dej 
oscylacji mo�na go ustali�.
 Podkre�lmy, �e istnieje tutaj kompletna swoboda, czy we�miemy jeden 
cykl, czy te� powiedzmy pi��, czy te� niesko�czenie wiele, bo twierdzenie 
o jednoznaczno�ci rozwi�zania nie działa w tej osobliwo�ci, wi�c mo�emy
skleja� ró�ne rozwi�zania, jak si� nam podoba, byle funkcja i pochodna były 
ci�głe. To jest kolejny przykład lokalno�ci równa� Einsteina. 
 W tym kontek�cie nale�y podkre�li�, �e to, co matematycznie dopusz-
czalne przez równania, nie musi opisywa� realnego �wiata. Fakt dopuszczal-
no�ci przez równania rozwi�za� tego typu nie musi wcale oznacza�, �e ten 
scenariusz b�dzie fizycznie realizowany. Trudno sobie wyobrazi� Wszech-
�wiat, który przeszedł faz� wielkiego zgniotu, i rodzi si� pytanie: dlaczego 
mamy j� fizycznie uto�sami� z faz� Big Bangu? Przecie� fizycznie to s�
absolutnie ró�ne stany. 

4 Zob. hasło Model Kosmologiczny, napisane przez M. Szydłowskiego, w internetowej Ency-
klopedii Filozofii Przyrody, red. Z. Roskal, http://www.kul.pl/files/57/encyklopedia/szydlowski_ 
model_kosmologiczny.pdf
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 Prawdziwy model oscylacyjny dostajemy, gdy b�dziemy rozwa�a� mo-
dele o ujemnej stałej kosmologicznej. Rozwa�my teraz sytuacj� bardziej 
ogóln�. Rozwa�my dowolny model kosmologiczny spełniaj�cy zasad� kos-
mologiczn� wypełniony materi� wieloskładnikow� i dla ka�dego składnika 
znamy posta� równania stanu i i ip w ρ=  (wi=const). Definiujemy g�sto��
efektywn� effρ jako g�sto�� sumaryczn� i wtedy łatwo pokaza� �e dynamika 
modelu sprowadza si� do ruchu cz�stki o jednostkowej masie w dołku 

potencjału V(a), gdzie a jest czynnikiem skali oraz ( )
2

6
eff a

V a
ρ

= −  [SZYDŁOWSKI

 2007]. Układ ten zachowuje energi� Ek zale�n� od stałej krzywizny k,

( )
2

.daE V a
dt

� �= +� �
� �

 St�d całka energii determinuje jednoznacznie struktur� prze- 

strzeni fazowej. Poziomice stałej energii wytyczaj� trajektorie w przestrzeni 
fazowej (a, da/dt); t jest czasem kosmologicznym. Bior�c dowoln� ró�nicz-
kowaln� zale�no�� V(a) (albo ( )

eff aρ ), mo�na bez trudu zrekonstruowa�
globalny portret fazowy modelu. Mo�liwe s� nast�puj�ce sytuacje gene-
ryczne: punkt krytyczny jest siodłowy, co odpowiada maksimum na wykre-
sie funkcji potencjału. Punkt krytyczny jest typu centrum i odpowiada to 
minimum funkcji potencjału. Wymóg strukturalnej stabilno�ci oznacza za-
tem, �e na portrecie fazowym pojawi� si� wył�cznie siodła. Gdy rozwa�amy
model z dodatni� >, to wła�nie mamy do czynienia z tak� sytuacj�. Ponie-
wa� siodło jest strukturalnie stabilne, model standardowy z krzywizn� jest 
strukturalnie stabilny. Ten model zawiera rozwi�zania nazywane jedynie 
oscylacyjnymi. Natomiast w przypadku, gdy potencjał posiada minimum, 
mamy do czynienia z ruchem oscylacyjnym z punktami powrotu w a = 0 oraz 
a: V(a) = 0. Jest to ruch oscylacyjny, ale centrum jest punktem krytycznym 
strukturalnie niestabilnym. Oznacza to, �e, gdy wyst�pi na portrecie fazo-
wym, wtedy układ b�dzie strukturalnie niestabilny automatycznie.
 Z punktu widzenia kosmologii współczesnej modele oscyluj�cego Wszech-
�wiata pojawiaj� si� na scenie dopuszczalnych rozwi�za� w dwóch epizo-
dach. Pierwszy, jako analityczne rozwi�zania równa� Einsteina dla jedno-
rodnego i zamkni�tego Wszech�wiata, które zostały analitycznie „uci�glone”
w osobliwo�ci Big Bangu. Na przykład: zale�no�� czynnika skali od czasu 

konforemnego ? powi�zanego z kosmologicznym relacj�: ( ) ( )? ,dt d
a t

=  dla 

modelu zamkni�tego wypełnionego materi� radiacyjn� (promieniowaniem) 
ma posta�:

( ) ( )? sin ? ,a A= ( )( )1 cos ? .t A= −
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 Na płaszczy�nie (t, a(t)) ta zale�no�� jest opisywana przez niesko�czony
ci�g półokr�gów posklejanych w osobliwo�ci.
 W przypadku �wiata zamkni�tego zdominowanego przez materi� rozwi�-
zania maj� posta�:

( ) ( )( )? 1 cos ? ,A A= − ( )? sin ? .t = −

 Na płaszczy�nie (t, a(t)) ta zale�no�� jest opisywana przez cykloid� – 
krzyw� zakre�lon� przez punkt na obwodzie walca tocz�cego si� bez po-
�lizgu po powierzchni. Dostajemy jako rozwi�zanie periodyczn� ewolucj�
(ewolucj� z niesko�czon� liczb� identycznych faz ekspansji i kontrakcji). 
Wszech�wiat ten jest niesko�czenie stary i w przybli�eniu przypomina nam 
model stanu stacjonarnego ze wzgl�du na translacyjn� niezmienniczo��
wzgl�dem czasu. Tak amplituda, jak i okres oscylacji s� stałymi wyznaczo-
nymi przez warunki pocz�tkowe. R.C. Tolman zauwa�ył, aplikuj�c termo-
dynamik� do modelu takiego, �e entropia powinna rosn�� w kolejnych 
cyklach, co oznacza niemo�no�� utrzymania ewolucji w postaci „never end-
ing story”, poniewa� do dzisiejszej epoki entropia powinna by� niesko�-
czona, bior�c pod uwag� niesko�czon� liczb� prze�ywanych cykli w prze-
szłej ewolucji Wszech�wiata [TOLMAN 1934].
 Ostatnio Steinhardt i Turok [2002] argumentuj�, �e we Wszech�wiecie 
branowym istnieje naturalny mechanizm oscylacji. W ich scenariuszu roz-
wi�zanie cykliczne, jak twierdz� autorzy, jest atraktorem (chocia� tego 
explicite nie pokazuj�). Autorzy utrzymuj�, �e ich model rozwi�zuje trud-
no�ci modelu standardowego, jak problem płasko�ci, jednorodno�ci oraz 
widma fluktuacji g�sto�ci5.
 Braum i Frampton [FRAMPTON 2007] natomiast utrzymuj� obecnie, �e
problem entropii znajduje swoje rozwi�zanie na gruncie oscyluj�cego mo-
delu. Model oscyluj�cego Wszech�wiata współcze�nie w kosmologii jest 
atrakcyjny w p�tlowej kosmologii kwantowej oraz dla scenariusza ekpyro-
tycznego dla Wszech�wiata branowego otrzymanego z teorii superstrun6.
Interesuj�ce jest, �e modele p�tlowej kosmologii, b�d�ce swoistym fenome-
nologicznym testem dla fundamentalnej teorii kwantowej grawitacji, oferuj�
modele oscyluj�ce bez osobliwo�ci pocz�tkowej. W tych modelach osob-
liwo�� pocz�tkowa została zast�piona faz� odbicia (bounce) – wysoko-ener-
getyczn� faz� opisuj�c� Wszech�wiat w epoce Plancka. Faza bounce mo�e

5 Dla przegl�du idei cyklicznego Wszech�wiata zob. prac� [LEHNERS 2008]. 
6 Dla dyskusji problemu, dlaczego model oscyluj�cego Wszech�wiata jest ci�gle atrakcyjny 

w kosmologii, zob. obszerny przegl�d [FRAMPTON 2007]. 
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by� niesymetryczna, je�li istnieje niezerowy wkład od potencjału pola 
skalarnego.

ZAKO
CZENIE

 Podsumowuj�c nasze rozwa�ania, mo�emy sformułowa� nast�puj�ce
wnioski:

1. Dla ogólnej klasy modeli kosmologicznych, wypełnionych materi� wielo-
składnikow� na portrecie fazowym, nie jest dopuszczalne rozwi�zanie
cykliczne typu cyklu granicznego. 

2. Jedyne dopuszczalne rozwi�zania pojawiaj� si�, gdy potencjał fikcyj-
nej cz�stki na�laduj�cej ewolucj� Wszech�wiata posiada minimum. 
W tym przypadku w przestrzeni fazowej mamy centrum. 

3. Poniewa� centrum jest strukturalnie niestabilne, ilekro� pojawi si� ono 
na portrecie fazowym, odpowiedni układ b�dzie strukturalnie nie-
stabilny.

 Nasz wniosek generalny jest wi�c nast�puj�cy: dla dwuwymiarowej prze-
strzeni fazowej, przy poczynionych zało�eniach, jest niemo�liwa kosmologia 
oscylacyjna, która jest strukturalnie stabilna, w której ewolucja Wszech-
�wiata byłaby globalnym oscylatorem (reprezentowana przez cykl granicz-
ny). Natomiast dopuszczalna jest strukturalna stabilno�� modelu standar-
dowego LCDM z ewolucj� typu monotonicznego. 
 Zmierzaj�c w kierunku poszukiwania takiego modelu, musimy wyj��
poza istniej�ce propozycje, które oferuj� modele uznane ju� za mało rea-
listyczne nawet w ekologii, poniewa� ich parametry, takie jak amplituda 
oscylacji czy te� ich okres, zale�� od warunków pocz�tkowych.
 Jedynym zadowalaj�cym rozwi�zaniem dla kosmologii oscylacyjnej, któ-
ra unika problemu wyboru szczególnych warunków pocz�tkowych dla dal-
szej ewolucji, wydaje si� by� ewolucja reprezentowana przez cykl gra-
niczny. Wówczas b�dzie w niej realizowana zasada indyferentyzmu – nie-
zale�no�ci wzgl�dem wyboru szczególnych warunków pocz�tkowych.
 W tym celu realizacji proponowanego programu modelu Wszech�wiata,
b�d�cego globalnym atraktorem, nale�y zwi�kszy� wymiar przestrzeni fazo-
wej (na płaszczy�nie fazowej brak jest miejsca dla proponowanego modelu 
oscyluj�cego Wszech�wiata). Kosmologia z polem skalarnym jest interesu-
j�cym obszarem do dalszego poszukiwania modeli ewolucji kosmologicznej 
analogicznych do globalnych oscylatorów spotykanych w biologii, chemii
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i innych dziedzinach nauk przyrodniczych [HRYCYNA (i in.) 2011 – praca 
w przygotowaniu) 
 Wnioski o naturze przedmiotowej nale�y uzupełni� o kilka uwag metodo-
logicznych i ogólnie filozoficznych. Kragh nazywa jej argumentami poza-
naukowymi (extrascientific) [KRAGH 2009, s. 598]. Z pewno�ci� konkuru-
j�ce ze sob� modele ewolucji Wszech�wiata zakładaj� lub sugeruj� pewien 
obraz �wiata, który implikuje wnioski o naturze filozoficznej (szczególnie 
dotycz�ce kwestii ontologicznych czy epistemologicznych). 	wietnym przy-
kładem pewnego sprz��enia zwrotnego mi�dzy filozofi� nauki a fizyk�,
w interesuj�cym nas w pracy obszarze, s� kontrowersje wokół teorii stanu 
stacjonarnego w historycznym kontek�cie formowania si� Ogólnej Teorii 
Wzgl�dno�ci [hasło Cosmology: Methodological Debates In the 1930s 
and 1940s, 2002, Stanford Encyclopedia for Philosophy; SZYDŁOWSKI,
TAMBOR 2008].
 Nasz program konstrukcji modelu oscyluj�cego Wszech�wiata jest prób�
rozwi�zania problemu warunków pocz�tkowych poprzez nawi�zanie do kon-
cepcji nieliniowych samooscylacji [PECHENKIN 2002]7. Kwesti� otwart� jest, 
czy ten program jest realizowalny w ramach kosmologii relatywistycznej. 
Rozstrzygni�cie tego faktu wymaga szczegółowych bada� przedmiotowych, 
które autorzy pracy podejmuj�. Z metodologicznego punktu widzenia w oce-
nie dwóch konkuruj�cych hipotez bierzemy pod uwag� przede wszystkim 
kryteria testowalno�ci, falsyfikowalno�ci (ewentualnie weryfikowalno�ci), 
siły wyja�niaj�cej i predyktywnej, ale tak�e rozwa�a si� spójno�� z dotych-
czasow� wiedz�, prostot� (szczególnie rozumian� w �wietle zawarto�ci

7 Idea samooscylacji (self-oscillations) pojawiła si� na gruncie teorii nieliniowych oscylacji. 
Sowiecka szkoła L.I. Mandelstama rozwijała wersj� tej teorii do postaci tego, co dzisiaj nazy-
wamy dynamik� nieliniow�. Teoria nieliniowych oscylacji była budowana wła�nie wokół kon-
cepcji samooscylacji, która została rozwini�ta przez studenta Mandelstama – A.A. Andronowa. 
Pechenkin dokonuje interesuj�cych analiz rozwoju koncepcji samooscylacji i szerzej nieliniowej 
dynamiki w kontek�cie zmiany paradygmatu. Odnosi si� do koncepcji Kuhna oraz Quine’a. 
Zauwa�a on, �e koncepcja samooscylacji zdeterminowała paradygmat teorii nieliniowych oscy-
lacji, jak i jej ideologi�, tj. zbiór pewnych charakterystycznych idei, które wspólnie z odpo-
wiednimi przykładami z ró�nych dziedzin i zauwa�onymi analogiami pozwoliły na ekspansj�
teorii na całkowicie nowe obszary. Te przykłady z kolei ujawniły nowe problemy ju� samej teo-
rii. Ciekawe, �e koncepcja samooscylacji została sformułowana przez Andronowa w kontek�cie,
mo�na powiedzie�, technicznego problemu wyja�nienia pewnych zagadnie� z dziedziny in�y-
nierii radiowej (tube generator). Podobna sytuacja miała miejsce w kontek�cie odkrycia abs-
trakcyjnej dziedziny matematyki, jak� jest topologia. Dziedzina ta została odkryta w kontek�cie
bada� zbie�no�ci szeregów Fouriera. To czego dokonał Andronow w dziedzinie teorii nielinio-
wych oscylacji to potraktowanie jej jako fragmentu czego� ogólniejszego, a mianowicie jako-
�ciowej teorii równa� ró�niczkowych.
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informacyjnej rozumianej ilo�ciowo, takich jak Akaike Information Criterion 
– w skrócie: AIC), zasi�g efektywno�ci (liczb� parametrów efektywnych). 
 Ciekawym pomysłem wydaje si� porównanie dwóch modeli: monotonicz-
nego oraz oscyluj�cego, z punktu widzenia bayesowskich kryteriów selekcji 
modeli w oparciu o dane obserwacyjne czy te� z punktu widzenia kryterium 
prostoty wyra�onego w terminach AIC i jego uogólnieniach [SZYDŁOWSKI,
TAMBOR 2010]. 
 Autorzy niniejszej pracy prowadz� badania w tym kierunku. Badania te 
pokazuj�, �e w �wietle dopuszczalnych danych obserwacyjnych to wła�nie
model monotoniczny z punktem przegi�cia jest faworyzowany przez dane 
obserwacyjne. Obserwacje satelity WMAP, poł�czone z obserwacjami od-
ległych gwiazd supernowych typu SNIa, odrzucaj� modele z ujemn� stał�
kosmologiczn� (dla tego przypadku dopuszczalne s� rozwi�zania oscyla-
cyjne w �cisłym sensie), poniewa� nie wyja�niaj� one przy�pieszonej eks-
pansji Wszech�wiata w obecnej epoce. Model, faworyzowany przez obser-
wacje, jest modelem z materi� ciemn� i barionow�, dodatni� stał� kosmo-
logiczn� (ciemn� energi�) oraz mał� dodatni� krzywizn�.
 Osobn� kwesti� s� problemy natury filozoficznej – na przykład pytania 
o mo�liwy status ontologiczny modeli oscylacyjnych. Wspomniani przez nas 
Steinhardt, Turok, Baum i Frampton nale�� do mniejszo�ci, która argumen-
tuje w tej kwestii za realizmem. 
 Słabo�� danych obserwacyjnych oraz brak predykcji przyszło�ci niestety 
otwiera pole ró�nego typu spekulacjom, które obna�aj� niecz�sto zało�enia 
autorów koncepcji o charakterze �wiatopogl�dowym.
 Niezale�nie od tego w kosmologii bada si�, na ile model oscyluj�cego
Wszech�wiata wyja�nia trudno�ci standardowego modelu kosmologicznego. 
Podawane s� nawet argumenty za wyja�nianiem zagadki akceleruj�cego
Wszech�wiata. Modele oscyluj�cego Wszech�wiata s� obecnie atrakcyjne 
w kosmologii branowej, gdzie osobliwo�� kosmologiczna jest tylko przeni-
kaniem si� dwóch poruszaj�cych si� naprzeciw siebie bran, czy te� kosmo-
logii p�tlowej, zast�puj�cej osobliwo�� faz� odbicia.
 Mo�na tak�e powiedzie�, w j�zyku filozofii nauki, �e dyskusj�, czy mo-
del naszego Wszech�wiata, który jest modelem typu oscylacyjnego, cechuje 
pewien klimat odpowiadaj�cy tzw. okresowi normalnemu w sensie Kuhna 
(ma ona charakter bardziej techniczny ni� fundamentalny). Wydaje si� te�,
�e mniejsze znaczenie (w sensie wpływu na wyniki bada�) maj� kwestie na-
tury filozoficznej. W tej dyskusji istotn� rol� odgrywaj� obserwacje astro-
nomiczne. Nowe misje satelitarne, jak misja satelity Plancka, dedykowanego 
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do obserwacji promieniowania reliktowego – głównego �ródła informacji, 
przyczyni� si� do realizacji programu badawczego kosmologii jako fizyki 
i astrofizyki Wszech�wiata podlegaj�cego �cisłej kontroli przez dane obser-
wacyjne. Ich jako�� i liczba rosn� w niezwykłym tempie, przyczyniaj�c si�
do wyselekcjonowania modelu naszego Wszech�wiata – głównego obiektu 
naszych zainteresowa�8.
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OSCILLATING MODELS OF THE UNIVERSE IN COSMOLOGY 

S u m m a r y  

 We criticize oscillating models of the Universe from the point of view of their structural 
instability. Moreover we show that parameters of a cycle depend on initial conditions in standard 
models of an oscillatory type in cosmology. Therefore these oscillating models do not solve the 
problem of initial condition. We argue that the special type of oscillating cosmology represented 
by a limit cycle in the phase space is a natural candidate for solving the problem of initial con-
ditions. The programme of formulating oscillatory cosmology as a global structurally stable 
oscillator is formulated. The short review of models in science, where a limit cycle type of be-
havior appears, is given. It is also proposed to compare the oscillating models with the 
concordance cosmological model by using the Akaike criterion of simplicity. Advantages and 
disadvantages of oscillating cosmology are discussed in the framework of the philosophy and 
methodology of cosmology. 
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Słowa kluczowe: stabilno�� strukturalna, oscyluj�cy Wszech�wiat, cykl graniczny, metodologia 
kosmologii, filozofia kosmologii 

Key words: structural stability, oscillating universe, limit cycle, methodology and philosophy of 
cosmology

Information about Authors: 
Prof. Dr. MAREK SZYDŁOWSKI – Faculty of Physics, Jagiellonian University; Copernicus Center for 

Interdisciplinary Studies; address for correspondence: PL 33-122 Wierzchosławice 613; e-mail: 
marek.szydlowski@uj.edu.pl

Rev. PAWEŁ TAMBOR, Ph.D. – Copernicus Center for Interdisciplinary Studies; address for corres-
pondence: ul. Smuglewicza 34, PL 25-460 Kielce; e-mail: xpt@ poczta.fm 


