Kryterium Akaike: prostota w jezyku statystyki
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Innymi stowy, nie szukamy po prostu prawdy,

szukamy bowiem prawdy bardziej interesujacej i wyjasniajacej,
szukamy teorii, ktére przynosza rozwiazania interesujacych problemow.
Szukamy, jesli to mozliwe, teorii glebokich.

K. Popper, Wiedza obiektywna

Abstract

Celem pracy jest pokazanie mozliwosci sformutowania pojecia prostoty w jezyku
statystyki klasycznej (niebayesowskiej). Prezentujemy teoretyczne podstawy kryterium
AIC w ramach teorii informacji oraz wskazujemy na zalety i wady ujmowania poje-
cia prostoty modelu w terminach tego kryterium. Wskazujemy na waznos¢ AIC w
kontekscie Forstera-Sobera koncepcji filozofii nauki. Pokazujemy, ze intuicje K. R.
Poppera, odnosnie pojecia prostoty odnajduja swoja formalizacje w kryterium Akaike.
Przedstawiamy przyktad, ktory explicite wskazuje, ze AIC automatycznie nie odrzuca
modelu bardziej skomplikowanego na rzecz prostszego.

1 Wstep

Niewatpliwie nowa cecha kosmologii wspolczesnej jest to, ze staje sic ona w coraz wiek-
szym stopniu nauks empiryczna. Dzieje sie to wraz z rozwojem coraz bardziej wyrafi-
nowanych technik obserwacyjnych. Mimo kontrowersji niektérych uczonych skupionych
wokot rozwazan nad mozliwoscia przeprowadzania w kosmologii eksperymentéw w sensie
Scistym [1], uzyskiwana baza empiryczna dostarcza coraz lepszych przestanek do wnioskowari
falsyfikujacych w sensie Poppera. Na przyktadzie ogladu kosmologii wspotczesnej z duza
wyrazistoscig mozemy takze obserwowaé efekt przesuniecia zainteresowan naukowych od
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teorii naukowych w kierunku modeli teoretycznych!. Na tym gruncie jest w pewnym sensie
realizowana koncepcja skrzynki narzedziowej zaproponowana przez Nancy Cartwright [2],
zgodnie z ktorg modele teoretyczne reprezentuja badane uktady empiryczne, podczas gdy
same teorie naukowe stuza raczej do ich konstrukcji jako pewne konceptualne narzedzia.
We wspoélcezesnej kosmologii obserwacyjnej, co warto podkresli¢, modele sa w duzej mierze
autonomicznymi narzedziami praktyki badawczej?.

Zasygnalizowany powyzej optymizm, dotyczacy pojawiajacych sie coraz skuteczniejszych
narzedzi testowania teorii, zbiega sie, miedzy innymi, z probami wyjasnienia problemu
akceleracji Wszechswiata; a w zwiazku z nim kwestii istnienia i natury tzw. ciemnej en-
ergii |7, 8, 9]. Generalnie istnieje przynajmniej kilkadziesiat roznych propozycji ciemnej
energii’. Nie ma powodu tutaj omawiaé¢ ich bardziej szczegélowo. Wszystkie te mecha-
nizmy sa czysto fenomenologicznymi opisami jednymi z wielu, podczas gdy rozwiazanie
zdaje sie dostarczy¢ fizyka czastek elementarnych.

W kontekscie analiz, ktore zamierzamy podja¢ w tej pracy, warto juz na poczatku
zasygnalizowaé¢ pewien wyrézniony punkt widzenia w ocenie danego modelu, mianowicie
jakos¢ i liczbe parametréow uzytkowanych przez model. Istnieje powszechna zgoda, ze
prostota wyraza sie w terminach liczby wolnych (istotnych) parametrow konkurujacych
hipotez (Forster, Sober). Kazda zmienna w modelu wnosi pewna informacje, czyli po czesci
odpowiada za zmienno$é zjawiska. Oczywiscie dazymy do tego, zeby opisa¢ w terminach
modelu to zjawisko jak najdoktadniej. W pewnych sytuacjach modelujacych — przyktad-
owo ukladow zlozonych ze swej natury — uzyskanie takiej 100% zgodnosci z obserwacja jest
niemozliwe. Pomijamy tutaj sytuacje, w ktorej proste uktady opisuja ztozone zachowania,
jak w przypadku chaosu deterministycznego. W takim przypadku argument prostoty mowi
nam, ze powinniémy uwzglednia¢ minimalng liczbe czynnikéw, ktére dadza nam zaktadany
poziom dokltadnosci. Innymi stowy, jesli uporzadkowaé czynniki wedtug ich sity wplywu,
to bierzemy wszystkie powyzej kreski. Takie jest klasyczne statystyczne rozumienie, np.
w duchu wspoétezynnika determinacji, a takze dla AIC. Majac wspotezynnik determinacji
explicite, widzimy granice doktadnosci modelu (stopnia wyjasniania modelu, twierdzac ze
np. R? = 0.90). Natomiast AIC' moéwi, nie tyle o granicy doktadnosci, co o tym, ze od
pewnego momentu uwzglednienie kazdego nastepnego czynnika daje coraz mniejszy wktad
do wyjasnienia zjawiska. W przypadku AIC nie kontrolujemy tej granicy tak, jak dla
wspolczynnika determinacji, ktory ma sens dla uktadow liniowych. Te obserwacje stanowia,
podstawowe intuicje przy konstruowaniu wskaznikow prostoty w pojeciach statystycznych.
Wyobrazmy sobie nastepujaca sytuacje: dysponujemy opisem jakiegos zjawiska przy po-
mocy dwoch réznych modeli, w ktérych wystepuja rézne pojecia majace swoje matematy-
czne formalizacje. Jezeli teraz te modele w jednakowym stopniu wyjasniaja dane zjawisko
(albo oba opisy mieszcza sie w akceptowalnej granicy doktadnosei), nalezy wybra¢ model,
ktory jest konceptualnie prostszy (np. z mniejsza liczba poje¢ matematycznych). Gdyby

Por. Zeidler P., ,Modele teoretyczne jako narzedzia badawcze nauk empirycznych”, wyklad na
Ogolnopolskim Interdyscyplinarnym Seminarium Naukowym z Filozofii Przyrody i Nauk Przyrodniczych,
15 luty 2007 KUL Lublin.

2Dzien 12 lutego 2003r., kiedy Wilkinson Microwave Anisotropy Probe [WMAP] oglasza wyniki bazu-
jace na jednorocznych obserwacjach [3, 4, 5], jest uwazany za poczatek golden age w kosmologii. Obserwacje
te umozliwily wyznaczenie az 22 parametréw. Rodzi sie¢ wowczas koncepcja minimalnego modelu kosmo-
logicznego opartego na 6 parametrach (7, Qa, wd, ws, As, ns) [6]. Parametry te okredlaja tzw. wvanilla
model Wszech$§wiata. Model ten mozna zdefiniowaé przy pomocy kilku parametréw, ktérych pomiar jest
mozliwy przez WMAPa, jesli przyjmiemy pewne okreslone zalozenia teoretyczne.

3Dynamiczna stala kosmologiczna, samooddziatujace pola skalarne z potencjalem — kwintesencje, zmi-
enne w czasie kosmologicznym réwnania stanu, zmodyfikowane réwnania pola w uogdlnionym nieliniowym
lagrangianem L(R) (R — skalar Ricciego), wszech§wiat branowy z dodatkowymi wymiarami, ciecz Chapty-
gina, oddzialujaca ciemna materia i ciemna energia i wiele innych.



sie odwota¢ do kosmologii cierpiacej na problem ciemnej energii, to oznaczatoby wybor
modelu LCDM zamiast innych alternatywnych modeli z ciemng energia. Istotnie jest on
prostszy i lepszy w stosunku do konkurencyjnych, podczas gdy wszystkie posiadaja, z
grubsza biorac, podobng moc wyjasniajaca. Oczywiscie model LCDM jest juz modelem
bardziej ztozonym w stosunku do CDM, lecz jego moc wyjasniajaca jest zdecydowanie
lepsza i dlatego go preferujemy.

Zaistnialg sytuacje nazwijmy problemem istnienia tzw. multiple explanation. W kon-
tekscie naszej pracy chcemy postawié nie tylko, a moze nie tyle, kwestie falsyfikacji danych
propozycji teorio-modelowych, ale zaproponowaé¢ narzedzia oceny wartosci modelu przy
pomocy kryterium Akaike. Zdajgc sobie sprawe z wad i ograniczen zwigzanych z tym
podejéciem, sformutujemy okreslone kontekstualne warunki stosowania tego narzedzia i
zwrbécimy uwage na jego skuteczno$é w osigganiu zamierzonych specyficznych celow w
,srodowisku” badawczym kosmologii wspotczesne;j.

Aby osiagnaé¢ ten cel, nakreslimy na poczatku pewna perspektywe dotychczasowych
rozwazan dotyczacych kwestii prostoty - czym jest, a czym nie jest w kontedcie nauki. Tym
samym czes¢ pierwsza pracy — ogélna, o charakterze metanaukowym — poprzedzi Sciste za-
prezentowanie formalizmu kryterium Akaike (sekcja 2). W czesci trzeciej pracy powrdcimy
do rozwazan o charakterze filozoficznym, ale juz bedacych oceng prezentowanego i badanego
kryterium. Wreszcie zaprezentujemy konkretne studium przypadku stosowania AIC w
odniesieniu do orbit keplerowskich w uktadzie planetarnym.

2 Prostota uwiklana w statystyke

Najbardziej podstawowym kontekstem metanaukowych rozwazan dotyczacych kryterium
prostoty jest kwestia oceny wyjasniania jako takiego. Celem naszej pracy jest nie tylko
wyodrebnienie tych kryteriéw, ktére oznacza i reprezentuje soba, w odniesieniu do nauki,
prostota, ale poszukanie kryteriow dla niej samej, czyli warunkow jej detekcji jako takiej.
Jest to tym bardziej konieczne, ze historia nauki pokazuje, jak réznie nie tylko definiowano
(jesli definiowano), ale i rozumiano zakres nazwy ,prostota”. Wystarczy poréwnaé ze soba
rozne sformutowania tzw. brzytwy Ockhama, ktora zwykle towarzyszy lub zastepuje takie
okreslenia stosowane w odniesieniu do hipotez, jak ekonomicznosé, oszczednosé czy pros-
tota wtasnie. Wymiennmy na poczatek kilka klasycznych sformutowari:

e Kiedy teoria nie moze byé¢ potwierdzona przez dowodd, z dwoch przeciwstawnych sobie
pogladow akceptowaé nalezy ten, co do ktérego mamy najmniej watpliwosci?

e Prostszym jest cos$, co moze by¢ rownie dobrze wyjasnione przy pomocy mniejszej
liczby przestanek.

e J. L. Rodriguez-Fernandez [10, s. 121] cytuje dwa ciekawe sformutowania zasady
prostoty podane przez fizykow:

We are to admit no more causes of natural things than such as are both true
and sufficient to explain their apearances. To this purpose the philosophers
say that Nature does nothing in vain and more is in vain when less will
serve; for Nature is pleased with simplicity and affects not the pomp of
superfluous causes [I. Newton].

4Obviously then it would be better to assume a finite number of principles. Then should, in fact, be
as few as possible, consistently with proving what has to be proved. (por. Arystoteles, w; The Works of
Aristotle into English, Vol. 2. Clarendon).



Everything should be made as simple as possible but not simpler [A. Ein-
stein]|.

Zarowno w tym ,,but not simpler”, jak i w klasycznym ujeciu sensu brzytwy — by nie
mnozy¢ bytéw bez potrzeby — kryje sie samo sedno interpretacji: ,,Gdzie sa granice tego
bez potrzeby?”. Tu kryja sie odpowiedzi na pytania typu: dlaczego proste teorie sg czesto
niedoktadne, a teorie zlozone sg zgodne z doswiadczeniem. W pracy pokazemy, ze dopre-
cyzowania w tym kontekscie domaga sie samo rozumienie funkcji zgodne z doswiadczeniem,
ktore pociaga za soba dwa, okazuje sie nie zawsze zintegrowane, skutki: doktadnosé fitowa-
nia danych empirycznych i zdolnos¢ do predykcji nowych.

Jedng z pierwszych rzeczy, ktora trzeba ustali¢ w rozwazaniach na temat prostoty, jest
podanie podstawowych konotacji, w ktorych to kryterium wystepuje. Wymienia sie pros-
tote przyrody, prostote praw, prostote teorii naukowych, prostote, metodologiczna [11]°.
Prostota stosowana do charakterystyki teorii naukowych takze objawia rozne oblicza (,yver-
sions of simplicity”): okresla sie ja w kategoriach liczby parametrow, prawdopodobieristwa,
stabilnosci, zawartosci tresciowej, informatywnosci (Sober) czy falsyfikowalnosci (Popper).
Tym dwom ostatnim kategoriom poswiecimy w pracy nieco wiecej miejsca.

Prostota rozumiana byta najczesciej w bardzo intuicyjny sposob. Newton [10, s. 121]
taczy prostote z liczba przyczyn zaangazowanych w proces wyjasniania. Wydaje sie, ze
prostote mozna analizowaé niezaleznie od statystyki, ale juz same intuicje Newtona doty-
czace podstawowych cech badanego $wiata — ,,(...)Nature is pleased with simplicity (...)”
— sugeruja przeswiadczenie o pewnej ekonomii, ktéra przynajmniej zaktada wiecksze praw-
dopodobienstwo.

Wérod podstawowych sposobéw szacowania miary prostoty nalezy wymienié:

e Minimum Description Lenght [12].

e Kryterium informacyjne Akaike — AIC (Sober, Forster). Prezentowane szczegotowo
w dalszej czesci pracy.

o Kryteria oparte na statytyce bayesowskiej. Tym samym mozna powiedzieé, ze brzytwa
Ockhama moze byé usprawiedliwona matematycznie jako konsekwencja stosowa-
nia zasady logiki bayesowskiej: hipoteza wyrazona zdaniem zawierajagcym mniejsza
liczbe parametréw uzyskuje wicksze prawdopodobieristwo a posteriori, z tej racji, ze
predykcje, na ktére pozwala, sa bardziej ostre.

Gdy wybieramy krzywa, ktéra ma przechodzi¢ przez dwa dane punkty, rodzi sie pytanie
dlaczego wybierzemy posta¢ y = ax+b, a nie y = ax?+bx +c. Ten prosty przyktad mozna
wykorzystaé, by pokaza¢ trudno$é¢ w wykorzystaniu narzedzi probabilistycznych w analizie
kryterium prostoty. Przedstawmy istote znanego sporu Jeffreys’a z Popperem, ktéry kon-
centrowat sie wokot prawa falsyfikacjonizmu wyrazonego w zdaniu: z jakimi cechami teorii
zwigzana jest jej mniejsza lub wieksza falsyfikowalnosé. Postawmy intuicyjnie zgodny
nastepujacy punkt wyjscia: prostsze hipotezy — wieksze prawdopodobieristwo; ztozone
— mniejsze prawdopodobienstwo. Jaskrawos§é interpretacji widoczna jest w ocenie prior
probability dwoch powyzszych réwnan: rodziny prostych i rodziny parabol.

5Jak sie okazuje, te deskrypcje mozna znacznie rozszerzaé, méwigc o prostocie strukturalnej, pojeciowej,
dynamicznej, ontologicznej, epistemologicznej, formalnej, pragmatycznej, semantycznej, indukcyjnej, log-
icznej, itd.



(1) y=azx+b — (2) y=ar’+br+c

| |

wieksze prawdopodobieristwo poczatkowe — wicksze prawdopodobienstwo poczatkowe,
(wedlug Jeffreys’a) (wedlug Poppera)

bo (2) pociaga (1)

W rzeczy samej, jedng z najlepszych prob reprezentacji problemu prostoty jest proce-
dura wyboru najprostszej krzywej fitujacej dane empiryczne. Sam Popper opisuje wyniki
swojego sporu z H. Jeffreysem [13, s. 117-118] w postaci nastepujacego schematu:

o Jeffreys: prostota = szczuptosé parametréw = wysokie prawdopodobieristwo poczatkowe;

e Popper: sprawdzalno$é¢ = wysokie nieprawdopodobienistwo poczatkowe = szczupltosé
parametréw = prostota.

Intuicje Poppera zawieraja prawie wszystkie elementy rozwijane p6zniej przez Akaike:
a) odejscie od pojmowania prostoty jedynie w kategoriach estetyki teorii i intuicyjnie poj-
mowanej praktycznosci; b) wiazanie prostoty z pojeciem prawdopodobienistwa; ¢) niekon-
wencjonalne wiazanie prostoty z liczba parametréw: wysuwanie przypuszczenia, ze teorie
matematycznie bardziej skomplikowane (ogdlna teoria wzglednosci) sa prostsze niz teorie
o formalizmie mniej ztozonym (teoria grawitacji Newtona). Popper, w odniesieniu do swo-
jego rozumienia, prostoty cytuje ponadto tak wazne refleksje Weyla, ze wymaga ona tutaj
przytoczenia [13, s. 115]:

Dla przyktadu zatézmy, ze dwadziescia przyporzadkowanych par wartosci
(z,y), nalezacych do tej samej funkcji y = f(z), lezy (zgodnie z oczekiwana
doktadnoscia) na linii prostej po naniesieniu na wykres. Wysuniemy wowczas
domniemanie, ze mamy do czynienia ze $cistym prawem przyrodniczym (...)
bytoby nadzwyczaj nieprawdopodobne, by wlasnie tych dwadziescia par dowol-
nie wybranych obserwacji mialo znajdowaé sie na linii prostej, jezeli prawo
brzmialoby inaczej.(...)Jest wiec rzecza zasadniczej wagi, ze owa funkcje, a
raczej klase funkcji, matematycy winni zaproponowaé¢ nam a priori, kierujac
sie jej prostota z matematycznego punktu widzenia.

Te uwage Weyla mozna uogdélni¢ i pokazaé, ze kryje w sobie podstawowe zarzuty stawiane
statystycznym szacunkom prostoty zwigzanym z operowaniem pojeciem prawdopodobieristwa
a priori:

e Co to znaczy, ze na przyktad prawa Keplera posiadaja prawdopodobieristwo w $wietle

obserwacji?

e Co to znaczy, ze uwzgledniamy fakt, ze to prawo ma prawdopodobieristwo przed
rozpoczeciem obserwacji?

Prostota jako kryterium wyboru teorii odgrywa wazna role w rekonstruowaniu dynamiki
nauki. Czesto zwraca sie uwage na znaczenie zmian, na ktore wplywa zastosowanie brzytwy
Ockhama: rozwijanie samej teorii, jak i radykalna zmiana paradygmatu. Wspomniany J.



L. Rodriguez-Fernandez [10] charakteryzuje skutki dziatania zasady prostoty jako swoiste
obosieczne ostrze brzytwy, ktére potwierdza sukces lub przyczynia sie do porazki teorii. W
tym kontekscie wazne jest zastrzezenie P. Kawalca [14, s. 233], ktory poddaje krytycznej
analizie proby zrownania prostoty i informatywnosci, by kryterium prostoty nie traktowaé
jako wylacznego a zwlaszcza finalnego w ocenie testowanych hipotez.

Bardzo wazne jest podkreslenie tego, co kryterium prostoty implikuje przede wszystkim:
mozliwo$¢ modelowania rzeczywistosci przy uzyciu ekonomicznych srodkéw — najprostszych
hipotez. Nie pociaga to natomiast za soba wniosku, ze sama natura jest prosta, lub ze
zyjemy w najprostszym ze swiatow. Kryje sie tu idea efektywnosci w proponowanym wy-
jadnianiu, co wiaze si¢ naturalnie z ryzykiem uzyskania i operowania teorig nieprawdziwa.
Juz teraz warto, wyprzedzajac tok naszych analiz, postawi¢ teze, ze kwestia prawdziwosci
teorii czy modelu okaze sie, w $wietle analizowanych kryteriéw ekonomicznosci w wyjasnia-
niu, zrelatywizowana jako jedna z kilku skorelowanych wspohrzednych /wartosei osiaganych
jako cele operowania danym modelem. Niektérzy wysuwaja bardziej ogdlne przypuszcze-
nie, ze prostota pojawia sie w kontekécie uzyskanych rezultatow poznawczych jako wartosé
konkurencyjna lub komplementarna w stosunku do prawdy [11, s. 9|. Prace N. Cartwright
[15] czy M. Morrison pokazaly, ze pojecie prawdziwosci teorii w hierarchii celow jej staw-
ianych traci swoja range; moéwi sie chyba coraz czesciej o teorii najlepszej, ale i zdanie
tego typu nigdy nie uzyskuje cech obiektywnosci, lecz jest zawsze w kontekscie pewnego
systemu, czy nawet pewnej ontologii. W okreslaniu relacji miedzy modelem a rzeczywis-
toscia szczegdlny nacisk jest polozony na moc opisows i wyjasniajaca modelu. W ujeciu
realistycznym jedna z fundamentalnych cech teorii fizycznej jest wlasno$é aproksymowania
rzeczywistosci [16]. Czesto aparat symboliczny uzywany w procesie konstruowania praw
fizyki jest zbyt prosty, by reprezentowaé¢ wszystkie aspekty badanej rzeczywistosci. Nie-
uniknione stosowanie przyblizen jest zwigzane takze ze stopniem ztozonosci sformutowarii:
»The more complicated the laws becomes the greater its approximation” [16, s. 149].

Powyzsze rozwazania dotycza prostoty rozumianej jako wartosé¢ lub kryterium poz-
nawcze. Te problemy, charakteryzowania pewnej odpowiednio$ci miedzy teorig i doswiad-
czeniem, wiklaja w nasza dyskusje przynajmniej dwa stanowiska: konwencjonalizm i em-
piryzm. Konwencjonalizm wskazuje na to, ze teoria i do§wiadczenie sa nieizomorficzne ze
soba. Przypomnijmy w tym miejscy zgrabne ujecie intuicyjne Einsteina: model ma by¢
prosty, ale nie zbyt prosty; powiedzielibySmy — prostota, ale nie za wszelks cene. Nalezy
pamietaé o czyms, co moznaby nazwaé zasadg adekwatnosci, ktora wyraza sie w przeko-
naniu, ze teoria czy model winny posiadaé¢ podobny stopien ztozonosci, jak samo zjawisko,
ktore chcemy opisa¢. Empirysta natomiast, ktoéry ogranicza wszystkie Zrodta wiedzy do
doswiadczenia, w tym fakcie widzi istote problemu prostoty. Twierdzi, ze do skutecznego
uprawiania, na przyktad fizyki nie potrzeba zatozen filozoficznych. Czasem taki bezzaloze-
niowy empiryzm praktyczny nazywa sie fundamentalizmem epistemologicznym [17, s. 68|.
A. Grobler stusznie podkresla te wieloznacznosé, ktora ujawnia sie w momencie prob przyp-
isania teorii cech prostoty. Szczegdlnie znamienna jest uwaga o falsyfikacjonizmie, ktory
faworyzuje teorie prostsze w sensie liczby istotnych parametrow (,hipoteza okreznego ruchu
planet jest prostsza od hipotezy orbit eliptycznych”) [17, s. 79|. Natomiast nasza analiza
dzialania kryterium Akaike prowadzi do wniosku, w tym przypadku, zgota innego. By¢
moze to jest jedna z zalet AIC (ktore przeciez karze model za nadmiarowe parametry), ze
jako prostszy wyodrebni model toru eliptycznego [por. Sekcja: ,AIC w dziataniu”).

Zdecydowanie najpowazniejszy problem, ktéremu trzeba stawié¢ czota, stosujac kry-
teria prostoty oparte na analizach prawdopodobienistwa, pojawia sie jako konsekwencja
przyjecia tezy, ze dane empiryczne nie sg w stanie catkowicie okreéli¢ teorii. Moéwimy o
problemie indukcji, czyli mozliwosci jednoznacznego wyznaczenia prawa, ktére jest uogol-



nieniem danych empirycznych. Widaé¢ to juz w podejmowanym problemie doboru krzywej,
ktora jest reprezentacja wynikow doswiadczenia (jesli zbior danych przedstawimy jako zbior
punktow w uktadzie wspotrzednych). Problem indukeji jest wyraziscie eksplikowany w tzw.
paradoksach potwierdzania (paradoksach konfirmacji). A. Grobler w swojej Metodologii
poddaje je bardziej szczegolowej i interesujacej analizie [17, s. 55-61]. Tutaj ich obec-
nos¢ jedynie sygnalizujemy, by przynajmniej ogélnie okresli¢ srodowisko, w ktoére wkracza
kryterium Akaike.

3 Formalizm kryterium Akaike

Modele kosmologiczne, okreslone w terminach réwnan rézniczkowych, posiadaja pewne
nieznane parametry, ktore dofitowujemy z obserwacji - problem testowania modeli kosmo-
logicznych (estymacji parametrow z obserwacji). Niezaleznie od tego mozemy poréwnywaé
rozne modele z punktu widzenia ich opisu danych empirycznych. W tym kontekscie wazng
role odgrywa kryterium Akaike.

We wspoblcezesnej kosmologii obserwacyjnej mamy do czynienia z problemem degener-
acji. Mianowicie wiele modeli kosmologicznych (opisujacych Wszech$wiat) jest zgodnych z
danymi empirycznymi. Aparat matematyczny, na ktorym bazuje sie w selekcji i testowa-
niu modeli to metody statystyczne, a méwiac écislej analiza bayesowska®, [22, 23] w ktorej
rezygnuje sie z pojecia losowosci na rzecz zdan prawdopodobnych. Rozwazania prowadzi
sie w przestrzeni bayesowskiej:

(D, %(D),p(D,0)),

gdzie D — zbior wartosci danych empirycznych (wyniku obserwacji) X;, gdzie i =1,..., N,
D — wektor hipotez (X71,..., Xy) o wartoSciach w zbiorze D:

D ={x;}, i=1,...,N, gdzie N — liczba pomiaréw

(D) - o-cialo podzbiorow D.
p(D,0) - funkcja tacznej gestosci dla wektora obserwacji D i wektora parametrow 6:

p(D,0) = p(DI|0) - p(#),D C R", gdzie n — wymiar przestrzeni

Jednym z kryteriow pozwalajacych na przeprowadzenie selekcji modeli, nie tylko kosmolog-
icznych jest kryterium Akaike - AIC' (Akaike Information Criterion) [24, 25]. Nalezy jednak
zwrocié uwage na to, ze AIC jest estymatorem informacji KL, czyli funkcja pozwalajaca
oszacowaé, aproksymowaé wartosé metryki Kullbacka-Leiblera. Kryterium Akaike” ma za-
tem uzasadnienie na gruncie teorii informacji, a nie teorii bayesowskiej. Stad nie jest ono
kryterium bayesowskim®. Poddamy teraz AIC szczegbtowe]j analizie i pokazemy jego Scisty
zwiazek z zasadg minimum entropii informacyjnej.

5Ujecie statystyczne - operowanie na zmiennych losowych [18, 19, 20], ma swoich zwolennikéw. Nalezy
do nich m. in. E. V. Linder [21], ktéry preferuje fitowanie parametréw modeli przy uzyciu metod statysty-
cznych nad techniki bayesowskie selekcji modeli. Do zalet podejécia klasycznego (statystycznego) Linder
zalicza m. in. (1) fitowanie parametré6w nie wymaga wyboru rozktadéw a priori (priorow), (2) jezeli
podzbiér danych empirycznych nie potwierdza parametréw (parametry nie fituja tego podzbioru), to moze
to oznaczaé, ze nalezy zbior parametréw modelu rozszerzy¢ lub zmniejszyé, (3) modele maja charakter
fizyczny tzn. ich parametry maja (lub powinny mieé) fizyczne znaczenie - nie sg tylko pewnym sposobem
reprezentowania wynikow obserwacji.

"Podobnym kryterium do AIC jest BIC = —2InL + kln N, z tym ze BIC (Bayesian Information
Criterion) jest kryterium bayesowskim (ma podstawy w teorii bayesowskiej). Szersze omoéwienie BIC
mozna odnalezé¢ w artykultach [26, 27, 28|.

8Bayesowska wersja AIC jest EAIC (Expected AIC), gdzie wyznacza sie warto$é oczekiwang rozktadow
a posteriori, a nie maximum funkcji wiarygodnosci jak w przypadku AIC.



3.1 Informacja Kullbacka-Leiblera

Kryterium Akaike jest estymatorem informacji (metryki, entropii) Kullbacka-Leiblera (K L),
ktora okreslona jest wzorem:

> f(xi)In g{g’g) ,i=1,...,n ,f1igrozklady hipotez dyskretnych

I(f,9) = (1)

Jgn f(z)In %dl’, r€R" , [ 1 g - rozklady hipotez ciaglych

Przez f rozumiemy rozklad prawdziwego - nieznanego modelu (true model), ktory jest
aproksymowany przez rozktad g modelu teoretycznego M;. Stad f nie zalezy od 6 -
parametréw M;, natomiast g zalezy od 6. Inaczej moéwiac, f definiuje sie jako niez-
nang prawde, rzeczywisto$¢ (model prawdziwy), ktora aproksymujemy modelem M;, zas g
odzwierciedla model teoretyczny M;. Udcidlajac:

f(x) - rzeczywisty rozktad modelu (rozklad modelu prawdziwego). Tego rozktadu nie
znamy,

g(z,0) - rozktad modelu teoretycznego M;, przy zatozeniu, ze model M; jest poprawny tzn.
okreslone sa jego parametry i rozklady a priori (priory) tych parametrow.

Metryka KL jest stosowana do okreslania odlegto$ci pomiedzy dwoma rozktadami praw-
dopodobienistwa f i g. Wartos¢ I(f,g) przyjmuje zawsze wartosci dodatnie, przy czym
I(f,9) =0, gdy f = g. Zauwazmy ponadto, iz informacja Kullbacka-Leiblera nie speknia
warunku symetrycznosci, czyli I(f,g) # I(g, f). Zatem nie jest to metryka w doktadnym
sensie matematycznym. Entropia K L stanowi rozszerzenie entropii Shannona.

Definicja

Entropia Shannona (Srednia ilo$é informacji) okreslona jest wzorem:

Yapla)I(a) =—3,p(a)logyp(a) , A ma roztad dyskretny
H(A) =
Jpp(@)I(z) = — [pp(x)logyp(z) A ma rozklad ciagly

gdzie A jest zmienng losowa® oraz

I(a) = log, Wla) , A ma rozktad dyskretny

I(z) = log, ﬁ , A ma rozklad ciagly

I(o) - ilos¢ informacji potrzebna do scharakteryzowania zdarzenia o, ktérego miara prob-
abilistyczna (prawdopodobieristwo) wystapienia wynosi p(a) lub p(z).

Entropi¢ KL rozumie si¢ jako informacj¢ tracona, gdy rzeczywistos¢ (model prawdziwy)
aproksymujemy modelem M; (moéwiac Scislej: gdy ¢ jest uzywane do aproksymacji f).
Biorac to pod uwage, metryki Kullbacka-Leiblera nie mozna uzywaé¢ do selekcji modeli,
poniewaz zalezy ona od nieznanego rozkladu f (nieznanej nam prawdy). Stad koniecznosé
stosowania estymatorow Kullbacka-Leiblera, do ktorych zaliczana jest funkcja AIC (kry-
terium Akaike). W przypadku metryki K L zachodzi nastepujaca zaleznosé: im mniejsza
warto$¢ (mniejsza odlegtosé pomiedzy f i g) I(f,g) tym lepszy model teoretyczny M;
(model teoretyczny M; lepiej aproksymuje model prawdziwy). Czyli najlepszy model teo-
retyczny to taki, ktory najlepiej aproksymuje model prawdziwy - odlegtosé I(f,g) jest
najmniejsza. Ujmujac to inaczej, im mniejsza jest odlegto$¢ pomiedzy nieznana prawda, a
modelem teoretycznym, tym bardziej jest on z nig zgodny.

9W podejéciu bayesowskim hipoteza.



W kontekscie naszych rozwazan dotyczacych selekcji modeli kosmologicznych skupimy
sie na postaci catkowej metryki Kullbacka-Leiblera (zalozenie o jednostajnym (ciagtym)
rozkladzie parametrow 6; modelu M;):

1.9 = [ o) 50 do @

g(x,0)

Bazujac na (2) informacje K L mozna zapisa¢ w postaci:

1(£.9)= [ f@ W (@)de = [ f@)ngla.0)dz = Byl f(a)) = Eyllng(z,0)),  (3)

gdzie Ey - wartos¢ oczekiwana obliczona dla funkcji f(z).

Jezeli Ef[ln f(x)] = const., czyli prawda jest ustalona, to minimalizacja I(f,g) jest
réownowazna maksymalizacji E¢[lng(x,6)] '° - nieznanej prawdy. Korzystajac z wzoru
(3) i informacji zawartych w ostatnim zdaniu przedstawimy zarysowo dowod kryterium
Akaike!! przy nastepujacych zatozeniach: (a) model prawdziwy to jeden z modeli z klasy
rozwazanych modeli teoretycznych, czyli f = g(x,#), (b) nie znamy parametréw'? modelu
teoretycznego (aproksymujacego), (c) szukamy estymatora I(f, g) dla konkretnego modelu
z (b) tzn. modelu o nieznanych parametrach:

Nasze zadanie polega na wyznaczeniu maksimum i minimum FE¢[In g(x,6)]: nie wchodzac
w zawile szczegoly dowodowe!® [31] podajmy, iz nieobciazony estymator [E¢[ln g(z, 6)]] 0—5
dla danego modelu moze przyjaé postaé Ef = %(mi — k) tzn.

E[Ef] = [Ef[lng(xae)ﬂgz/g\ >

gdzie L - maximum funkcji wiarygodnosci, N - liczba danych empirycznych, k - liczba
parametréw modelu, 0 - estymator wektora 6. Przy ustalonym N: max[E flng(z,0)]],_5=
max(lnf/ —k)= InL — k. Wykazalismy zatem, ze entropia KL przyjmuje warto$¢ mini-
malng dla ustalonej liczby obserwacji, gdy max [E[In g(z, 0)]] 0—p = InL— k.

Przy danych g(x,0) oraz f(x)' istnieje taka warto$¢ 6, ze metryka K-L przyjmuje mini-
malng wartosé¢ - zasada minimalnej entropii. Podamy teraz fakt [32], ktory ma decydu-
jace znaczenie przy wyprowadzeniu kryterium Akaike (zarys dowodu znajduje sie powyzej):
Przy maksymalnej gestosci prawdopodobienistwa estymatora 6 dla wektora 6 zachodzi
warunek: wektor 6 ma taka wartosé, ze I(f, g) osiaga warto$¢ minimalna. Czyli uyjmujac to
prosciej kryterium Akaike jest wyprowadzone przez estymacje (aproksymacje) minimalne;j
entropii Kullbacka-Leiblera.

10Na mocy prawa wielkich liczb za estymator wartosci oczekiwanej funkcji mozna przyjac¢ wartosé srednia
z wartosci tej funkcji dla posiadanych obserwacji. Stad estymatorem E[ln g(z,0)] - nieznanej prawdy jest
E= % ZZ=1 In g(zk, 0) - wielko$¢ znana, n - liczba danych empirycznych. Zatem rozwazania matematyczne
prowadzimy w oparciu o estymator E¢[ln g(z, 0)].

"Podajmy, iz dowod AIC czesto przeprowadza si¢ w spos6b analogiczny, ale przy zalozeniu, ze dane
empiryczne to zmienne losowe. Wéwcezas 0 to statystyka, a wiec entropia K-L to tez statystyka. W takim
podejsciu analizie podlega Ef[I(f,g)], a nie I(f,g).

12Aby je okregli¢ klase modeli zawezamy do jednego modelu, a nastepnie wykonujemy dosyé zawite
zabiegi matematyczne, ktére pomijamy.

3Dowod, w ktorym rezygnuje si¢ z zalozenia (a), zaproponowal T. Takeuchi [29]. Uzasadnienie AIC
moze by¢ rowniez przeprowadzone w formalizmie bayesowskim [30].

14 Jest to wielko$¢ nieznana, zatem nie mozemy skorzystaé z niej w rozwazaniach matematycznych. W
zwiazku z tym, zeby uzyskaé taka mozliwos¢ mozemy: (1) wlaczyé model prawdziwy do zbioru modeli
aproksymujacych (teoretycznych) tzn. f(z) = g(z,0) lub (2) wyznaczy¢ estymator f(z) (o ile da sie to
zrobic).



3.2 Rozne postacie AIC

3.2.1 W terminach funkcji wiarygodnosci

AIC = —2In L + 2k, L = max{L(6;, D) > 0, (4)

gdzie L(6;, D) - funkcja wiarygodnosci dla parametréw modelu 6; i danych empirycznych
D (moéwiac $cislej zbioru wartosci danych empirycznych f?),

k - liczba sktadowych wektora parametrow 6 modelu (liczba parametréw modelu).
Zauwazmy, iz we wzorze na AIC wystepuja dwa wyrazenia. Podamy teraz ich funkcje:

L - okresla stopien fitowania modelu (zgodno$é modelu z danymi empirycznymi),

2k - okresla stopien zlozonosci (skomplikowalnosci) modelu.

Zatem 2k interpretujemy jako czynnik karzacy (penalty term) lub uzywajac terminologii
filozoficznej czynnik Ockhama (Ockham factor), czyli wyrazenie karzqce modele za posi-
adanie dodatkowych (nadmiarowych) parametréw.

Uscislajac mamy do czynienia z sytuacja, gdy model scharakteryzowany przez parametry
istotne jest zgodny z danymi empirycznymi (jak najmniejsza warto$¢ AIC), natomiast
model zawierajacy oprocz parametrow istotnych parametry dodatkowe (nieistotne) gorzej
fituje wyniki obserwacji (dane empiryczne) tzn. AIC osiaga stosunkowo duza wartosc.
Odwotujac sie do formalizmu matematycznego zachodzi nastepujacy warunek:

Dla modeli okreslonych za pomocg parametréow istotnych funkcja AIC' jest malejaca, nato-
miast dla modeli zawierajacych oprocz parametrow istotnych parametry dodatkowe (nieis-
totne) funkcja AIC jest rosnaca.

Czynnik karzacy moze byé zapisany w terminach ewidencji (evidence)'®, przy zalozeniu,
ze p(8]D, M) jest nie znormalizowana gestoécia ¢ dla wektora parametrow 0. Wtedy:

E = p(D|M) = /p(eyp, M)do = - (27)5Vdet C - p(@|M) = L - OF, (5)

gdzie OF - penalty term (Ockham factor), 0 =00 b, L - maximum funkcji wiarygodnosci,
d - liczba sktadowych 6, C' - macierz kowariancji'?, 0 - estymator 6, p(§|M) - gestosé a
priori estymatora 6, 0y0p - moda p(6|D, M), czyli wektor, w ktorym gestosé¢ p(6|D, M)
osiaga maximum. Wedlug ewidencji E, okreslonej wzorem (5), bardziej zlozone modele
(o wiekszej liczbie parametrow istotnych) zajmuja wieksza objeto$é przestrzeni wektora
parametréw 6 niz modele mniej ztozone (o mniejszej liczbie parametrow istotnych).

Jezeli § ma jedng sktadowa (6 jest hipoteza jednowymiarowa) o gestosci a priori p(0|M) =
Aig, gdzie AO to przedzial dozwolonych wartosci dla rozwazanego parametru, to OF =

% = %, czyli jest to stosunek objetosci zajmowanej przez gestosé a posteriori
0 - p(0|D, M) do objetosci zajmowanej przez gestosé a priori 6 - p(0|M) w przestrzeni

Vpostem'or —

wektora 6. Ponadto zachodzi zaleznos¢ log = ], gdzie I interpretuje sie jako ilog¢

Vp'rio'r
informacji o parametrach modelu po zgromadzeniu danych empirycznych!'®. Zauwazmy, iz
im wiecej mamy informacji o parametrach modelu na podstawie obserwacji, tym wiekszy

. V; ; L. . . . .
jest OF = % (Viposterior rOSDie, & Virior maleje), a tym samym wieksza ewidencja

(E = L. OF) dla tego modelu. Stosunek M mozna réwniez rozumieé jako objetosé
prior

5 Wyprowadzenie mozna znalezé w artykule [33].

1tzmn. fR" p(0|D, M)dd #1 - 60 rozklad ciagty ub > p(0:i|D, M) # 1 - 0 rozklad skokowy.

1"Na przekatnej znajduja sie wariancje odpowiednich skladowych, natomiast na pozostalych miejscach
kowariancje odpowiednich sktadowych.

18Stad log OF ~ I.
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w przestrzeni parametréw nie wykorzystywana (wasted - marnowana) przez model, czyli
niepotwierdzona przez obserwacje. Zatem im mniejszy jest OF', tym wiecej objetosci jest
nie wykorzystywanej, a stad ewidencja dla modelu staje si¢ coraz mniejsza ( E = L-OF
maleje, bo OF maleje).

3.2.2 W terminach funkcji x?

Celem podania innej postaci kryterium Akaike musimy zdefiniowaé¢ btedy gaussowskie.

Z dokonywaniem obserwacji (pomiaréw) dowolnej wielkosci fizycznej przyjmujacej wartosci
rzeczywiste wiaze sie wystepowanie btedéw pomiarowych, ktore rozumiemy wtedy jako
hipotezy o rozkladzie normalnym. Wprowadzmy zatem pojecie bledéw gaussowskich [34]:
Niech e bedzie hipoteza oznaczajaca btad obserwacji (eksperymentu) dowolnej wielkosci
fizycznej przyjmujacej wartosci rzeczywiste. Hipoteze e mozna zapisaé jako sume hipotez
e; (modelowaé jako sume mniejszych bledow (wktadow) e;):

6256’7;
i

gdzie e; ma rozklad normalny (Gaussa) oraz e; speliaja centralne twierdzenie graniczne
(CTG) tzn. zachodzi warunek:

) — O(z) = — ex —t—dt
N PEEEE <0 — o p(-2)

Jedli zatozymy gaussowski rozktad btedéw, to zachodzi nastepujaca zaleznosé:

2

f/ocexp(—%):>X2o<—21nf/<:>x2:b[—21nf/],b>0 (6)

Stad AIC przyjmuje postaé:
AIC = x? + 2k, x? - efektywna funkcja x? (7)
gdzie x2 = N, X2, X; - niezaleszne sktadowe wektora obserwacji (hipotezy) o takim

samym rozkladzie N(0,0). Zatem AIC ma rozktad Gaussa, czyli jest opisywany przez
krzywa Gaussa. Gdy k = 0, czyli model nie jest okreslony przez zaden parametr, to
AIC = X2.

Wartosé x? odgrywa istotna funkcje w estymacji parametréw i ocenie jakosci dofitowania.
Stuzy ona do wyboru parametrow modelu w taki sposéb, aby jak najlepiej fitowal on dane
empiryczne. Innymi stowy wartogé x? odpowiada za znajdowanie najlepszych parametrow
modelu, ale nie mozna jej stosowaé do selekcji modeli. Zauwazmy, iz dla réznych rozktadéw
danych emplrycznych otrzymujemy rézne postacie funkeji wiarygodnoscil?, a stad rézne
wzory na x? (% o 2111L)

3.2.3 W terminach krzywych dofitowanych do danych empirycznych

Kryterium Akaike mozna zapisa¢ w innej postaci, mianowicie w terminach krzywych (funkcji)
dopasowanych do danych empirycznych. W tym celu oméwiony zostanie problem fitowa-
nia krzywych (curve fitting problem) [36]. Najbardziej ogolna forma tego zagadnienia
wystepuje w wielu kontekstach. W tym przypadku przedstawimy je w prostej postaci:

9Mozna sie z nimi zapoznaé¢ w artykule [35].
20WW takim sensie, iz N - liczba sktadowych wektora obserwacji wynosi 2. Czyli rozwazamy dwie dane
empiryczne.
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Dysponujemy pewnymi danymi empirycznymi z i y?!, ktére umieszczamy w ukladzie
kartezjariskim o osiach x i y. Formulujemy hipoteze o postaci funkcji jednej zmiennej
okreslajacej zwigzek pomiedzy tymi danymi w rozpatrywanym ukltadzie kartezjariskim.
Rozwazmy przyktady takich hipotez:

(1) zwiazek pomiedzy danymi ma charakter liniowy tzn. y = ajx + ap + N(0,0?),
ai,ag = const. - parametry krzywej, N(0,0?) - btad pomiaru.

(2) relacja pomiedzy danymi jest kwadratowa tzn. y = asx?® + ajx + ag + N(0,0?),
ai,ag, ay = const. - parametry krzywej, N(0,c?) - blad pomiaru.

Zauwazmy, iz bez podania konkretnych wartosci staltych w funkcji okreslajacej zwiazek
pomiedzy danymi mamy do czynienia z rodzina krzywych (family of curves) - w naszych
przyktadach rodzing linii prostych i rodzina parabol. Uogblnienie rozpatrywanego prob-
lemu (problemu fitowania krzywych) polega na rozwazeniu N sktadowych wektora ob-
serwacji o wartosciach w zbiorze N elementowym. Wtedy funkcja opisujaca relacje pomiedzy
obserwacjami bedzie funkcja N — 1 zmiennych. Metoda pozwalajaca na dopasowanie
rodziny krzywych (w szczegolnosci krzywej) do danych jest metoda najmniejszych kwadratow
polegajaca na mierzeniu odlegtosci pomiedzy rodzing krzywych a obserwacjami - im mniejsza
jest ta odlegtosé, tym lepiej rodzina krzywych fituje dane. Uogoblnieniem tej metody jest
metoda najwickszej wiarygodnosci, ktora moze by¢ stosowana przy dwoch zalozeniach: (1)
dane empiryczne obarczone sa btedem, (2) hipoteza dotyczaca postaci funkcji okreslajacej
relacje pomiedzy danymi jest poprawna. Metode ta mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposob:
krzywa najlepiej fitujaca dane empiryczne to taka krzywa, ktora jest najbardziej praw-
dopodobna.

AIC jako kryterium shuzace do selekcji modeli w terminach krzywych dopasowanych do
obserwacji rozumie sie jako selekcje rodziny krzywych na podstawie danych empirycznych.
Mianowicie:

AIC = —2In L(F) + 2k, (8)

gdzie F' - rodzina krzywych, L(F') - maksimum funkcji wiarygodnosci dla F', k - liczba
parametrow (stalych w funkcjach wyrazajacych relacje pomiedzy danymi) rodziny krzy-
wych, 2k - okredla stopien ztozonosci rodziny krzywych - wyrazenie karzace rodzine krzy-
wych za posiadanie duzej liczby parametrow (im wieksze k tym wiekszy stopien ztozonosci).
AIC mozna okresli¢ jako funkcje karzaca maksymalnego prawdopodobienstwa (penalised
maximum likelihood function). Najlepsza rodzina krzywych to taka, dla ktorej AIC osiaga
minimalng wartosc.

3.3 Funkcja AIC

Kryterium Akaike [37] stosuje sie do odrozniania istotnych parametrow modelu, dzieki
ktorym fituje on dobrze dane empiryczne od parametrow dodatkowych (extra parameters)
zwiekszajacych jedynie og6lnosé modelu, ale nie majacych znaczacego wpltywu na poprawe
dopasowania modelu. Innymi stowy, AIC shizy do filtracji nadmiarowych parametrow,
ktore w nie istotny sposoéb poprawiaja dopasowanie modelu do danych empirycznych.
Najlepszy model to taki, ktory minimalizuje AIC (AIC osiaga najmniejsza wartosé) -
minimalizuje informacje Kullbacka-Leiblera (patrz wzor (1)) tzn. minimalizuje ilo§é¢ infor-
macji utraconych, gdy model prawdziwy - nieznana prawda, rzeczywisto$é jest aproksy-
mowana przez model najlepszy. Zatem kryterium Akaike pozwala stwierdzi¢, ktory z
rozwazanych modeli najlepiej aproksymuje rzeczywistosé - jest najbardziej zgodny z danymi
empirycznymi (najlepiej fituje dane empiryczne).

21Uscilajac sa to wartosci wektora obserwacji ztozonego z 2 sktadowych.
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AIC moze byé stosowane, gdy dysponujemy odpowiednio duzg liczba wynikow obserwacji.
Najczesciej przyjmuje sie, iz liczba danych empirycznych musi byé duza®? w poréwnaniu z
liczba parametréw najbardziej ztozonego (skomplikowanego) modelu z klasy rozwazanych
modeli. Ponadto wykazuje sie?3, iz kryterium Akaike ma te wlasnosé, ze gdy do zbioru roz-
patrywanych modeli wlaczymy model prawdziwy, czyli najlepszy (najbardziej poprawny),
to nawet dla bardzo duzej liczby obserwacji AIC nie zawsze go wskaze jako najlepszy. AIC
zatem nie jest kryterium konsystentnym (niesprzecznym, spéjnym)?4.

AIC daje stabe wyniki, gdy?:

(1) model stabo fituje dane empiryczne bez wzgledu na liczbe parametrow.

(2) dane empiryczne sa zbyt stabe, zeby ograniczy¢ (wyeliminowaé) parametry nadmi-
arowe (w nie istotny sposob poprawiajace fitowanie modelu) modelu.

Kryterium Akaike odwotuje sie do brzytwy Ockhama (Occam razor). Mianowicie gdy dwa
modele fituja dane empiryczne w rownym stopniu (réwnie dobrze), czyli L= Eg, to prefer-
owany jest model prostszy tzn. z mniejsza liczba parametrow (mniejsza wartosé AIC):

AIC, = —2InL;+ 2k,
AIC, = —2InLy+ 2ko,

W przypadku, gdy k1 < ke, to AICy) < AIC,.

Wida¢ stad, iz AIC rozpatruje si¢ w kontekscie prostoty?S [por. [38]] - modele prostsze
(o mniejszej liczbie parametréw) sa bardziej zgodne z danymi empirycznymi niz modele
bardziej ztozone (o wiekszej liczbie parametrow).
Dla AIC mozna zdefiniowaé nastepujaca wielkosé?:

AAICZ = AICi—AICmin, izl,...,K,
AAIC; = 0 dlanajlepszego modelu (AIC; = AICn) 9)
AAIC; > 0 dla pozostalych modeli (AIC; > AICwin)

N~

gdzie

AIC; - wartosé funkcji AIC dla i-tego modelu,

AICnin = min{AIC;,i =1,..., K} - najlepszy model wybrany sposréd K-modeli.
ANAIC; mozna interpretowaé jako ilo§¢é utraconej informacji, gdy nieznang rzeczywistosé
(model prawdziwy) aproksymujemy modelem 7, a nie najlepszym modelem z rozwazanego
zbioru modeli. Mozna ja zastosowaé¢ do selekcji modeli, mianowicie im wicksze AAIC;
dla i-tego modelu, tym mniejsze prawdopodobienstwo, iz jest on aproksymacja modelu
prawdziwego. Ujmujac to doktadniej:

ANAIC; € (0,2) - model i ma prawie takie same potwierdzenie empiryczne jak model
najlepszy (waznosé i-tego modelu wzgledem modelu najlepszego jest znaczaca).

NAIC; € (2,4) lub AAIC; € (4,7) - model i ma mniejsze potwierdzenie empiryczne od

22Probka jest stosunkowo mata dla % < 40, N - liczba danych empirycznych.

BMowiac scislej symulacje komputerowe.

24Konsystentna wersja AIC to CAIC (sformutowana przez Bozdogana), mianowicie: CAIC = —21n L+
kE(InN +1).

2Te warunki odnosza sie takze do BIC.

26Pojecie prostoty jest niejednoznaczne. Omoéwienie réznych jego uje¢ w filozofii nauki mozna odnalezé
w pozycji [11].

2TInterpretuje sie ja jako quick ’strenght of evidence’ for considered model with respect to the best one
czyli szybkosé fitowania (sity dowodu - sity ewidencji) modelu ¢ w odniesieniu (w stosunku) do modelu
najlepszego (AICmin) Inaczej mowiac jest to pewna skala méwiaca nam o ile dany model jest gorszy od

modelu najlepszego.
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modelu najlepszego (waznosé i-tego modelu wzgledem modelu najlepszego jest widocznie
mniejsza).

AAIC; > 10 - model ¢ jest praktycznie nie dopasowany do danych empirycznych (brak
waznosci i-tego modelu wzgledem modelu najlepszego).

W przypadku gdy N - liczba sktadowych wektora danych empirycznych (liczba danych
empirycznych) jest mala: % < 40 kryterium Akaike przyjmuje postaé¢ (Sugiura 1978) [39]:

2%(k +1)

AIC, = AT
C CH T

(10)

Zauwazmy, iz dla duzych N (N > k): AIC, = AIC. Natomiast dla matych N (N ~ k)
2k(k+1)
N—k—1
Wzgledna sita ewidencji (dowodu) modeli?® (dopasowanie do danych empirycznych) moze

by¢ modelowana jako maksimum z nastepujacej funkcji wiarygodnosci [32]:

czynnik karzacy, czyli 2k + jest wieksze niz czynnik karzacy dla AIC.

1
Ly =max{L(g;, D)} x exp{—gAAIC’i}, ¢i- rozklad modelu teoretycznego M;

i (11)
gdzie L, 4 nazywane sa wagami Akaike (Akaike weights) - w;. Odpowiednik wag Akaike w
podejéciu bayesowskim (formalizmie bayesowskim) to p(M;|D), przy zalozeniu, ze wszys-
tkie rozwazane modele sa jednakowo prawdopodobne, mianowicie:

_LAAICG
xp{ 3 b . (12)

POMELD) SR exp{—3 AAIC,}

Z ostatniego wzoru wida¢, iz model minimalizujacy AIC to model o najwiekszym p(M;|D),
natomiast im wigksze AAIC;, tym mniejsze p(M;| D).
Uzywajac AIC,. wzor na wagi Akaike przyjmuje postac [28]:

exp{— % AAICW-}
YK exp{-in4aIc,,}

w; = (13)
gdzie K - liczba modeli, AAIC.; = AIC. — AIC;, ANAIC,, = AIC. — AIC,, AIC; -
warto$¢ AIC' dla i-tego modelu, AIC, - wartos¢ AIC' dla r-tego modelu.

Istotna wielkoscia, jest savvy prior, ktory wprowadza sie jedli chcemy interpretowaé wagi
Akaike za pomoca bayesowskich posterioréw. Wielkosé ta zalezy od ilosci danych oraz
liczby parametrow i okredlana jest wzorem:

explki(3 In N — 1)]
Y explk;(3In N — 1))

1 1
p(M;) = Cexp{iABICi — §AAICZ-} = (14)

gdzie
1

C=:x 1 1 )
> =1 exp{5 ABIC;} exp{—5AAIC;}

gdzie ABIC; = BIC; — BICyin, NAIC; = AIC; — AICwn, BIC = —2InL+kInN =
x2 4+ kIn N, k - liczba parametréw modelu, N - liczba danych empirycznych. Najlepszy
model to taki, dla ktérego BIC osigga najmniejsza wartosé.

Dla ustalonej liczby danych empirycznych p(M;) zalezy tylko od liczby parametrow M.
Prior jest wiekszy dla modeli o wiekszej liczbie parametréw - preferowane sa a priori

2Brelative strenght of evidence for models.
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modele bardziej zlozone?®. Dla savvy prior zachodzi nastepujaca zaleznosé: im wicksza

liczba danych, tym wiecej informacji, z ktérych moze skorzysta¢ model z wieksza liczbg
parametrow. Zatem ma on uzasadnienie w teorii informacji. Najlepszy model powinien
zmieniaé sie wraz ze zmiang liczby obserwacji.

3.4 Krytyka AIC

Podamy gtéowne trudnosci zwigzane z kryterium Akaike:

3.4.1 Problemy z L = max{L(0;, D)} - maximum funkcji wiarygodnosci

Nie kazdy problem mozna rozwiazaé stosujac selekcje modeli. Wiele zagadnienn wigze
sie z testowaniem modeli - estymacja ich parametrow (przyblizaniem, aproksymowaniem
wartosci tych parametrow). Dla tych kwestii odpowiednikiem kryterium Akaike jest metoda
najwickszej wiarygodnosci polegajaca na wyznaczaniu maximum funkcji wiarygodnosci
(maximum likelihood) - M L. Z ML zwiazana jest nastepujaca trudnosé: czesto zawodzi
w oddzielaniu istotnych informacji, ktére niosg ze sobg dane od szumu - btedéw pomi-
arowych. Wystepowanie tej tendencji zaznacza si¢ wyraznie w 3 przypadkach: (1) liczba
danych empirycznych w stosunku do liczby parametrow estymowanych jest mata, (2) liczba
danych empirycznych jest mata, (3) liczba estymowanych parametroéw jest duza tj. rosnie
wraz z liczba, danych empirycznych.

Rozwazmy przyktad wspomnianej wyzej trudnosci: niech f(x) bedzie jednowymiarowa ges-
toscia Gaussa®® o éredniej p i odchyleniu standardowym o. Wtedy funkcja wiarygodnosci
przyjmuje postac:

( )2

exp{————5—} =
- 15
N
_ 1 L(@i — )
= lnL——;(—2ln27r—lna— 2[ - 1)
Stad:
dln L _ SNX: - dln L _ V(X - X)?
8“ :O@MML:TIZX oraz aTZO@U]QML*ZT

=1

gdzie 3]2\4 1, jest estymatorem obcigzonym tzn. F [3%/[ 1) # o2. Dla duzej liczby danych em-
pirycznych obciazenie jest malte, natomiast dla matej liczby wynikéw obserwacji obciazenie
jest znaczace.

Do maximum funkcji wiarygodnosci nawiazuje problem Neymana-Scotta [40]|. Mianowicie
moéwi on jak sprawdzaja sie estymatory ML w sytuacji gdy liczba danych w stosunku do
estymowanych parametréow jest mata®l. Usciglajac: (X,,) - wektor obserwacji, n = 2N,
gdzie dla kazdego n: X,, = (X, X)), k,l =1,...,N oraz {zj1,x;2: i =1,...,N} to zbior
wartosci (X,,). Zakladamy, iz ;1 oraz x;o pochodzad z populacji o sredmeJ w; 1 odchyleniu
standardowym o (niezaleznym od 7). Problem Neymana-Scotta dotyczy estymacji p; i o.
Z trudnoscia Neymana-Scotta wiaze sie zagadnienie doktadnosci predykeji (predictive accu-
racy). Przed jego zarysowym omoéwieniem nalezy wprowadzi¢ wielkosé¢ zwana estymatorem

2Nie jest to zgodne z brzytwa Ockhama.

30Rozktad Gaussa ma swoje kolowe (angular) odpowiedniki - kotowy rozktad von Misesa (von Mises
circular distribution) i sferyczny rozktad von Misesa i Fishera (von Mises-Fisher spherical distribution).

31Liczba estymowanych parametréw rosnie wraz z liczbg wynikéw obserwacji.
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MEKLD (Minimum Expected Kullback-Leibler Distance), ktory okresla sie rowniez jako
rozktad predyktywny (predictive distribution). Estymator ten wyznacza sie maksymalizu-
jac funkcje wiarygodnosci (a tym samym logarytm funkcji wiarygodnosci) nie odwotujac
sie tylko do dostepnych wynikéw obserwacji, ale tez do danych, ktére mozemy potencjalnie
uzyskaé z rozwazanego zrodla. Problem doktadnosci predykcji w kontekscie estymatora
MEK LD mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob: jezeli dysponujemy pewnymi danymi
empirycznymi w problemie Neymana-Scotta i naszym celem jest minimalizacja btedéw
zwigzanych z pobraniem nowych danych, to nalezy zastosowaé estymator M EKLD. In-
nymi stowy: jezeli chcemy maksymalizowaé¢ doktadno$é predykeji, to nalezy minimalizowaé
rozktad predyktywny.

Wykazuje sie [41], ze AIC zawodzi w kwestii doktadnosci predykcji. Uscislajac: w prob-
lemie Neymana-Scotta tzn. w sytuacji gdy liczba danych jest mata w poréwnaniu do
estymowanych parametréw mamy: G3,; — %02 oraz G prLp — %(72. Oznacza to, ze es-
tymator AIC (na gruncie estymacji parametréw miejsce AIC zajmuje metoda najwiekszej
wiarygodnosci) 63,; i estymator M EK LD 63,51 p hie sa zbiezne do tej samej wielkosci,
a stad AIC nie dostarcza doktadnych predykeji. Ponadto ML i MEKLD sa nie kon-
systentne®? (nie spojne, sprzeczne), gdyz ML ponad-fituje dane (over-fits the data) z
o3 n — 302 (63, nie dazy do ¢?), natomiast M EKLD pod-fituje dane (under-fits the

data) z 6%, prpn — 302 (63, nie dazy do o?).

3.4.2 Problemy z czynnikiem karzacym (czynnikiem Ockhama)

(a) jednowymiarowy wielomian regresji (univariate polynomial regression)3?

Zagadnienie®* to polega na wyborze stopnia wielomianu aproksymujacego nieznana
funkcje. Doktadniej: niech ¢(z) bedzie pewna nieznang funkcja, x,,y,:n=1,...,N
zbiorem wartosci wektora obserwacji, gdzie x € [—1,1] i yp, = t(xy) + en,n=1,..., N, &,
- btedy pomiarowe majace rozktad Gaussa o sredniej rownej zero i nieznanej wariancji.
Naszym zadaniem jest skonstruowanie pewnej funkcji wielomianowej f(d,z) 3° stopnia d,
ktorej uzywa sie do przewidywania wartosci nieznanej funkcji ¢t(z), gdzie z € [—1,1]. Miara
sukcesu tej aproksymacji jest ESPFE (Expected Squared Prediction Error), czyli $rednia
wartosé [f(d, x) — t(z)]?:

- t(xm)]2

ESPE[f(d,z)] = o1 [f(d, 2m)

% (15)

gdzie {z, :m=1,... . M}ix,e€[-1,1].
(b) problemy AIC z gapps models.
Przypomnijmy, iz przewaznie zaklada sie, ze modele maja rozktad jednostajny (sa jed-
nakowo prawdopodobne), ktérego funkcja gestosci ma postac:
ﬁ, dla z € [a,b]
flx) =
0, dla =z ¢ [a,b]

32Estymator jest konsystentny (spojny, niesprzeczny), gdy przy n — oo (n - liczba sktadowych wektora
obserwacji) dazy do tej samej wielkosci co prawdziwy rozklad danych empirycznych (rozktad uwzglednia-
jacy wszystkie wyniki obserwacji - wyniki obserwacji daza do nieskonczonosci).
33Rozwaza sie przypadki wielowymiarowe.
347 jednowymiarowego wielomianu regresji korzysta sie w ekonometrii, mianowicie w ekonometrycznej
autoregresji [36].
W zaleznosci od wynikéw obserwacji AIC' wybiera rozne stopnie funkcji wielomianowych.
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Gappy model to taki model, dla ktorego przedzial [a, b] zapisuje sie jako sume roztacznych
przedzialow. Niech: (a) dysponujemy N danymi empirycznymi (wektor obserwacji zawiera

N sktadowych), (b) $rednia odleglosé pomiedzy kolejnymi przedziatami wynosi +, (c)

N>
In N In N

najwieksza odlegtos¢ pomiedzy kolejnymi przedzialami wynosi %7, (d) b = a + S
Przy zachodzeniu warunkow (a) - (d) mozna pokazaé, iz AIC preferuje gapps models nad
modele, dla ktorych interwalu [a, b] nie rozbijamy na sume roztacznych przedzialow.

D. L. Dowe, S. Gardner, G. Oppy [36] pokazuja, ze z analizowanymi trudnosciami lep-
iej niz AIC radza sobie estymatory MM L (Minimum Message Length) - patrz Criticism
of AIC. Moéwiac Scislej wykazuje sie to dla estymatoréw wyprowadzonych na podstawie
aproksymacji jednego z estymatorow MM L - SM ML (Strict Minimum Message Length).
Wyznaczanie estymatorow M M L bazuje na zasadzie M M L. Wedlug niej nalezy przyjac
taka teorie, ktora opisuje dane empiryczne w najkrotszym dwuczeéciowym przekazie, gdzie
pierwsza czesé tego przekazu dowodzi teorii a druga koduje dane empiryczne przy zaltoze-
niu, ze dowiedziona teoria jest prawdziwa. Podamy definicje SM M L:

Rozwazmy czworke H, X, f, p:

H - przestrzen parametrow (zaklada sie, ze jest ona generowana przez o - ciato jej podzbiorow).
X - wektor hipotez przyjmujacych wartosci ze zbioru z; : i € N.

f - dany rozklad a priori funkeji gestosci spetniajacy warunek [ f(h)dh =1,h € H.

p - znana warunkowa gesto$¢ prawdopodobienstwa: p : (X, H) — [0,1] i p(x, h) = p(x|h),
gdzie Y, p(x;|h) = 1 dla wszystkich h € H.

Estymatorem SM M L nazywamy funkcje m : X — H taka, ze m(xz) = h. Funkcja m przy
pewnych danych warto$ciach pochodzacych ze zbioru z; : ¢ € N mdéwi nam ktéra teorie
nalezy na ich podstawie przyjac.

Niewatpliwie do stabosci AIC' nalezy to, ze ma zastosowanie tylko do zagadnieni, w
ktorych parametry maja rozktad ciagty.

3.5 Aplikacje statystyczne

Podamy przyktady zastosowania metod statystycznych w formalizmie kryterium Akaike:
(1) Hipoteza x?2.
Niech D; - dane empiryczne, y(x;|a) - model z parametrami «. Na przyktad jesli model jest
funkcja liniowa, to o oznacza tangens kata nachylenia (wspotezynnik kierunkowy proste;j)
i punkt przeciecia prostej z osia wspotrzednych. Wtedy hipoteza y? ma postaé:

1

X2 = Z%‘[Di —y(zi|))?, w; = 2= const. (16)
i i

Parametry najbardziej zgodne z danymi empirycznymi (parametry najlepiej fitujace dane
empiryczne) to takie, dla ktorych x? osiaga minimalna wartogé. Minimalng warto$é wyz-
nacza si¢ poprzez rozwigzanie réwnania: g—’of =0.

Rozwazmy szczegolny przypadek: (a) bledy pomiarowe maja rozktad Gaussa, (b) model
jest funkcjg liniowa. Wtedy x? przyjmuje minimalng warto$é¢ dla v = n—m stopni swobody
(sumy kwadratow danych empirycznych), gdzie n - liczba danych empirycznych i m - liczba
parametréow modelu (stalych wystepujacych we wzorze okreslajacym rozwazana funkcje
liniowa). Przez @) bedziemy rozumieé¢ miare probabilistyczng (prawdopodobienstwo), czyli
wartos¢ liczbowa zgodnosci modelu z wynikami obserwacji (goodness of fit), gdy parame-
try tego modelu najlepiej fituja dane empiryczne tzn. x? osiaga minimalna wartosé. Q
okreslone jest wzorem:

Q=1-P(5, %) (17)



gdzie ¥? - estymator x2, czyli funkcja podajaca wartosé¢ x? z pewnym przyblizeniem.

Na przyktad w przypadku gdy @ ma mata wartosé, to: (a) model jest zly i nalezy go
odrzucié¢, (b) btedy pomiarowe sa wieksze niz powinny byé¢, (c¢) btedy pomiarowe nie maja
rozktadu Gaussa.

(2) ograniczenie na L = max{L(c, D)}, gdzie D - zbior wartosci D;, o - parametry modelu.
Gdy priory®0 (rozktady a priori) parametréw modelu sa niezalezne, to taki model nazy-
wamy akceptowalnym (acceptable) jezeli zachodzi warunek:

—21n[L(EO‘)] < (18)

gdzie ¢ - prog (threshold), L(«) - wartosé¢ funkeji wiarygodnosci dla pewnych wartosci D
w przestrzeni modelu (model space), dla ktorej rozpatruje si¢ catke [ P(a|D)do.

(3) estymacja parametréw modelu®’.

Dane uzyskane w wyniku przeprowadzenia pewnej obserwacji (eksperymentu) mozna za-
zwyczaj wyttumaczyé za pomoca modelu zawierajacego okreslong liczbe parametrow, mi-

anowicie: niech D = {y1,...,y,} bedzie zbiorem wartosci wektora obserwacji Y, m
prawdziwg, wartoscig mierzonej wielkosci Y, a ; bledem pomiarowym?®. Wtedy zachodzi
zalezno$¢ y; =m+¢; = ¢, =y; —m,i = 1,...,n. Rozklad ¢; - g(y;, @), gdzie a to wektor

parametrow rozkladu g; definiuje rozktad y; — m. Gdy sktadowe « sa znane, to model
bedzie opisany za pomocg m. W sytuacji, gdy rozwazamy dwie wielkosci mierzone Y i Z
oraz zalezno$¢ pomiedzy nimi ma postaé Z = f(Y,\) mamy: z; = f(Y,\) + ;, a rozktad
zi — f(Y, A) jest wyznaczony przez rozklad e;.

Podamy przyktadowe sposoby estymacji parametrow:

(3a) Wnioskowanie statystyczne bazujace na usrednianiu modeli.

Jesli chcemy estymowaé parametry modelu, a z analizy prawdopodobienstw wynikowych
p(M;| D) wynika, ze kilka modeli dobrze opisuje dane, to wnioski dotyczace parametru, czyli
posterior dla tego parametru lepiej oprzeé¢ na wszystkich modelach, niz na pojedyiiczym.
Dziatanie takie nazywamy wnioskowaniem statystycznym bazujacym na usrednianiu mod-
eli, mianowicie:

Niech k bedzie parametrem, ktory poddajemy analizie. Ponadto x jest zdefiniowane dla
kazdego modelu z klasy rozwazanych modeli M;. Wtedy posterior x - wnioski na temat

okreslony jest wzorem:
K

p(K|D) = p(k|D, M;) - p(M;| D), (19)
i=1

gdzie p(k|D, M;) = [ p(k|D,ai, M;) - p(a;| D, M;)dey, gdzie a; - parametry modeli. Na
mocy wzoru (19) wida¢, ze wnioskowanie oparte na jednym modelu ma sens, gdy posterior
tego modelu p(M;|D) ~ 1, a posteriory pozostalych rozwazanych modeli sa bliskie zeru
(zaniedbywalne).
(3b) Metody Monte Carlo.
Podamy dwie przykladowe wypowiedzi metod Monte Carlo:
(I) Niech ayye - prawdziwy zbiér parametrow, ktérego nie znamy, D1, Do, ... - dane em-
piryczne, aq, g, . .., g - parametry, ktore dofitowujemy z wynikéw obserwacji D1, Do, . . ..

36Ze wzgledu na wystepowanie prioru w rozwazaniach bayesowskich analiza bayesowska poddawana
jest krytyce, mianowicie: (1) wniosek - rozklady a posteriori bazujacy (oparty) na tych rozwazaniach
zalezy od wyboru prioru - wniosek nie jest obiektywny, (2) wniosek - rozkltady a posteriori zalezy od
przyjetej parametryzacji modelu, z tego wzgledu ze prior nie jest niezmienniczy (inwariantny) na zmiane
parametryzacji (reparametryzacje).

37Sposob doktadnego wyznaczania wartosci parametréw modelu zostat podany przez Fishera (1935) [42].

38Przewaznie zaklada sie, ze ma on rozklad Gaussa o nieznanej wariancji.
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Nasze zadanie polega na wywnioskowaniu postaci rozkltadu a; — aypue bez znajomosci
rozktadu aypye. Ten cel osiagamy w nastepujacy sposéb: przyjmujemy, ze na przyktad
aq jest parametrem prawdziwym. Wtedy rozktad hipotez oy — oy, ktoéry potrafimy wyz-
naczy¢ utozsamiamy z rozktadem hipotez aypye — ;. W ten sposéb w ogélnym przypadku
otrzymujemy pewien wielowymiarowy rozktad af — Q.

(IT) W przypadku gdy rozklad a posteriori P(«|x), gdzie « - parametry modelu, x - dane
empiryczne jest skomplikowany generujemy z niego probke {«;},i = 1,...N. Wartosé¢
parametréow modelu moze by¢ oszacowana poprzez wybor z {«;} takich parametrow, dla
ktorych rozwazany posterior P(«|z) osiaga warto$¢ maksymalna - oszacowanie mody rozktadu
lub a = % Zi\il «; - oszacowanie wartosci oczekiwanej rozwazanego posterioru P(a|x).

Z metodami Monte Carlo wiaze sie MCMC (Monte Carlo Markov Chains) [42, 43]. MCMC
sa metodami stosowanymi do wyznaczania posteriorow. W szczegélnosci mozna wyznaczy¢
posterior dla parametrow P(alx):

__ P(zle) - Pla)
Plafr) = J P(z|a) - P(a)do! (20)

4 AIC zakres waznoSsci

W sekcji pierwszej — bardzo ogoblnej — podalismy rézne konotacje prostoty, ktérg umieszczano
w wielu, czesto nieprzystajacych kontekstach i probowano oszacowaé roznymi wskaznikams.

Wymienimy te najczesciej uzywane: efektywnosé, ilosé zalozen bazowych, jakosé przestanek,

prostota konceptualna, koherencja, dogodnosé, ekonomicznosé. Czesto badane przez nas

kryterium byto po prostu kojarzone z estetyka, elegancja teorii, modelu czy hipotezy. Nasza

praca stanowi probe odejscia od tego typu intuicyjnych interpetacji prostoty i podejmuje

kwestie mozliwosci podejsé ilosciowych.

Pierwszym celem tej czeSci pracy, poswieconej juz tylko kryterium Akaike, jest po-
danie zastrzezenn w odniesieniu do tego, czy prostote mozna wyjasnia¢ (czy wrecz liczyc)
w kategoriach ilogci informacji. Czy w ogole mozna podaé miare liczbowa prostoty? Na-
jwazniejszym jednak zadaniem bedzie podanie tych obszaréw zastosowarn AIC, w ktorych
to kryterium pokazuje swoja najwiekszg moc i skutecznosé. Chcemy mocno podkresli¢,
ze AIC nie jest kryterium uniwersalnym i dajacym sie wszedzie stosowaé; podobnie jak
prostota nie da sie wyodrebni¢ jako warto$é ogélna i niezalezna. Raczej jest rodzajem
relacji przynajmniej dwuargumentowej. Mozna chyba powiedzie¢ o teorii, ze jest prosta,
ale tylko intuicyjnie; $cisle relacje prostoty wyrazimy w zdaniu: ,teoria 77 jest prostsza niz
teoria 15"

Podstawowym nieporozumieniem, dotyczacym zakresu stosowalnosci AIC, jest to, ze
uzywa sie go jako kryterium, ktore stwierdza, ze dana hipoteza jest prawdziwa lub fatszywa.
AIC nie wydaje generalnych i izolowanych ocen jednego modelu. AIC nie jest narzedziem
weryfikacyjnym w sensie Scistym; ono méwi jedynie o bliskosci (odlegtosci mierzonej przez
metryke K-L) do prawdy. Zreszta samo moéwienie o prawdzie czy prawdziwosci hipotezy
domaga sie precyzji. Na przyklad realista pyta rzeczywiscie o teorie prawdziwe; em-
pirysta raczej o te, ktore sa najbardziej adekwatne empirycznie. Nalezy tez pamietac,
jak ryzykowne i najczesciej chybione jest wprowadzanie bezwzlednej liczbowej miary stop-
nia prostoty teorii czy prawa nauki, jak i réwnowazenie kryterium prostoty z zawartoscia
informacyjna teorii czy prawa [14, s. 230-233].

Tradycyjnie moéwi sie, ze dziatanie badawcze osigga, przede wszystkim, dwa cele: znaj-
dowanie tych teorii, ktore najlepiej aproksymuja badana rzeczywistosé [44] i konstruowanie
hipotez dostarczajacych najlepszych przewidywan. Takie ujecie zbiega sie z idea selekcji
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modeli, ktéra takze nakierowana jest na wybor modelu najblizszego prawdzie i tego, ktory
charakteryzuje si¢ najlepsza moca predykcji. W tym kontekscie konkuruja ze soba dwa
kryteria selekcji modeli: prostota z jednej strony i doktadnosé¢ fitowania danych z drugiej.
Ten efekt mozna ujaé jeszcze inaczej w postaci problemu: czy celem modelu jest przede
wszystkim predyktywne wykraczanie poza uzyskane dane, czy raczej interpolacja miedzy
danymi. W tym sensie prostota zbiega sie z informatywnoscig teorii czy modelu. Sam
model dysponuje pewna informacja, ale dzieki nowym danym empirycznym (informacji
dodatkowej — z zewngtrz) jest w stanie odpowiedzie¢ na interesujace badacza pytania.
Wystepuje tu rodzaj zaleznosci odwrotnej: im bardziej informatywny model tym mniej
informatywne teorie.

Konkurujace ze soba hipotezy najczesciej ocenia sie zestawiajac dwa kryteria:

o AIC, ktére maksymalizuje wartosé 2 InL — 2k
e BIC, ktore maksymalizuje wartosé 2 InL —klnN.

W tym zestawieniu widoczne staja sie rozne cele, ktore osiaga sie stosujac oba kryteria:
AIC maksymalizuje doktadno$é¢ predykcji; BIC szacuje maksymalne zblizenie modelu
teoretycznego do prawdziwego modelu. Naturalnie mozna zastanawiaé sie nad problemem,
dlaczego dany model nie doktadnie fituje dane. Albo model jest po prostu zty, albo sam
proces zbierania danych jest obciazony btedem. I nie jest to bynajmniej banalna kwestia.
W odpowiednim jej ujeciu i rozwigzaniu lezy prawdopodobnie najwiecksza sita kryterium
Akaike: uchwycenie pewnego balansu miedzy zbyt dokladnym odzwierciedleniem danych
empirycznych przez model (na przyklad krzywa dopasowana do punktéw pomiarowych)
— tzw. overfitting problem z jednej strony, a koniecznym do zalozenia bledem pomiaru
(pewnym nadmiarem informacji) — noise in the data. W tej niezwykle prostej intuicji
kryje sie istota skutecznosci sformalizowanej procedury badawczej, ktora opisaliSmy w
sekcji drugiej. M. Forster i E. Sober ujeli ja w postaci swoistego paradoksu, ktérego nie
sposodb chyba wyrazi¢ bardziej dostownie [45, s. 5-9]:

Even though a hypothesis with more adjustable parameters would fit the
data better, scientists seem to be willing to sacrifice goodness-of-fit if there is
a compensating gain in simplicity.(...)

Since we assume that observation is subject to error, it is overwhelmingly prob-
able that the data we obtain will not fall exactly on that true curve.(...) Since
the data points do not fall exactly on the true curve, such a best-fitting curve
will be false. If we think of the true curve as the ’signal’ and the deviation
from the true curve generated by errors of observation as 'noise’, then fitting
the data perfectly involves confusing the noise with the signal. It is overwhelm-
ingly probable that any curve that fits the data perfectly is false.

Akaike [46] discovered a way of estimating the size of the overfitting factor.

Na podstawie lektury wynikéw prac Sobera i Forstera [47, 45, 48] mozna sformulowac,
mimo posiadanych roznych stabosci, w miare bezpieczny wstep do podrecznika uzytkownika
kryterium Akaike:

1. Zatozenie 1. By doktadno$¢ przewidywan byta doktadnoscia matematyczng, definiuje
sie odlegtos¢ miedzy fitowanym modelem a prawdziwym przy pomocy metryki K-L.

2. Zalozenie 2. Nowe dane tkwia w tej samej rzeczywistosci co stare:

e funkcja, ktora wiaze zmienne zalezne i niezalezne jest taka sama;
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e stare i nowe dane sg wziete z tego samego rozktadu.

3. Zaltozenie 3. Powtarzane szacunki danego parametru istotnego w modelu generuja
rozktad normalny.

4. AIC jest kryterium wzglednym, tzn. odnosi sie tylko do oceny okreslonego aspektu
dziatania konkurujacych ze soba modeli.

5. Celem AIC jest przede wszystkim pokazanie, ktory model nadaje sie (lepiej niz inny)
do wysuwania predykcji. Celem nie jest otrzymanie najlepszego obrazu fitowanych
danych, ale przewidywanie nowych, a dokonuje sie to kosztem prawdziwosci mod-
elu. Mozna to ujaé jeszcze mocniej: celem nie jest sprawdzenie jak prawdziwa jest
hipoteza. Dlatego nieporozumieniem jest zestawianie AIC' i BIC jako kryteriéw
konkurujacych, poniewaz kazde z nich ocenia co innego.

6. W dokonywaniu selekcji przy pomocy AIC podstawows kwestiag jest wyodrebnienie
parametrow istotnych. Mozna oszacowaé warto$é tych parametréw przez znalezienie
takiej warto$ci parametru, ktéra maksymalizuje prawdopodobienistwo danych.

7. Dokladnos¢ predykcji wiaze sie $cisle z iloscia otrzymanych danych [por. Sekcja:
Krytyka AIC|.

Przy ocenie zastosowania metod statystycznych w badaniu naukowym, zawsze napotykamy
na zarzuty dotyczace juz samego pojecia prawdopodobienistwa, probleméw w probabilisty-
czng ekstrapolacja wlasnoéci poszczegolnego indywiduum, koniecznodcia przyjecia zaleznosci
statystycznej miedzy wynikami powtarzanych obserwacji. Zauwazmy jednak, jak mocno
kryterium Akaike uzaleznia wtasna koncepcje prostoty od zalozen w rzeczy samej em-
pirycznych (na przyktad jednorodno$é natury, zalozenie o tym, ze rozktad jest normalny).
Jesli uzna sie dodatkowo, ze AIC nie rosci sobie pretensji do oceny prawdziwosci po-
jedynczej hipotezy, to przy wielu ograniczeniach jest niezwykle przydatnym narzedziem w
pracy badawczej.

5 AIC w dziataniu [49]

Ponizszy przykiad ma na celu pokazanie, ze kryterium Akaike nie dziala jedynie na za-
sadzie odrzucania bardziej skomplikowanych modeli na rzecz prostszych. Dos$é sugestywnie
odpowie na pytanie, dlaczego teorie prostsze intuicyjnie, nie zawsze sg blizsze prawdy.
Niezaleznie od sposobu jego wyprowadzenia, mozna intuicyjnie spojrze¢ na koncows, for-
mute - zawiera ona w sobie informacje o jakosci dopasowania danych do testowanych modeli
jak i o skomplikowaniu, ktére mierzone jest w dosy¢ prosty sposéb - iloscig dopasowywanych
parametréw. Dla wielu pozostaje jednak niejasnym, czy nie zachodzi tu przekltamanie na
rzecz zbytniej prostoty lub idealnej zgodnosci z punktami pomiarowymi. Jest to niestety
kwestia dosy¢ subiektywna, gdyz AIC nie jest jedynym kryterium na rynku, ani tez ,pros-
tota” czy ,elegancja”’ nie przekladaja sie jednoznacznie na matematyczne formuty.

Mozna jednak przeprowadzi¢ anachroniczny eksperyment, aby przetestowaé sam test, i
uzy¢ AIC do probleméw dawno juz rozwigzanych, tego typu, w ktérym bardziej skomp-
likowana teoria zastapita bez cienia watpliwosci poprzednia. Méwiac inaczej, mozna zadaé
pytanie, czy gdyby dawni uczeni dysponowali tym kryterium, zatrzymaliby sie ze swoimi
teoriami na prymitywnym etapie, tylko dlatego, ze prostota gérowataby nad jakoscia dopa-
sowania?
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Idealnym przyktadem jest tutaj ksztalt orbity ziemskiej — z grubsza rzecz biorac jest to
okrag, wiec czy potrzebne jest komplikowanie sobie zycia i dokladanie do niego mimosrodu
i orientacji elipsy w plaszczyznie ekliptyki? Wyobrazmy sobie, ze doswiadczenie polega
na codziennym pomiarze odlegtosci Ziemia - Storice. Oczywiscie to po czesci eksperyment
myslowy, wiec bedziemy musieli zaniedbaé¢ pewne praktyczne kwestie. W szczegdlnosci
wyznaczenie jednostki astronomicznej w kilometrach wymaga wykorzystania np. takich
zjawisk jak przejécie Wenus na tle tarczy stonecznej, ale mozna uznaé, ze interesuje nas
tylko wzgledna zmiana promienia wodzacego liczac od danego dnia. Wtedy, zaktadajac, ze
akceptujemy statos¢ predkosci polowej na orbicie, mozemy wyznaczy¢ stosunki odleglosci
ze stosunkéw predkosci katowej Storica na niebie. Dodatkowo, nalezy pamictaé, ze jezeli
prawda jest hipoteza o eliptycznosci orbity, jeden dzien nie oznacza zmiany o taki sam kat
promienia wodzacego. Mozemy uznaé, ze blad ten jest niewielki - jak zobaczymy dalej,
catkowity btad i tak bedzie oszacowany arbitralnie - albo tez, dokonywaé pomiaréw w
roznych porach, kierujac si¢ jako zmienng niezalezna wlasnie potozeniem katowym Storica
na sferze niebieskiej. W efekcie dostaniemy 365 (lub 366) punktéw pomiarowych, z wartog-
ciami odlegtosci w umownych jednostkach. Jezeli orbita jest kotowa, to bezbtedny pomiar
powinien daé¢ 365 ,,jedynek” - mozemy jedynie sprawdzi¢ prawdopodobienistwo a posteri-
ort takiej sytuacji, zauwazajac, ze nie ma tu wtasciwie zadnego dopasowanego parametru -
srednia odleglosé powinna po prostu wynie$é 1. Dla elipsy z kolei - jezeli uda sie ja wytowié
wsrod bltedéw pomiarowych - musimy wyznaczyé mimosréd oraz np. moment przejécia
Ziemi przez peryhelium - to dwa parametry. Tu takze potrzebne jest prawdopodobienistwo
a posteriort, ale dla kazdego punktu trzeba wziaé¢ pod uwage, ze odlegtosé zalezy istotnie
od kata. Na koniec mozna dodatkowo zaltozy¢, ze w praktyce kazdego dnia wykonamy
wiele pomiaréw i operowaé¢ bedziemy $rednimi wraz z ich btedami.

Jezeli idzie o bledy, to nasz eksperyment myslowy polega réwniez na zbadaniu, jak
wielkie moga one by¢, aby sens mial w ogole taki pomiar i stosowanie AIC. Zaltaczony
rysunek pokazuje przyktadowy rozktad (zasymulowanych) punktéw pomiarowych z gaus-
sowskimi btedami, dopasowany okrag, oraz elipse. Jest to dosy¢ ekstremalny przypadek,
gdyz bledy pojedynczego pomiaru maja tutaj warto$¢ odchylenia standardowego réwna
0.5, czyli polowie badanej odleglosci! Mozna chyba spokojnie zatozyé, ze badania orbity
podejmuje sie, gdy sprzet pozwala na ,nieco” lepsza doktadnosé.

Zaskakujacy (dla niektorych) wniosek otrzymujemy patrzac na réznice AIC dla poréwny-
wanych modeli - elipsa, pomimo skomplikowania o dwa dodatkowe parametry, jest fawory-
zowana przez to kryterium. Srednio rzecz biorac (tzn. uséredniajac po 100 zestawach
symulacji) AIC jest wyzsze o 9 dla okregu. Juz dziesieciokrotnie mniejszy btad owocuje
roznica rzedu 1000. Liczby moéwia same za siebie.

6 Zakonczenie

Zbadalismy w pracy funkcje i cele kryterium prostoty sformalizowanego w terminach
statystyki klasycznej (niebayesowskiej) — kryterium Akaike. Jego atrakcyjnosé w naukowe;
praktyce badawczej polega gtéwnie na tym, ze méwi ono nam, ze w dysponowanym mod-
elu uwzglenienie kolejnego paramentru zjawiska daje nam coraz mniejszy wktad do wy-
jadnienia zjawiska. Uzytecznoéé tego kryterium polega na tym, ze mozna je stosowaé w
nauce wszedzie tam, gdzie w wyjasnianiu zjawisk postugujemy sie modelami, a parametry
modelu odpowiadaja za jego zmiennosé. Podkreslaliémy w tekscie, ze wspotczesna naukowa
praktyka badawcza w ogblnosci koncentruje swoja uwage bardziej na badaniu modeli niz
budowaniu teorii.

Uczeni koncentruja swoje badania na modelach, a teorie stuza im w nastepnym etapie ich
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Figure 1: Rysunek przedstawia punkty pomiarowe na kazdy dziei (czyli srednie z 50 dzi-
ennych pomiaréw), wraz z dopasowana orbita kotowa (niebieska) i eliptyczna (czerwona).

konstrukcji. W momencie, kiedy same modele zostaly juz sformulowane, badania prze-
suwaja sic w kierunku okreslenia charakterystyki i wartosci samego modelu. W tym mo-
mencie staja sie wazne kryteria oceny tych modeli, ktore sa elementami skrzynki narzedziowej
w sensie N. Cartwright.

W pracy staraliSmy sie pokazaé Scisty zwiazek kryterium prostoty z koncepcja brzytwy
Ockhama. W tym kontekscie zwrociliSmy uwage na wazne zastrzezenie P. Kawalca, by
kryterium prostoty nie traktowaé jako ostatecznie rozstrzegajacego w ocenie testowanych
hipotez. Oczywiscie powyzsze zastrzezenie posiada bezposrednie zastosowanie do kry-
terium Akaike.

W definicji kryterium Akaike wystepuje czton, ktore ,karze” model za posiadanie do-
datkowych (nadmiarowych) parametréow (przypomnijmy folklorystyczne powiedzenie G.
Gamowa, ze majac pie¢ parametrow, mozemy dofitowaé nawet stonia w butelce). To
mogtoby sugerowac, ze AIC dziata po prostu w kierunku wyeliminowania bardziej skom-
plikowanego modelu — o wiekszej liczbie parametréw — niejako od samego poczatku. Nic
bardziej btednego; przyktad z sekcji 5 opracowany i udostepniony nam przez T. Stachowiaka
[cytowanie j.w.] pokazuje, ze AIC faworyzuje eliptyczne orbity Keplerowskie w uktadzie
grawitacyjnym Ziemia — Stoiice, a nie orbity kotowe.

Niewatpliwie zaleta badanego przez nas kryterium, podkreslang przez wielu autoréow,
jest jego niebayesowski charakter, co sprawia, ze AIC nie jest uwiktane w zalozenia o
charakterze filozoficznym [por. [50]]. Z drugiej strony zwro¢my uwage, ze jest ono Scisle
powiazane z pojeciem prostoty, brzytwa Ockhama, etc. W pracy zwroéciliSmy uwage na
zwigzek prostoty w rozumieniu K. Poppera z jej operacjonalizacja w postaci AIC, pod-
kreslajac, ze de facto AIC zawiera i rozwija najwazniejsze intuicje Poppera.

We wspoélczesnej praktyce badawczej sytuacje problemowe wymagaja stosowania za-
biegu selekcji modeli, bedacymi autonomicznymi narzedziami tej praktyki. Z jednej strony
posiadamy dane empiryczne (obarczone bledami), a z drugiej model. W ten sposob dys-
ponujemy opisem tego samego zjawiska przy pomocy wielu modeli (multiple explanation
problem). Model lepszy wg. kryterium Akaike, to ten, ktory uwzglednia istotne parametry
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modelu, dajace sie wylowi¢ przy dostepnej jakosci danych. Czyli zawsze nasza selekcja
bedzie zrelatywizowana do danych empirycznych, ktérymi dysponujemy. Lepsza ich jakosé
moze sie okazaé¢ skuteczna w wytapaniu nowego parametru, jako istotnego — mierzacego
nowy stopieri swobody uktadu.
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