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KRYTERIUM AKAIKE:
PROSTOTA W JEZYKU STATYSTYKI

Innymi stowy, nie szukamy po prostu prawdy,
szukamy bowiem prawdy bardziej interesujacej
i wyjasniajacej, szukamy teorii, ktore przynosza

rozwiazania interesujacych probleméw.
Szukamy, jesli to mozliwe, teorii gtebokich.

K.Popper, Wiedza obiektywna
1. WSTEP

Niewatpliwie nowa cecha kosmologii wspotczesnej jest to, ze staje sie ona
w coraz wiekszym stopniu nauka empiryczna. Dzieje si¢ to wraz z rozwojem
coraz bardziej wyrafinowanych technik obserwacyjnych. Mimo kontrowersji
niektérych uczonych skupionych wokot rozwazan nad mozliwoscia przepro-
wadzania w kosmologii eksperymentéw w sensie $cistym [1], uzyskiwana ba-
za empiryczna dostarcza coraz lepszych przestanek do wnioskowan falsy-
fikujacych w sensie Poppera. Na przyktadzie ogladu kosmologii wspotczesnej
z duza wyrazistoscia mozemy takze obserwowac efekt przesunigcia zaintere-
sowan naukowych od teorii naukowych w kierunku modeli teoretycznych®'. Na
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tym gruncie jest w pewnym sensie realizowana koncepcja skrzynki na-
rzedziowej zaproponowana przez Nancy Cartwright [2], zgodnie z ktéra mo-
dele teoretyczne reprezentuja badane uktady empiryczne, podczas gdy same
teorie naukowe stuza raczej do ich konstrukcji jako pewne konceptualne
narzedzia. We wspotczesnej kosmologii obserwacyjnej, co warto podkresli¢,
modele sa w duzej mierze autonomicznymi narzedziami praktyki badawczej’.

Zasygnalizowany powyzej optymizm, dotyczacy pojawiajacych sie coraz
skuteczniejszych narzedzi testowania teorii, zbiega sig, miedzy innymi, z pro-
bami wyjasnienia problemu akceleracji Wszechswiata; a w zwiazku z nim
kwestii istnienia i natury tzw. ciemnej energii [7, 8, 9]. Generalnie istnieje
przynajmniej kilkadziesiat réznych propozycji ciemnej energii®. Nie ma po-
wodu tutaj omawia¢ ich bardziej szczegétowo. Wszystkie te mechanizmy sa
czysto fenomenologicznymi opisami jednymi z wielu, podczas gdy rozwia-
zanie zdaje si¢ dostarczy¢ fizyka czastek elementarnych.

W kontekscie analiz, ktére zamierzamy podja¢ w tej pracy, warto juz na
poczatku zasygnalizowa¢ pewien wyrdzniony punkt widzenia w ocenie da-
nego modelu, mianowicie jako$¢ i liczbg parametrow uzytkowanych przez
model. Istnieje powszechna zgoda, ze prostota wyraza sie w terminach licz-
by wolnych (istotnych) parametrow konkurujacych hipotez (Forster, Sober).
Kazda zmienna w modelu wnosi pewna informacjg, czyli po czgsci odpo-
wiada za zmiennosé¢ zjawiska. Oczywiscie dazymy do tego, zeby opisaé
w terminach modelu to zjawisko jak najdoktadniej. W pewnych sytuacjach
modelujacych — np. ukladéw ztozonych ze swej natury — uzyskanie takigj
stuprocentowej zgodnosci z obserwacja jest niemozliwe. Pomijamy tutaj
sytuacje, w ktorej proste uklady opisuja ztozone zachowania, jak w przy-
padku chaosu deterministycznego. W takim przypadku argument prostoty
mowi nam, ze powinnismy uwzglednia¢ minimalna liczbe czynnikéw, ktére

% Dzien 12 lutego 2003 r., kiedy Wilkinson Microwave Anisotropy Probe [WMAP] ogtasza
wyniki bazujace na jednorocznych obserwacjach [3, 4, 5], jest uwazany za poczatek golden age
w kosmologii. Obserwacje te umozliwity wyznaczenie az 22 parametrow. Rodzi si¢ wowczas
koncepcja minimalnego modelu kosmologicznego, opartego na 6 parametrach (7, Q ay
w,, A, n) [6]. Parametry te okreslaja tzw. vanilla model Wszechswiata. Model ten mozna zde-
finiowa¢ za pomoca kilku parametréw, ktorych pomiar jest mozliwy przez WMAPa, jesli przy-
jmiemy pewne okreslone zatozenia teoretyczne.

® Dynamiczna stata kosmologiczna, samooddziatujace pola skalarne z potencjatem — kwinte-
sencje, zmienne w czasie kosmologicznym réwnania stanu, zmodyfikowane réwnania pola
w uogOlnionym nieliniowym lagrangianem L(R) (R - skalar Ricciego), wszechswiat branowy
z dodatkowymi wymiarami, ciecz Chaptygina, oddziatujaca ciemna materia i ciemna energia
i wiele innych.
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dadza nam zakladany poziom doktadnosci. Innymi stowy, jesli uporzad-
kowac¢ czynniki wedtug ich sity wptywu, to bierzemy wszystkie powyzej
kreski. Takie jest klasyczne statystyczne rozumienie, np. w duchu wspét-
czynnika determinacji, a takze dla AIC (Akaike Information Criterion). Ma-
jac wspotczynnik determinacji explicite, widzimy granice doktadnosci
modelu (stopnia wyjasniania modelu, twierdzac ze np. R?> =0.90). Natomiast
AIC mowi, nie tyle o granicy doktadnosci, co raczej o tym, ze od pewnego
momentu uwzglednienie kazdego nastgpnego czynnika daje coraz mniejszy
wkiad do wyjasnienia zjawiska. W przypadku AIC nie kontrolujemy tej gra-
nicy tak jak dla wspétczynnika determinacji, ktéry ma sens dla uktadéw
liniowych. Te obserwacje stanowia podstawowe intuicje przy konstruowaniu
wskaznikéw prostoty w pojeciach statystycznych. Wyobrazmy sobie naste-
pujaca sytuacje: dysponujemy opisem jakiego$ zjawiska przy pomocy dwoch
réznych modeli, w ktérych wystepuja rézne pojecia majace swoje matema-
tyczne formalizacje. Jezeli teraz te modele w jednakowym stopniu wyjas-
niaja dane zjawisko (albo oba opisy mieszcza sie w akceptowalnej granicy
doktadnosci), nalezy wybra¢ model, ktéry jest konceptualnie prostszy (np.
z mniejsza liczba poje¢ matematycznych). Gdyby sie¢ odwota¢ do kosmologii
cierpiacej na problem ciemnej energii, to oznaczatoby wyb6r modelu LCDM
(model kosmologiczny ciemnej zimnej materii ze stala kosmologiczna) za-
miast innych, alternatywnych modeli z ciemna energia. Istotnie jest on pro-
stszy i lepszy w stosunku do konkurencyjnych, podczas gdy wszystkie po-
siadaja, z grubsza biorac, podobna moc wyjasniajaca. Oczywiscie model
LCDM jest juz modelem bardziej ztozonym w stosunku do CDM, lecz jego
moc wyjasniajaca jest zdecydowanie lepsza i dlatego go preferujemy.

Zaistniata sytuacje nazwijmy problemem istnienia tzw. multiple explana-
tion. W kontekscie naszej pracy chcemy postawi¢ nie tylko, a moze nie tyle,
kwestie falsyfikacji danych propozycji teorio-modelowych, ale zapropono-
wacé narzedzia oceny wartosci modelu za pomoca kryterium Akaike. Zdajac
sobie sprawg z wad i ograniczen zwiazanych z tym podejsciem, sformu-
tujemy okreslone kontekstualne warunki stosowania tego narzedzia i zwro-
cimy uwage na jego skuteczno$¢ w osiaganiu zamierzonych specyficznych
celéw w ,,srodowisku” badawczym kosmologii wspotczesne;j.

Aby osiagna¢ ten cel, nakreslimy na poczatku pewna perspektywe dotych-
czasowych rozwazan dotyczacych kwestii prostoty — czym jest, a czym nie
jest w kontekscie nauki. Tym samym czg$¢ pierwsza pracy — ogolna, o cha-
rakterze metanaukowym — poprzedzi $ciste zaprezentowanie formalizmu kry-
terium Akaike (sekcja 2). W czgsci trzeciej pracy powrocimy do rozwazan
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o charakterze filozoficznym, ale juz bedacych ocena prezentowanego i bada-
nego kryterium. Wreszcie zaprezentujemy konkretne studium przypadku sto-
sowania AIC w odniesieniu do orbit keplerowskich w uktadzie planetarnym.

2. PROSTOTA UWIKEANA W STATYSTYKE

Najbardziej podstawowym kontekstem metanaukowych rozwazan doty-
czacych kryterium prostoty jest kwestia oceny wyjasniania jako takiego.
Celem naszej pracy jest nie tylko wyodrebnienie tych kryteriéw, ktore
oznacza i reprezentuje soba, w odniesieniu do nauki, prostota, ale poszu-
kanie kryteriow dla niej samej, czyli warunkoéw jej detekcji jako takiej. Jest
to tym bardziej konieczne, ze historia nauki pokazuje, jak réznie nie tylko
definiowano (jesli definiowano), ale i rozumiano zakres nazwy ,,prostota”.
Woystarczy poréwnaé ze soba rézne sformutowania tzw. brzytwy Ockhama,
ktéra zwykle towarzyszy lub zastepuje takie okreslenia stosowane w od-
niesieniu do hipotez, jak ekonomicznos¢, oszczednosé czy prostota wiasnie.
Wymienmy na poczatek kilka klasycznych sformutowan:

— Kiedy teoria nie moze by¢ potwierdzona przez dowdd, z dwoch przeciw-
stawnych sobie pogladéw akceptowaé nalezy ten, co do ktérego mamy
najmniej watpliwosci®.

— Prostszym jest co$, co moze by¢ réwnie dobrze wyjasnione za pomoca
mniejszej liczby przestanek.

— J. L. Rodriguez-Fernandez [10, s. 121] cytuje dwa ciekawe sformutowa-
nia zasady prostoty podane przez fizykow:

We are to admit no more causes of natural things than such as are both true and
sufficient to explain their appearances. To this purpose the philosophers say that
Nature does nothing in vain and more is in vain when less will serve; for Nature is
pleased with simplicity and affects not the pomp of superfluous causes [I. Newton].
Everything should be made as simple as possible but not simpler [A. Einstein].

Zar6bwno w tym ,.but not simpler”, jak i w klasycznym ujeciu sensu brzytwy
— by nie mnozy¢ bytéw bez potrzeby — kryje sie samo sedno interpretacji:

* Obviously then it would be better to assume a finite number of principles. Then should, in
fact, be as few as possible, consistently with proving what has to be proved. (por. Arystoteles, w;
The Works of Aristotle into English, Vol. 2. Clarendon).



KRYTERIUM AKAIKE: PROSTOTAW JEZYKU STATYSTYKI 95

,Gdzie sa granice tego bez potrzeby?”. Tu kryja sie odpowiedzi na pytania
typu: dlaczego proste teorie sa czesto niedoktadne, a teorie ztozone sa zgod-
ne z doswiadczeniem. W pracy pokazemy, ze doprecyzowania w tym kon-
teksécie domaga sie samo rozumienie funkcji zgodne z doswiadczeniem, ktore
pociaga za soba dwa, okazuje sie nie zawsze zintegrowane, skutki: do-
ktadnos¢ fitowania danych empirycznych i zdolnos¢ do predykcji nowych.

Jedna z pierwszych rzeczy, ktora trzeba ustali¢ w rozwazaniach na temat
prostoty, jest podanie podstawowych konotacji, w ktorych to kryterium
wystepuje. Wymienia sie prostote przyrody, prostote praw, prostote teorii
naukowych, prostote, metodologiczna [11]°. Prostota stosowana do cha-
rakterystyki teorii naukowych takze objawia rozne oblicza (,versions of
simplicity”): okresla sie¢ ja w kategoriach liczby parametréw, prawdopodo-
bienstwa, stabilnosci, zawartosci tresciowej, informatywnosci (Sober) czy
falsyfikowalnosci (Popper). Tym dwom ostatnim kategoriom poswigcimy
W pracy nieco wigcej miejsca.

Prostota rozumiana byta najczesciej w bardzo intuicyjny sposéb. Newton
[10, s. 121] taczy prostotg z liczba przyczyn zaangazowanych w proces wy-
jasniania. Wydaje sie, ze prostote mozna analizowaé niezaleznie od sta-
tystyki, ale juz same intuicje Newtona dotyczace podstawowych cech ba-
danego swiata — ,[...] Nature is pleased with simplicity [...]” — sugeruja
przeswiadczenie o pewnej ekonomii, ktéra przynajmniej zaktada wieksze
prawdopodobienstwo.

Wsrdd podstawowych sposobow szacowania miary prostoty nalezy wy-
mieni¢:

— Minimum Description Lenght [12].
— Kryterium informacyjne Akaike — AIC (Sober, Forster). Prezentowane
szczegOtowo w dalszej czesci pracy.

— Kryteria oparte na statytyce bayesowskiej. Tym samym mozna powie-
dzie¢, ze brzytwa Ockhama moze by¢ usprawiedliwona matematycznie
jako konsekwencja stosowania zasady logiki bayesowskiej: hipoteza
wyrazona zdaniem zawierajacym mniejsza liczbe parametréw uzyskuje
wicksze prawdopodobienstwo a posteriori, z tej racji, ze predykcje, na
ktére pozwala, sa bardziej ostre.

® Jak sic okazuje, te deskrypcje mozna znacznie rozszerza¢, méwiac o prostocie strukturalnej,
pojeciowej, dynamicznej, ontologicznej, epistemologicznej, formalnej, pragmatycznej, seman-
tycznej, indukcyjnej, logicznej, itd.
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Gdy wybieramy krzywa, ktéra ma przechodzi¢ przez dwa dane punkty,
rodzi si¢ pytanie, dlaczego wybierzemy posta¢ y=ax+b, a nie
y=ax’ +bx+c. Ten prosty przykfad mozna wykorzystaé, by pokazaé¢ trud-
nos¢ w wykorzystaniu narzedzi probabilistycznych w analizie kryterium
prostoty. Przedstawmy istote znanego sporu Jeffreysa z Popperem, ktéry
koncentrowat si¢ wokét prawa falsyfikacjonizmu wyrazonego w zdaniu:
z jakimi cechami teorii zwiazana jest jej mniejsza lub wieksza falsyfikowal-
nos¢. Postawmy intuicyjnie zgodny nastgpujacy punkt wyjscia: prostsze
hipotezy — wigksze prawdopodobienstwo; ztozone hipotezy — mniejsze praw-
dopodobienstwo. Jaskrawos$¢ interpretacji widoczna jest w ocenie prior
probability dwoch powyzszych rownan: rodziny prostych i rodziny parabol.

1) y=ax+b > (2) y=ax®+bx+c
wigksze prawdopodobienstwo poczatkowe wigksze prawdopodobienstwo poczatkowe
(wedtug Jeffreysa) (wedtug Poppera),

bo (2) pociaga (1)

W rzeczy samej jedna z najlepszych prob reprezentacji problemu prostoty
jest procedura wyboru najprostszej krzywej fitujacej dane empiryczne. Sam
Popper opisuje wyniki swojego sporu z H. Jeffreysem [13, s. 117-118] w po-
staci nastepujacego schematu:

— Jeffreys: prostota = szczupto$¢ parametrow = wysokie prawdopodobien-
stwo poczatkowe;

— Popper: sprawdzalno$¢ = wysokie nieprawdopodobienstwo poczatkowe =
szczuptos$é parametréw = prostota.

Intuicje Poppera zawieraja prawie wszystkie elementy rozwijane pozniej
przez Akaike: a) odejscie od pojmowania prostoty jedynie w kategoriach
estetyki teorii i intuicyjnie pojmowanej praktycznosci; b) wiazanie prostoty
z pojeciem prawdopodobienstwa; c) niekonwencjonalne wigzanie prostoty
z liczba parametréw: wysuwanie przypuszczenia, ze teorie matematycznie
bardziej skomplikowane (ogdlna teoria wzglednosci) sa prostsze niz teorie
o formalizmie mniej ztozonym (teoria grawitacji Newtona). Popper, w od-
niesieniu do swojego rozumienia, prostoty cytuje ponadto tak wazneg re-
fleksje Weyla, ze wymaga ona tutaj przytoczenia [13, s. 115]:

Dla przyktadu zat6zmy, ze dwadziescia przyporzadkowanych par wartosci (X,y),
nalezacych do tej samej funkcji y=f(x), lezy (zgodnie z oczekiwana
doktadnoscia) na linii prostej po naniesieniu na wykres. Wysuniemy wowczas
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domniemanie, ze mamy do czynienia ze scistym prawem przyrodniczym [...] bytoby
nadzwyczaj nieprawdopodobne, by wilasnie tych dwadziescia par dowolnie
wybranych obserwacji miato znajdowac sie na linii prostej, jezeli prawo brzmiatoby
inaczej. [...] Jest wigc rzecza zasadniczej wagi, ze owa funkcje, a raczej klase
funkcji, matematycy winni zaproponowa¢ nam a priori, kierujac sie jej prostota z
matematycznego punktu widzenia.

T¢ uwage Weyla mozna uogolni¢ i pokaza¢, ze kryje w sobie podstawowe
zarzuty stawiane statystycznym szacunkom prostoty zwiazanym z operowa-
niem pojeciem prawdopodobienstwa a priori:

— Co to znaczy, ze na przyktad prawa Keplera posiadaja prawdopodo-
bienstwo w swietle obserwac;ji?

— Co to znaczy, ze uwzgledniamy fakt, ze to prawo ma prawdopodo-
bienstwo przed rozpoczeciem obserwacji?

Prostota jako kryterium wyboru teorii odgrywa wazna rolg w rekonstruo-
waniu dynamiki nauki. Czesto zwraca sie uwage ha znaczenie zmian, na kté-
re wptywa zastosowanie brzytwy Ockhama: rozwijanie samej teorii, jak i ra-
dykalna zmiana paradygmatu. Wspomniany J. L. Rodriguez-Fernandez [10]
charakteryzuje skutki dziatania zasady prostoty jako swoiste obosieczne
ostrze brzytwy, ktore potwierdza sukces lub przyczynia si¢ do porazki teorii.
W tym kontekscie wazne jest zastrzezenie P. Kawalca [14, s. 233], ktéry
poddaje krytycznej analizie préby zréwnania prostoty i informatywnosci, by
kryterium prostoty nie traktowaé jako wytacznego, a zwiaszcza finalnego,
w ocenie testowanych hipotez.

Bardzo wazne jest podkreslenie tego, co kryterium prostoty implikuje
przede wszystkim: mozliwos¢ modelowania rzeczywistosci przy uzyciu eko-
nomicznych $rodkéw — najprostszych hipotez. Nie pociaga to natomiast za
soba wniosku, ze sama natura jest prosta lub ze zyjemy w najprostszym ze
swiatdw. Kryje si¢ tu idea efektywnosci w proponowanym wyjasnianiu, co
wiaze sig naturalnie z ryzykiem uzyskania i operowania teoria nieprawdziwa.
Juz teraz warto, wyprzedzajac tok naszych analiz, postawi¢ teze, ze kwestia
prawdziwosci teorii czy modelu okaze si¢, w $wietle analizowanych kryteriow
ekonomicznosci w wyjasnianiu, zrelatywizowana jako jedna z kilku skorelo-
wanych wspétrzednych/wartosci osiaganych jako cele operowania danym mo-
delem. Niektérzy wysuwaja bardziej ogdlne przypuszczenie, ze prostota poja-
wia sie¢ w kontekscie uzyskanych rezultatdw poznawczych jako wartos¢ kon-
kurencyjna lub komplementarna w stosunku do prawdy [11, s. 9]. Prace
N. Cartwright [15] czy M. Morrison pokazaty, ze pojgcie prawdziwosci teorii
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w hierarchii celéw jej stawianych traci swoja range. Mdwi sie chyba coraz
czegsciej o teorii najlepszej, ale i zdanie tego typu nigdy nie uzyskuje cech
obiektywnosci, lecz jest zawsze w kontekscie pewnego systemu czy nawet
pewnej ontologii. W okreslaniu relacji miedzy modelem a rzeczywistoscia
szczegollny nacisk jest potozony na moc opisowa i wyjasniajaca modelu.
W ujeciu realistycznym jedna z fundamentalnych cech teorii fizycznej jest
wiasnosé aproksymowania rzeczywistosci [16]. Czesto aparat symboliczny uzy-
wany w procesie konstruowania praw fizyki jest zbyt prosty, by reprezentowaé
wszystkie aspekty badanej rzeczywistosci. Nieuniknione stosowanie przyblizen
jest zwigzane takze ze stopniem ztozonosci sformutowan: ,, The more com-
plicated the laws becomes the greater its approximation” [16, s. 149].

Powyzsze rozwazania dotycza prostoty rozumianej jako wartos¢ lub kry-
terium poznawcze. Te problemy, charakteryzowania pewnej odpowiedniosci
micdzy teoria i doswiadczeniem, wiktaja w nasza dyskusje przynajmniej dwa
stanowiska: konwencjonalizm i empiryzm. Konwencjonalizm wskazuje na
to, ze teoria i doswiadczenie sa nieizomorficzne ze soba. Przypomnijmy
w tym miejscu zgrabne ujgcie intuicyjne Einsteina: model ma by¢ prosty, ale
nie zbyt prosty; powiedzielibysmy — prostota, ale nie za wszelka cene.
Nalezy pamieta¢ 0 czyms$, co mozna by nazwaé zasadq adekwatnosci, ktdra
wyraza si¢ w przekonaniu, ze teoria czy model winny posiada¢ podobny sto-
pien ztozonosci, jak samo zjawisko, ktore chcemy opisa¢. Empirysta nato-
miast, ktéry ogranicza wszystkie zrddta wiedzy do doswiadczenia, w tym
fakcie widzi istote problemu prostoty. Twierdzi, ze do skutecznego uprawia-
nia np. fizyki nie potrzeba zatozen filozoficznych. Czasem taki bezzato-
zeniowy empiryzm praktyczny nazywa sie fundamentalizmem epistemo-
logicznym [17, s. 68]. A. Grobler stusznie podkresla tg¢ wieloznacznosé,
ktéra ujawnia sie¢ w momencie préb przypisania teorii cech prostoty. Szcze-
gélnie znamienna jest uwaga o falsyfikacjonizmie, ktéry faworyzuje teorie
prostsze w sensie liczby istotnych parametréw (,,hipoteza okreznego ruchu
planet jest prostsza od hipotezy orbit eliptycznych”) [17, s. 79]. Natomiast
nasza analiza dziatania kryterium Akaike prowadzi do wniosku, w tym
przypadku, zgota innego. By¢ moze to jest jedna z zalet AIC (ktdre przeciez
»Karze” model za nadmiarowe parametry), ze jako prostszy wyodrebni model
toru eliptycznego [por. Sekcja: ,, AIC w dziataniu™].

Zdecydowanie najpowazniejszy problem, ktéremu trzeba stawi¢ czota, stos-
ujac kryteria prostoty oparte na analizach prawdopodobienstwa, pojawia Sie
jako konsekwencja przyjecia tezy, ze dane empiryczne nie sag w stanie catko-
wicie okresli¢ teorii. MOwimy o problemie indukcji, czyli mozliwosci jedno-
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znacznego wyznaczenia prawa, ktére jest uogélnieniem danych empirycznych.
Widaé to juz w podejmowanym problemie doboru krzywej, ktora jest repre-
zentacja wynikéw doswiadczenia (jesli zbidr danych przedstawimy jako zbiér
punktow w uktadzie wsp6trzednych). Problem indukcji jest wyraziscie ekspli-
kowany w tzw. paradoksach potwierdzania (paradoksach konfirmacji). A. Grob-
ler w swojej Metodologii poddaje je bardziej szczeg6towej i interesujacej
analizie [17, s. 55-61]. Tutaj ich obecno$¢ jedynie sygnalizujemy, by przy-
najmniej ogdlnie okresli¢ srodowisko, w ktére wkracza kryterium Akaike.

3. FORMALIZM KRYTERIUM AKAIKE

Modele kosmologiczne, okreslone w terminach réwnan rézniczkowych,
posiadaja pewne nieznane parametry, ktére ,,dofitowujemy” z obserwacji —
problem testowania modeli kosmologicznych (estymacji parametréw z ob-
serwacji). Niezaleznie od tego mozemy poréwnywac rézne modele z punktu
widzenia ich opisu danych empirycznych. W tym kontekscie wazna role
odgrywa kryterium Akaike.

We wspotczesnej kosmologii obserwacyjnej mamy do czynienia z proble-
mem degeneracji. Mianowicie wiele modeli kosmologicznych opisujacych
Wszechswiat jest zgodnych z danymi empirycznymi. Aparat matematyczny,
na ktérym bazuje sie w selekcji i testowaniu modeli, to metody statystyczne,
a mowiac scislej — analiza bayesowska® [22, 23], w ktérej rezygnuje sig z po-
jecia losowosci na rzecz zdan prawdopodobnych. Rozwazania prowadzi sie
w przestrzeni bayesowskiej:

(D,Z(D), p(D,9)),
gdzie D - zbior wartosci danych empirycznych (wyniku obserwacji) X,
gdzie i=1,..,N; D — wektor hipotez (X,,...,X,) 0 wartosciach w zbiorze D:

® Ujecie statystyczne — operowanie na zmiennych losowych [18, 19, 20] — ma swoich zwo-
lennikdw. Nalezy do nich m. in. E. V. Linder [21], ktory preferuje fitowanie parametréw modeli
przy uzyciu metod statystycznych nad techniki bayesowskie selekcji modeli. Do zalet podejscia
klasycznego (statystycznego) Linder zalicza m.in. (1) fitowanie parametréw nie wymaga wyboru
rozktadéw a priori (prioréw), (2) jezeli podzbiér danych empirycznych nie potwierdza para-
metréw (parametry nie fituja tego podzbioru), to moze to oznacza¢, ze nalezy zbidr parametrow
modelu rozszerzy¢ lub zmniejszyé, (3) modele maja charakter fizyczny tzn. ich parametry maja
(lub powinny mie¢) fizyczne znaczenie — nie sa tylko pewnym sposobem reprezentowania wy-
nikdw obserwacji.
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D={x} i=L1..,N, gdzie N —liczba pomiarow,

(D) - o-ciato podzbioréow D.
p(D,8) - funkcja tacznej gestosci dla wektora obserwacji D i wektora
parametréw 6

p(D,8)=p(D|6)- p(d),D<R", gdzie n —wymiar przestrzeni.

Jednym z kryteriéw pozwalajacych na przeprowadzenie selekcji modeli, nie
tylko kosmologicznych, jest kryterium Akaike — AIC (Akaike Information
Criterion) [24, 25]. Nalezy jednak zwrdci¢ uwagg na to, ze AIC jest estyma-
torem informacji KL, czyli funkcja pozwalajaca oszacowac, aproksymowac
wartos¢ metryki Kullbacka-Leiblera. Kryterium Akaike’ ma zatem uzasad-
nienie na gruncie teorii informacji, a nie teorii bayesowskiej. Stad nie jest
ono kryterium bayesowskim®. Poddamy teraz AIC szczeg6towej analizie i
pokazemy jego scisty zwiazek z zasada minimum entropii informacyjnej.

3.1. INFORMACJA KULLBACKA-LEIBLERA

Kryterium Akaike jest estymatorem informacji (metryki, entropii) Kull-
backa-Leiblera (KL ), ktéra okreslona jest wzorem:

Z (x)In ()(( ;) =1..,n , fig —rozklady hipotez dyskretnych
1(f,0)= (1)

I f(x)In 109 dx,xe R" , T i g—rozkiady hipotez ciagtych.
R 9(x,6)

Przez f rozumiemy rozkiad prawdziwego — nieznanego modelu (true
model), ktory jest aproksymowany przez rozktad g modelu teoretycznego
M,. Stad f nie zalezy od @ — parametrow M., natomiast g zalezy od 6.
Inaczej méwiac, f definiuje sie jako nieznana prawde, rzeczywistos¢ (model
prawdziwy), ktora aproksymujemy modelem M,, za§ g odzwierciedla mo-
del teoretyczny M,. Uscislajac:

" podobnym kryterium do AIC jest BIC=—2InL+kInN, z tym ze BIC (Bayesian Infor-
mation Criterion) jest kryterium bayesowskim (ma podstawy w teorii bayesowskiej). Szersze
omowienie BIC mozna odnalez¢ w artykutach [26, 27, 28].

8 Bayesowska wersja AIC jest EAIC (Expected AIC ), gdzie wyznacza si¢ wartosé oczeki-
wana rozktadéw a posteriori, a nie maximum funkcji wiarygodnosci jak w przypadku AlIC.
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f(x) — rzeczywisty rozktad modelu (rozktad modelu prawdziwego). Tego
rozktadu nie znamy,

g(x,8) — rozktad modelu teoretycznego M,, przy zatozeniu, ze model M,
jest poprawny tzn. okreslone sa jego parametry i rozklady a priori
(priory) tych parametréw.

Metryka KL jest stosowana do okreslania odlegtosci pomiedzy dwoma
rozktadami prawdopodobienstwa f i g.Wartos¢ 1(f,g) przyjmuje zawsze
wartosci dodatnie, przy czym 1(f,g)=0, gdy f =g. Zauwazmy ponadto, iz
informacja Kullbacka-Leiblera nie spetnia warunku symetrycznosci, czyli
I(f,g)=1(g, ). nie jest to zatem metryka w doktadnym sensie matema-
tycznym. Entropia KL stanowi rozszerzenie entropii Shannona.

Definicja
Entropia Shannona (srednia ilos¢ informacji) okreslona jest wzorem:

> p(a)l(a)=-)_ p(a)log, p(a) ,Ama rozktad dyskretny
H(A)=
L p(x)1(x) =—jR p(x)log, p(x)  , Ama rozktad ciagly,

gdzie A jest zmienna losowa’® oraz

I(a)=1log, L , A ma rozkiad dyskretny
p(a)

1(c)=
I(x)=1log, 1 , A ma rozktad ciaghy.
p(x)
() — ilo$¢ informacji potrzebna do scharakteryzowania zdarzenia o, kto-

rego miara probabilistyczna (prawdopodobienstwo) wystapienia wynosi

p(a) lub p(x).

Entropie KL rozumie si¢ jako informacje tracona, gdy rzeczywistosé
(model prawdziwy) aproksymujemy modelem M, (mdwiac scislej: gdy ¢
jest uzywane do aproksymacji f ). Biorac to pod uwage, metryki Kullbacka-
-Leiblera nie mozna uzywa¢ do selekcji modeli, poniewaz zalezy ona od
nieznanego rozktadu f (nieznanej nam prawdy). Stad koniecznos¢ stosowa-

® W podejsciu bayesowskim — hipoteza.
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nia estymatoréw Kullbacka-Leiblera, do ktérych zaliczana jest funkcja AIC
(kryterium Akaike). W przypadku metryki KL zachodzi nastepujaca zalez-
nos¢: im mniejsza wartos¢ 1(f,g) (mniejsza odlegtos¢ migdzy f i g), tym
lepszy model teoretyczny M, (model teoretyczny M, lepiej aproksymuje
model prawdziwy). Czyli najlepszy model teoretyczny to taki, ktory naj-
lepiej aproksymuje model prawdziwy — odlegtos¢ 1(f,g) jest najmniejsza.
Ujmujac to inaczej, im mniejsza jest odlegtos¢ miedzy nieznana prawda
a modelem teoretycznym, tym bardziej jest on z nia zgodny. W kontekscie
naszych rozwazan dotyczacych selekcji modeli kosmologicznych skupimy
sie na postaci catkowej metryki Kullbacka-Leiblera (zatozenie o jedno-
stajnym (ciagtym) rozktadzie parametrow 6 modelu M,):

_ f(x)
I(f,g)_J.f(x)Ing(X,e)dx (2)

Bazujac na (2) informacje KL mozna zapisa¢ w postaci:

I(f,g)=jf(x)|n f(x)dx—,[f(x)ln g(x,8)dx=E,[In f (x)]-E,[Ing(x,0)], (3)

gdzie E, — wartos¢ oczekiwana obliczona dla funkcji f(x).

Jezeli E,[In f(x)]=const, czyli prawda jest ustalona, to minimalizacja
I(f,g) jest rownowazna maksymalizacji E, [Ing(x,0)] *° - nieznanej praw-
dy. Korzystajac z wzoru (3) i informacji zawartych w ostatnim zdaniu,
przedstawimy zarysowo dowod kryterium Akaike'' przy nastepujacych zato-
zeniach: (a) model prawdziwy to jeden z modeli z klasy rozwazanych modeli
teoretycznych, czyli f =g(x,6), (b) nie znamy parametréw'? modelu teore-
tycznego (aproksymujacego), (c) szukamy estymatora 1(f,g) dla konkret-
nego modelu z (b), tzn. modelu o nieznanych parametrach.

1 Na mocy prawa wielkich liczb za estymator wartosci oczekiwanej funkcji mozna przyja¢
warto$¢ $rednia z wartosci tej funkcji dla posiadanych obserwacji. Stad estymatorem

E;[Ing(x,6)] — nieznanej prawdy jest E:%Z:leng(xk,e) — wielko$¢ znana, n - liczba
danych empirycznych. Rozwazania matematyczne prowadzimy zatem w oparciu o estymator
E,[Ing(x.6)].

1 podajmy, ze dowéd AIC czesto przeprowadza si¢ w sposob analogiczny, ale przy zato-
zeniu, ze dane empiryczne to zmienne losowe. Wéwczas 6 to statystyka, a wigc entropia K-L to
tez statystyka. W takim podejsciu analizie podlega E([I(f,g)], anie 1(f,g).

12 Aby je okresli¢ klase modeli zawezamy do jednego modelu, a nastepnie wykonujemy dosyé
zawite zabiegi matematyczne, ktore pomijamy.
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Nasze zadanie polega na wyznaczeniu maksimum i minimum E,[Ing(x,8)]:

nie wchodzac w zawite szczegoty dowodowe® [31], podajmy, ze nieob-
ciazony estymator [E,[Ing(x,8)]],_; dla danego modelu moze przyja¢ posta¢

E, =<(InL~k), to znaczy:

E[E]=[E([Ing(x.0)]],_;,

gdzie L — maksimum funkcji wiarygodnosci, N — liczba danych empirycz-
nych, k - liczba parametréw modelu, 6 — estymator wektora €. Przy usta-
lonym N : max[E,[Ing(x,0)]],_; =max(inL—k)=InL—k. Wykazalismy za-
tem, ze entropia KL przyjmuje warto$¢ minimalna dla ustalonej liczby ob-
serwacji, gdy max [E[Ing(x,0)]], ;=InC—k.

Przy danych g(x,6) oraz f(x)istnieje taka wartos¢ 6, ze metryka K-L

przyjmuje minimalna warto$¢ — zasada minimalnej entropii. Podamy teraz
fakt [32], ktéry ma decydujace znaczenie przy wyprowadzeniu Kryterium
Akaike (zarys dowodu znajduje si¢ powyzej):
Przy maksymalnej gestosci prawdopodobienstwa estymatora 6 dla wektora
6 zachodzi warunek: wektor & ma taka wartos¢, ze 1(f,g) osiaga wartosé¢
minimalna. Czyli ujmujac to prosciej kryterium Akaike jest wyprowadzone
przez estymacje (aproksymacje) minimalnej entropii Kullbacka-Leiblera.

3.2. ROZNE POSTACIE AIC

3.2.1. W terminach funkcji wiarygodnosci

AIC =-2In L[+ 2k, L = max{L(6,,D) >0, (4)

gdzie L(€,D) — funkcja wiarygodnosci dla parametrow modelu & i danych
empirycznych D (méwiac $cislej zbioru wartosci danych empirycznych D),
k — liczba sktadowych wektora parametréw @ modelu (liczba parametréw
modelu).

¥ Dowéd, w ktérym rezygnuje sie z zatozenia (a), zaproponowat T. Takeuchi [29]. Uza-
sadnienie AIC moze by¢ réwniez przeprowadzone w formalizmie bayesowskim [30].

Y Jest to wielkos¢ nieznana, zatem nie mozemy skorzysta¢é z niej w rozwazaniach
matematycznych. W zwiazku z tym, zeby uzyska¢ taka mozliwo§¢ mozemy: (1) whaczy¢é model
prawdziwy do zbioru modeli aproksymujacych (teoretycznych) tzn. f(x)=g(x,6) lub (2) wy-
znaczy¢ estymator f(x) (o ile da sie to zrobic).
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Zauwazmy, iz we wzorze na AIC wystepuja dwa wyrazenia. Podamy
teraz ich funkcje:

L — okresla stopien fitowania modelu (zgodnos¢ modelu z danymi empi-
rycznymi), 2k — okresla stopien ztozonosci (skomplikowalnosci) modelu.

2k interpretujemy zatem jako czynnik karzqcy (penalty term) lub, uzywajac
terminologii filozoficznej, czynnik Ockhama (Ockham factor), czyli wyra-
zenie karzqce modele za posiadanie dodatkowych (nadmiarowych) para-
metrow.

Uscislajac, mamy do czynienia z sytuacja, gdy model scharakteryzowany
przez parametry istotne jest zgodny z danymi empirycznymi (jak najmniej-
sza wartos¢ AIC), natomiast model zawierajacy oprocz parametrow istot-
nych parametry dodatkowe (nieistotne) gorzej fituje wyniki obserwacji (dane
empiryczne), tzn. AIC osiaga stosunkowo duza wartos¢. Odwotujac sie do
formalizmu matematycznego, zachodzi nastgpujacy warunek:

Dla modeli okreslonych za pomoca parametrow istotnych funkcja AIC jest
malejaca, natomiast dla modeli zawierajacych oprdcz parametréw istotnych
parametry dodatkowe (nieistotne) funkcja AIC jest rosnaca.

Czynnik karzacy moze byé zapisany w terminach ewidencji (evidence)®,
przy zatozeniu, ze p(@|D,M) jest nie znormalizowana gestoscia *° dla
wektora parametrow 6. Wtedy:

E=p(D|M)=p(@|D,M)d6= - (27)*\/detC - p(@|M)=L-OF, (5)

gdzie OF - penalty term (Ockham factor), 0= 600, L — maksimum funkcji wia-

rygodnosci, d — liczba skladowych @, C — macierz kowariancji*’, 8 — esty-
mator 6, p(§| M) — gestos¢ a priori estymatora €, 6,,,, — moda p(6¢|D,M),
czyli wektor, w ktorym gestos¢ p(@|D,M) osiaga maksimum.

Wedtug ewidencji E, okreslonej wzorem (5), bardziej ztozone modele
(o wiekszej liczbie parametréw istotnych) zajmuja wieksza objetos¢ prze-
strzeni wektora parametrow @ niz modele mniej ztozone (0 mniejszej liczbie
parametrow istotnych).

% Wyprowadzenie mozna znalez¢ w artykule [33].
18 12n. IR" p(@|D,M)d6 =1 — & rozktad ciagty lub zi p(6|D,M) =1 — & rozkitad skokowy.

7 Na przekatnej znajduja si¢ wariancje odpowiednich sktadowych, natomiast na pozostatych
miejscach kowariancje odpowiednich sktadowych.
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Jezeli & ma jedna sktadowa (@ jest hipoteza jednowymiarowa) o ges-
tosci a priori p(6|M)=-;, gdzie A& to przedziat dozwolonych wartosci

. o Vposlerior HEH H
dla rozwazanego parametru, to OF :ZA—G—VDT, czyli jest to stosunek obje-
tosci zajmowanej przez gestos¢ a posteriori & — p(@|D,M) do objetosci

zajmowanej przez gestos¢ a priori € — p(@|M) w przestrzeni wektora 6.
Ponadto zachodzi zaleznos¢ Iog\’g":%‘j’zl , gdzie | interpretuje si¢ jako ilos¢

informacji o parametrach modelu po zgromadzeniu danych empirycznych®.
Zauwazmy, iz im wigcej mamy informacji o parametrach modelu na

podstawie obserwacji, tym wickszy jest OF = Looserior (v rosnie, a V

Vorior posterior prior

maleje), a tym samym wicksza ewidencja (E=L-OF) dla tego modelu.
Stosunekv\p;’s#ior mozna réwniez rozumie¢ jako objetos¢ w przestrzeni
parametréw nie wykorzystywana (wasted - marnowana) przez model, czyli
niepotwierdzona przez obserwacje. Zatem im mniejszy jest OF , tym wiecej
objetosci jest nie wykorzystywanej, a stad ewidencja dla modelu staje sie
coraz mniejsza ( E=L-OF maleje, bo OF maleje).

2

3.2.2. W terminach funkcji y

Celem podania innej postaci kryterium Akaike musimy zdefiniowac biedy
gaussowskie. Z dokonywaniem obserwacji (pomiaréw) dowolnej wielkosci
fizycznej przyjmujacej wartosci rzeczywiste wiaze si¢ wystgpowanie btgdow
pomiarowych, ktore rozumiemy wtedy jako hipotezy o rozktadzie normal-
nym. Wprowadzmy zatem pojecie bteddéw gaussowskich: Niech e bedzie hipo-
teza oznaczajaca btad obserwacji (eksperymentu) dowolnej wielkosci fizycz-
nej przyjmujacej wartosci rzeczywiste. Hipoteze e mozna zapisa¢ jako sume
hipotez e, (modelowac¢ jako sume¢ mniejszych btgdow (wktadow) e, ):

e:Zi:ei

gdzie e, ma rozktad normalny (Gaussa) oraz e, spetniaja centralne twier-
dzenie graniczne (CTG) tzn. zachodzi warunek:

8 Stad logOF =1 .
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—E(&)

1 ¢x t?
Xe/\R r o L exp(——)dt

Jesli  zatozymy gaussowski rozklad biteddéw, to zachodzi nastepujaca
zaleznos¢:

<X) > D(x)=

2
[ o exp(—’%) = 42 —2InL & 42 =b[-2In(],b>0. (6)

Stad AIC przyjmuje postaé:
AIC = y* + 2k, y* — efektywna funkcja y?, (7)

gdzie y° :Z:ile, X. — niezalezne sktadowe wektora obserwacji (hipote-

zy) o takim samym rozktadzie N(0,0). AIC ma zatem rozktad Gaussa, czyli
jest opisywany przez krzywa Gaussa. Gdy k=0, czyli model nie jest
okreslony przez zaden parametr, to AIC = y*.

Wartosé »° odgrywa istotna funkcje w estymacji parametrow i ocenie
jakosci dofitowania. Stuzy ona do wyboru parametrow modelu w taki
sposéb, aby jak najlepiej fitowat on dane empiryczne. Innymi stowy wartos¢
y° odpowiada za znajdowanie najlepszych parametréow modelu, ale nie
mozna jej stosowac do selekcji modeli. Zauwazmy, iz dla r6znych rozktadéw
danych empirycznych otrzymujemy rézne postacie funkcji wiarygodnosci®,
a stad rézne wzory na y* (y? e —-2InL).

3.2.3. W terminach krzywych dofitowanych do danych empirycznych

Kryterium Akaike mozna zapisa¢ w innej postaci, mianowicie w termi-
nach krzywych (funkcji) dopasowanych do danych empirycznych. W tym
celu omowiony zostanie problem fitowania krzywych (curve fitting problem)
[36]. Najbardziej og6lna forma tego zagadnienia wystepuje w wielu kon-
tekstach. W tym przypadku przedstawimy je w prostej postaci®: Dyspo-
nujemy pewnymi danymi empirycznymi x i y?#, ktore umieszczamy w ukta-
dzie kartezjanskim o osiach x i y. Formutujemy hipoteze o postaci funkcji
jednej zmiennej okreslajacej zwiazek pomigdzy tymi danymi w rozpatry-

1® Mozna sie z nimi zapoznaé w artykule [35].

20\ takim sensie, iz N — liczba sktadowych wektora obserwacji wynosi 2. Czyli rozwazamy
dwie dane empiryczne.

2 Ugcislajac, sa to wartosci wektora obserwacji ztozonego z 2 sktadowych.
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wanym uktadzie kartezjanskim. Rozwazmy przyktady takich hipotez:

(1) zwiazek migdzy danymi ma charakter liniowy tzn. y=ax+a, + N(0,07),
a,,a, =const — parametry krzywej, N(0,0°) — btad pomiaru.

(2) relacja migdzy danymi jest kwadratowa, tzn. y=a,x’ +a,x+a, + N(0,07),
a,,8,,a, =const — parametry krzywej, N(0,0°) — btad pomiaru.

Zauwazmy, iz bez podania konkretnych wartosci statych w funkcji okres-
lajacej zwiazek miedzy danymi mamy do czynienia z rodzina krzywych
(family of curves) — w naszych przyktadach rodzina linii prostych i rodzing
parabol. Uogolnienie rozpatrywanego problemu (problemu fitowania krzy-
wych) polega na rozwazeniu N skitadowych wektora obserwacji o warto-
sciach w zbiorze N elementowym. Wtedy funkcja opisujaca relacje migdzy
obserwacjami bedzie funkcja N —1 zmiennych. Metoda pozwalajaca na do-
pasowanie rodziny krzywych (w szczegélnosci krzywej) do danych jest
metoda najmniejszych kwadratéw, polegajaca na mierzeniu odlegtosci mie-
dzy rodzina krzywych a obserwacjami — im mniejsza jest ta odlegtos¢, tym
lepiej rodzina krzywych fituje dane. Uogdlnieniem tej metody jest metoda
najwigkszej wiarygodnosci, ktéra moze by¢ stosowana przy dwdch zato-
zeniach: (1) dane empiryczne obarczone sa btgdem, (2) hipoteza dotyczaca
postaci funkcji okreslajacej relacje miedzy danymi jest poprawna. Metode te
mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposob: krzywa najlepiej fitujaca dane empi-
ryczne to taka krzywa, ktora jest najbardziej prawdopodobna. AIC jako
kryterium stuzace do selekcji modeli w terminach krzywych dopasowanych
do obserwacji rozumie si¢ jako selekcjg¢ rodziny krzywych na podstawie
danych empirycznych. Mianowicie:

AIC =-2InL(F) + 2k, (8)

gdzie F - rodzina krzywych, L(F) — maksimum funkcji wiarygodnosci dla
F, k - liczba parametrow (statych w funkcjach wyrazajacych relacje mie-
dzy danymi) rodziny krzywych, 2k - okresla stopien ztozonosci rodziny
krzywych — wyrazenie karzace rodzine krzywych za posiadanie duzej liczby
parametréw (im wigksze k, tym wigkszy stopien ztozonosci). AIC mozna
okresli¢ jako funkcje karzaca maksymalnego prawdopodobienstwa (pena-
lised maximum likelihood function). Najlepsza rodzina krzywych to taka, dla
ktorej AIC osiaga minimalna wartosc.
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3.3. FUNKCJA AIC

Kryterium Akaike [37] stosuje si¢ do odrozniania istotnych parametrow
modelu, dzieki ktérym fituje on dobrze dane empiryczne, od parametréw do-
datkowych (extra parameters), zwiekszajacych jedynie ogélnos¢ modelu, ale
nie majacych znaczacego wptywu na poprawe dopasowania modelu. Innymi
stowy, AIC stuzy do filtracji nadmiarowych parametrow, ktore w nie istotny
sposéb poprawiaja dopasowanie modelu do danych empirycznych. Najlepszy
model to taki, ktory minimalizuje AIC (AIC osiaga najmniejsza wartos¢) —
minimalizuje informacje¢ Kullbacka-Leiblera (zob. wzér (1)), tzn. minimali-
zuje ilos¢ informacji utraconych, gdy model prawdziwy — nieznana prawda,
rzeczywistos¢ jest aproksymowana przez model najlepszy. Kryterium Akai-
ke pozwala stwierdzi¢, ktory z rozwazanych modeli najlepiej aproksymuje
rzeczywistos¢ — jest najbardziej zgodny z danymi empirycznymi (najlepiej
fituje dane empiryczne). AIC moze by¢ stosowane, gdy dysponujemy odpo-
wiednio duza liczba wynikdéw obserwacji. Najczesciej przyjmuje sie, ze
liczba danych empirycznych musi byé duza® w poréwnaniu z liczba para-
metréw najbardziej ztozonego (skomplikowanego) modelu z klasy rozwaza-
nych modeli. Ponadto wykazuje si¢®®, ze kryterium Akaike ma te wasnos¢, iz
gdy do zbioru rozpatrywanych modeli wiaczymy model prawdziwy, czyli
najlepszy (najbardziej poprawny), to — nawet dla bardzo duzej liczby obserwa-
cji — AIC nie zawsze go wskaze jako najlepszy. AIC zatem nie jest kryterium
konsystentnym (niesprzecznym, spéjnym)®. AIC daje stabe wyniki, gdy®:

(1) model stabo fituje dane empiryczne bez wzgledu na liczbe parametrow.

(2) dane empiryczne sa zbyt stabe, zeby ograniczy¢ (wyeliminowaé) para-
metry nadmiarowe (w nieistotny sposéb poprawiajace fitowanie modelu)
modelu.

Kryterium Akaike odwotuje si¢ do brzytwy Ockhama (Occam razor). Miano-

wicie gdy dwa modele fituja dane empiryczne w réwnym stopniu (réwnie

dobrze), czyli [,=[,, to preferowany jest model prostszy, tzn. z mniejsza

liczba parametrow (mniejsza wartos¢ AIC):

22 probka jest stosunkowo mata dla 2 <40, N - liczba danych empirycznych.

2 M6wiac scislej symulacje komputerowe.

# Konsystentna wersja  AIC to CAIC (sformutowana przez Bozdogana), mianowicie:
CAIC =-2InL+k(InN +1).

% Te warunki odnosza sie takze do BIC.
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AIC, = -2In L, +2k,,
AIC, = -2InL, + 2k,.

W przypadku, gdy k, <k,, to AIC, < AIC,.

Wida¢ stad, ze AIC rozpatruje si¢ w kontekscie prostoty® [por. [38]] -
modele prostsze (0 mniejszej liczbie parametréw) sa bardziej zgodne z dany-
mi empirycznymi niz modele bardziej ztozone (o wigkszej liczbie para-
metréw). Dla AIC mozna zdefiniowaé nastepujaca wielkos¢?':

AAIC, = AIC, - AIC ., i=1..,K,
AAIC, =0 dla najlepszego modelu (AIC, = AIC_,.) (9)
AAIC, >0 dla pozostatych modeli (AIC, > AIC,,,),

gdzie AIC, — wartos¢ funkcji AIC dla i-tego modelu,

AIC .. =min{AIC, ,i=1..,K} — najlepszy model wybrany sposréd K -modeli.

AAIC, mozna interpretowac jako ilos¢ utraconej informacji, gdy nieznana

rzeczywistosé¢ (model prawdziwy) aproksymujemy modelem i, a nie najlep-

szym modelem z rozwazanego zbioru modeli. Mozna ja zastosowaé¢ do se-
lekcji modeli, mianowicie im wigksze AAIC, dla i-tego modelu, tym mniej-
sze prawdopodobienstwo, ze jest on aproksymacja modelu prawdziwego.

Ujmujac to doktadniej:

AAIC, € (0,2) — model i ma prawie takie same potwierdzenie empiryczne
jak model najlepszy (waznos¢ i-tego modelu wzgledem modelu najlep-
szego jest znaczaca).

AAIC € (2,4) lub AAIC,€(4,7) — model i ma mniejsze potwierdzenie
empiryczne od modelu najlepszego (waznos¢ i-tego modelu wzgledem
modelu najlepszego jest widocznie mniejsza).

AAIC, >10 — model i jest praktycznie nie dopasowany do danych empirycz-
nych (brak waznosci i-tego modelu wzgledem modelu najlepszego).

W przypadku gdy N - liczba sktadowych wektora danych empirycznych

(liczba danych empirycznych) jest mata: <40 kryterium Akaike przyjmuje

posta¢ [39]:

% pojecie prostoty jest niejednoznaczne. Oméwienie réznych jego uje¢ w filozofii nauki
mozna odnalez¢ w pozycji [11].

" Interpretuje si¢ ja jako quick ’strenght of evidence” for considered model with respect to the
best one czyli szybkos¢ fitowania (sity dowodu — sity ewidencji) modelu i w odniesieniu (w sto-
sunku) do modelu najlepszego ( AIC,,, ) Inaczej mOwiac, jest to pewna skala mowiaca nam o ile

dany model jest gorszy od modelu najlepszego.
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2k (k +1)

AIC, = AIC + (10)

N-k-1
Zauwazmy, iz dla duzych N (N> k): AIC, =AIC. Natomiast dla matych
N (N ~k) czynnik karzacy, czyli 2k +2%2 jest wigksze niz czynnik ka-

rzacy dla AIC. Wzgledna sita ewidencji (dowodu) modeli?® (dopasowanie do
danych empirycznych) moze by¢ modelowana jako maksimum z na-
stepujacej funkcji wiarygodnosci [32]:

L, = max{L(g;, D)} exp{—%AAlCi}, g; — rozktad modelu teoretycznego M, (11)

gdzie L,, nazywane sa wagami Akaike (Akaike weights) — w.. Odpowiednik
wag Akaike w podejsciu bayesowskim (formalizmie bayesowskim) to
p(M; | D), przy zatozeniu, ze wszystkie rozwazane modele sa jednakowo
prawdopodobne, mianowicie:

exp{-1AAIC}

z:ilexp{—%AAICr}

Z ostatniego wzoru wida¢, iz model minimalizujacy AIC, to model o naj-

wigkszym p(M; | D), natomiast im wigksze AAIC,, tym mniejsze p(M, |D).
Uzywajac AIC,, wzor na wagi Akaike przyjmuje posta¢ [12]:

p(M, | D)= W (12)

_ exp{_%AAICc,i}
211 exp{—%AAICC,r},

gdzie K - liczba modeli, AAIC ; = AIC, - AIC;, AAIC , =AIC - AIC,, AIC,
—wartos¢ AIC dla i-tego modelu, AIC, —wartos¢ AIC dla r -tego modelu.

Istotna wielkoscia jest tzw. savvy prior (prior oparty na uprzedniej wie-
dzy), ktory wprowadza sie jesli chcemy interpretowaé wagi Akaike za

pomoca bayesowskich posteriorow. Wielkos¢ ta zalezy od ilosci danych oraz
liczby parametrow i okreslana jest wzorem:

p(M;) ZCGXD{EABICi —EAAlCi}: EXp[ki (zInN -1)] ,
? 2 > explk, (2N -]

(13)

(14)

gdzie

28 Relative strenght of evidence for models.
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1
>, exXp{A ABIC Jexp{—1 AAIC }

gdzie ABIC, =BIC, —BIC
AAIC, = AIC, - AIC .,
BIC=-2InL+kInN =4 +kInN,

k — liczba parametréw modelu,

N - liczba danych empirycznych. Najlepszy model to taki, dla ktérego BIC
0siaga najmniejsza wartos¢.

Dla ustalonej liczby danych empirycznych p(M,) zalezy tylko od liczby
parametrow M,. Prior jest wigkszy dla modeli o wigkszej liczbie para-
metrow — preferowane sa a priori modele bardziej ztozone®. Dla savvy prior
zachodzi nastepujaca zaleznosé¢: im wigksza liczba danych, tym wigcej
informacji, z ktérych moze skorzysta¢ model z wieksza liczba parametréw.
Ma on zatem uzasadnienie w teorii informacji. Najlepszy model powinien
zmienia¢ si¢ wraz ze zmiang liczby obserwacji.

min ?

3.4. KRYTYKA AIC
Podamy gtéwne trudnosci zwiazane z kryterium Akaike:
3.4.1. Problemy z L =max{L(6,, D)} — maksimum funkcji wiarygodnosci

Nie kazdy problem mozna rozwiaza¢ stosujac selekcje modeli. Wiele
zagadnien wiaze sie z testowaniem modeli — estymacja ich parametrow
(przyblizaniem, aproksymowaniem wartosci tych parametréw). Dla tych
kwestii odpowiednikiem kryterium Akaike jest metoda najwiekszej wiary-
godnosci, polegajaca na wyznaczaniu maksimum funkcji wiarygodnosci (maxi-
mum likelihood) — ML. Z ML zwiazana jest nastepujaca trudno$¢: czesto
zawodzi w oddzielaniu istotnych informacji, ktére niosa ze soba dane od
szumu — bteddéw pomiarowych. Wystepowanie tej tendencji zaznacza sie wy-
raznie w trzech przypadkach: (1) liczba danych empirycznych w stosunku do
liczby parametréw estymowanych jest mata, (2) liczba danych empirycznych
jest mata, (3) liczba estymowanych parametréw jest duza, tj. rosnie wraz
z liczba danych empirycznych. Rozwazmy przyktad wspomnianej wyzej trud-

2 Nie jest to zgodne z brzytwa Ockhama.
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nosci: niech f(x) bedzie jednowymiarowa gestoscia Gaussa®™ o sredniej u i
odchyleniu standardowym o . Wtedy funkcja wiarygodnosci przyjmuje postac:

N X —u)? N X —
L=T] . ctep{-53=InL=-) " (-iIn2z-Inc - 1[*2T).

oN2r

Stad:

oL o X g g AL _$ (X=X’
alu /uML N O ML — N ]

gdzie &%, jest estymatorem obciazonym tzn. E[5%.]# o . Dla duzej liczby
danych empirycznych obciazenie jest mate, natomiast dla matej liczby
wynikéw obserwacji obciazenie jest znaczace.

Do maksimum funkcji wiarygodnosci nawiazuje problem Neymana-
Scotta [40]. Mianowicie mdéwi on, jak sprawdzaja sie estymatory ML w sy-
tuacji, gdy liczba danych w stosunku do estymowanych parametrow jest
mata®. Uscislajac: (X,) — wektor obserwacji, n=2N, gdzie dla kazdego n:
X, =X, X),k1=1L..,N oraz {x,,x,:i=1...,N} to zbior wartosci (X,).
Zaktadamy, ze x, oraz X, pochodza z populacji o sredniej g i odchyleniu
standardowym o (niezaleznym od i). Problem Neymana-Scotta dotyczy
estymacji 4 1 o. Z trudnoscia Neymana-Scotta wiaze si¢ zagadnienie
doktadnosci predykcji (predictive accuracy). Przed jego zarysowym omo-
wieniem nalezy wprowadzi¢ wielkos¢ zwana estymatorem MEKLD (Mini-
mum Expected Kullback-Leibler Distance), ktory okresla sie rowniez jako
rozktad predyktywny (predictive distribution). Estymator ten wyznacza sig,
maksymalizujac funkcje wiarygodnosci (a tym samym logarytm funkcji
wiarygodnosci), nie odwotujac sie tylko do dostepnych wynikéw obserwaciji,
ale tez do danych, ktére mozemy potencjalnie uzyska¢ z rozwazanego zrdd-
ta. Problem doktadnosci predykcji w kontekscie estymatora MEKLD mozna
przedstawi¢ w nastgpujacy sposéb: jezeli dysponujemy pewnymi danymi
empirycznymi w problemie Neymana-Scotta i naszym celem jest minima-
lizacja bteddéw zwiazanych z pobraniem nowych danych, to nalezy zasto-
sowaé¢ estymator MEKLD. Innymi stowy: jezeli chcemy maksymalizowac
doktadnosé predykciji, to nalezy minimalizowa¢ rozktad predyktywny.

% Rozktad Gaussa ma swoje kotowe (angular) odpowiedniki — kotowy rozkfad von Misesa
(von Mises circular distribution) i sferyczny rozktad von Misesa i Fishera (von Mises-Fisher
spherical distribution).

% Liczba estymowanych parametréw rosnie wraz z liczba wynikéw obserwacji.
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Wykazuje sie [41], ze AIC zawodzi w kwestii doktadnosci predykcji.
Uscislajac: w problemie Neymana-Scotta tzn. w sytuacji gdy liczba danych
jest mata w pordéwnaniu do estymowanych parametréw mamy:

6% — acl2o? oraz (}f,,EKLD—>§0'2. Oznacza to, ze estymator AIC (na grun-
cie estymacji parametrow miejsce AIC zajmuje metoda najwigkszej wiary-
godnosci) &2, i estymator MEKLD G2eqp hie sa zbiezne do tej samej
wielkosci, a stad AIC nie dostarcza doktadnych predykcji. Ponadto ML
i MEKLD sa niekonsystentne® (niespdjne, sprzeczne), gdyz ML ponad-fituje
dane (over-fits the data) z Gin—1i0° (&% nie dazy do o), natomiast

MEKLD pod-fituje dane (under-fits the data) z Giexo —30° (G nie
dazy do o°).

3.4.2. Problemy z czynnikiem karzgcym (czynnikiem Ockhama)

(a) jednowymiarowy wielomian regresji (univariate polynomial regression)®

Zagadnienie® to polega na wyborze stopnia wielomianu aproksymujacego
nieznana funkcje. Doktadniej: niech t(x) bedzie pewna nieznana funkcja,
X..Y,:n=L..,N zbiorem wartosci wektora obserwacji, gdzie xe[-L1] i
y, =t(x,)+¢&,,n=L..,N,&, — btedy pomiarowe majace rozktad Gaussa o sred-
niej rownej zero i nieznanej wariancji. Naszym zadaniem jest skonstruo-
wanie pewnej funkcji wielomianowej f(d,x) * stopnia d , ktérej uzywa sie
do przewidywania wartosci nieznanej funkcji t(x), gdzie xe[-11]. Miara
sukcesu tej aproksymacji jest ESPE (Expected Squared Prediction Error),
czyli srednia wartosé [ f(d,x)—t(x)]*:

M I, x,) —t(x,)F
M

ESPE[f (d,x)]= (15)

gdzie {x,:m=1...,M} i x e[-L1].

32 Estymator jest konsystentny (spéjny, niesprzeczny), gdy przy n—>e (n - liczba skta-
dowych wektora obserwacji) dazy do tej samej wielkosci co prawdziwy rozktad danych empi-
rycznych (rozktad uwzgledniajacy wszystkie wyniki obserwacji — wyniki obserwacji daza do
nieskonczonosci).

* Rozwaza si¢ przypadki wielowymiarowe.

3 7 jednowymiarowego wielomianu regresji korzysta si¢ w ekonometrii, mianowicie w eko-
nometrycznej autoregresji [36].

% W zaleznosci od wynikéw obserwacji AIC wybiera rézne stopnie funkcji wielomianowych.
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(b) problemy AIC z gapps models.

Przypomnijmy, iz przewaznie zaklada si¢, ze modele maja rozktad
jednostajny (sa jednakowo prawdopodobne), ktérego funkcja gestosci ma
postac:

1
——, dla xe[a,b]
b-a
f(x)=
0, dla xela,b]

Gappy model to taki model, dla ktérego przedziat [a,b] zapisuje si¢ jako sume
roztacznych przedziatébw. Niech: (a) dysponujemy N danymi empirycznymi
(wektor obserwacji zawiera N sktadowych), (b) srednia odlegtos¢ pomiedzy
kolejnymi przedziatami wynosi +, (c) najwigksza odlegtos¢ migdzy kolej-

nymi przedziatami wynosi &N (d) b=a+%". Przy zachodzeniu warunkéw

(a) — (d) mozna pokazac¢, iz AIC preferuje gapps models nad modele, dla kto-
rych interwatu [a,b] nie rozbijamy na sume roztacznych przedziatow.

D. L. Dowe, S. Gardner, G. Oppy [36] pokazuja, ze z analizowanymi
trudnosciami lepiej niz AIC radza sobie estymatory MML (Minimum Mes-
sage Length) — zob. Criticism of AIC. Mowiac $cislej, wykazuje sig to dla
estymatorow wyprowadzonych na podstawie aproksymacji jednego z esty-
matorow MML - SMML (Strict Minimum Message Length). Wyznaczanie
estymatorow MML bazuje na zasadzie MML. Wedtug niej nalezy przyja¢
taka teorie, ktéra opisuje dane empiryczne w najkrotszym, dwuczesciowym
przekazie, gdzie pierwsza cz¢sé tego przekazu dowodzi teorii, a druga ko-
duje dane empiryczne przy zatozeniu, ze dowiedziona teoria jest prawdziwa.
Podamy definicje SMML : Rozwazmy czworke H, X, f,p:

H - przestrzen parametréw (zaktada sig, ze jest ona generowana przez o -
ciato jej podzbioréw).

X — wektor hipotez przyjmujacych wartosci ze zbioru x; :ie N .

f —dany rozktad a priori funkcji gestosci spetniajacy warunek

jH f(h)dh=Lhe H .

p — znana warunkowa gestos¢ prawdopodobienstwa: p:(X,H) —[0,1]
i p(x,h)=p(x|h), gdzie zi p(x; |h)=1 dla wszystkich he H .
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Estymatorem SMML nazywamy funkcje m: X — H taka, ze m(x)=h.
Funkcja m przy pewnych danych wartosciach pochodzacych ze zbioru
X. :ie N mowi nam Kktora teorig nalezy na ich podstawie przyjac.

Niewatpliwie do stabosci AIC nalezy to, ze ma zastosowanie tylko do
zagadnien, w ktdrych parametry maja rozktad ciagty.

3.5. APLIKACJE STATYSTYCZNE

Podamy przyktady zastosowania metod statystycznych w formalizmie
kryterium Akaike:

(1) Hipoteza y°.

Niech D, — dane empiryczne, y(x |a) — model z parametrami o . Na przy-
ktad: jesli model jest funkcja liniowa, to & oznacza tangens kata nachylenia
(wspdtczynnik kierunkowy prostej) i punkt przecigcia prostej z 0sia
wspotrzednych. Wtedy hipoteza y* ma postaé:

1P=> D -y | o :izzconst. (16)

i 0-1
Parametry najbardziej zgodne z danymi empirycznymi (parametry najlepiej
fitujace dane empiryczne) to takie, dla ktorych »° osiaga minimalna war-
tos¢. Minimalna wartos¢ wyznacza sie poprzez rozwiazanie rownania:

n
dog

Rozwazmy szczeg6lny przypadek: (a) btedy pomiarowe maja rozkiad
Gaussa, (b) model jest funkcja liniowa. Wtedy »° przyjmuje minimalna
wartos¢ dla v=n-m stopni swobody (sumy kwadratow danych empi-
rycznych), gdzie n — liczba danych empirycznych i m — liczba parametrow
modelu (statych wystepujacych we wzorze okreslajacym rozwazana funkcje
liniowa). Przez Q bedziemy rozumie¢ miare probabilistyczna (prawdo-

podobienstwo), czyli wartos¢ liczbowa zgodnosci modelu z wynikami ob-
serwacji (goodness of fit), gdy parametry tego modelu najlepiej fituja dane

empiryczne, tzn. y* osiaga minimalna wartosé. Q okreslone jest wzorem:

_1pr 2

gdzie }* - estymator y*, czyli funkcja podajaca wartos¢ x> z pewnym

przyblizeniem. Na przyktad w przypadku gdy Q ma mata wartos¢, to: (a)
model jest zty i nalezy go odrzucié, (b) btedy pomiarowe sa wieksze niz
powinny by¢, (c) btedy pomiarowe nie maja rozktadu Gaussa.
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(2) Ograniczenie na L=max{L(a,D)}, gdzie D - zbiér wartosci D,, o -
parametry modelu

Gdy priory*® (rozktady a priori) parametrow modelu sa niezalezne, to taki
model nazywamy akceptowalnym (acceptable) jezeli zachodzi warunek:

o<, (18)
L

gdzie ¢ — prég (threshold), L(e) — wartos¢ funkcji wiarygodnosci dla

pewnych wartosci D w przestrzeni modelu (model space), dla ktérej roz-

patruje sie catke J'R P(o|D)de .

(3) Estymacja parametréw modelu®’

Dane uzyskane w wyniku przeprowadzenia pewnej obserwacji (ekspery-
mentu) mozna zazwyczaj wyttumaczy¢é za pomoca modelu zawierajacego
okreslong liczbg parametrow, mianowicie: niech D ={y,,...,y,} bedzie zbio-
rem wartosci wektora obserwacji Y, m - prawdziwa wartoscia mierzonej
wielkosci Y, a & - bledem pomiarowym®. Wtedy zachodzi zaleznos¢
y,=m+¢g =€ =Yy, -mi=L..,n. Rozktad ¢ - g(y,,o), gdzie o to wektor
parametrow rozktadu &, definiuje rozktad y, —m. Gdy sktadowe « sa zna-
ne, to model bedzie opisany za pomoca m. W sytuacji, gdy rozwazamy dwie
wielkosci mierzone Y i Z oraz zalezno$¢ miedzy nimi ma postaé
Z=1(Y,A), mamy: z,=f(Y,A)+¢, a rozktad z,— f(Y,A) jest wyznaczony
przez rozktad &, . Podamy przyktadowe sposoby estymacji parametrow:

(3a) Wnioskowanie statystyczne bazujace na usrednianiu modeli

Jesli chcemy estymowaé parametry modelu, a z analizy prawdopodo-
bienstw wynikowych p(M,|D) wynika, ze kilka modeli dobrze opisuje
dane, to wnioski dotyczace parametru, czyli posterior dla tego parametru,
lepiej oprze¢ na wszystkich modelach, niz na pojedynczym. Dziatanie takie

% 7e wzgledu na wystepowanie prioru w rozwazaniach bayesowskich analiza bayesowska
poddawana jest krytyce, mianowicie: (1) wniosek — rozktady a posteriori bazujacy (oparty) na
tych rozwazaniach zalezy od wyboru prioru — wniosek nie jest obiektywny, (2) wniosek — roz-
ktady a posteriori zalezy od przyjetej parametryzacji modelu, z tego wzgledu ze prior nie jest
niezmienniczy (inwariantny) na zmiang parametryzacji (reparametryzacjg).

37 Sposéb doktadnego wyznaczania wartosci parametréw modelu zostat podany przez Fishera
(1935) [42].

% przewaznie zaktada sie, ze ma on rozktad Gaussa o nieznanej wariancji.
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nazywamy wnioskowaniem statystycznym bazujacym na usrednianiu modeli,
mianowicie:

Niech x bedzie parametrem, ktory poddajemy analizie. Ponadto x jest zde-
finiowane dla kazdego modelu z klasy rozwazanych modeli M,. Wtedy po-

sterior x — wnioski na temat x okreslony jest wzorem:

K
p(KID)=le p(x|D,M;)- p(M; | D), (19)
gdzie p(K|D,Mi)=J'p(/c|D,ai,Mi)~ p(e; | D,M;)de;, gdzie o; — parametry
modeli. Na mocy wzoru (19) widaé, ze wnioskowanie oparte na jednym mo-
delu ma sens, gdy posterior tego modelu p(M,|D)=1, a posteriory po-
zostatych rozwazanych modeli sa bliskie zeru (zaniedbywalne).
(3b) Metody Monte Carlo
Podamy dwie przyktadowe wypowiedzi metod Monte Carlo:
(I) Niech e, — prawdziwy zbior parametrow, ktérego nie znamy, D,,D,,...
- dane empiryczne, o, @,,..,c,, — parametry, ktore dofitowujemy z wynikow
obserwacji D,,D,,.... Nasze zadanie polega na wywnioskowaniu postaci
rozktadu ¢o; — ¢, bez znajomosci rozktadu ¢, . Ten cel osiagamy w na-
stgpujacy sposob: przyjmujemy, ze na przyktad o, jest parametrem praw-
dziwym. Wtedy rozktad hipotez o, —¢;, ktory potrafimy wyznaczy¢ utoz-
samiamy z rozktadem hipotez ¢, —¢;. W ten sposob w og6lnym przypadku

rue *

otrzymujemy pewien wielowymiarowy rozktad o — ¢, .

(1) W przypadku gdy rozktad a posteriori P(«|x), gdzie o — parametry
modelu, x — dane empiryczne jest skomplikowany generujemy z niego préb-
ke {o},i=1...N. Wartos¢ parametrow modelu moze by¢ oszacowana po-
przez wybor z {&} takich parametrow, dla ktérych rozwazany posterior
P(x|x) osiaga wartos¢ maksymalna — oszacowanie mody rozktadu lub

~ N . L. . . ; .
=+ o - oszacowanie wartosci oczekiwanej rozwazanego posterioru

P(a|x). Z metodami Monte Carlo wiaze sic MCMC (Monte Carlo Markov
Chains) [42, 43]. MCMC sa metodami stosowanymi do wyznaczania poste-
riorbw. W szczegdlnosci mozna wyznaczy¢ posterior dla parametréw
Pla|Xx):

P(x|x)-P(x)

Plafx)= [P(x|)-P(@)de

(20)
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4. AIC ZAKRES WAZNOSCI

W sekcji pierwszej podalismy rozne konotacje prostoty, ktora umieszcza-
no w wielu, czesto nieprzystajacych kontekstach i probowano oszacowaé
réznymi wskaznikami. Wymienmy te najczesciej uzywane: efektywnosé,
ilos¢ zatozen bazowych, jakosc¢ przestanek, prostota konceptualna, koheren-
cja, dogodnos¢, ekonomicznosé. Czesto badane przez nas kryterium byto po
prostu kojarzone z estetyka, elegancja teorii, modelu czy hipotezy. Nasza
praca stanowi probe odejscia od tego typu intuicyjnych interpretacji prostoty
i podejmuje kwestie mozliwosci podejs¢ ilosciowych.

Pierwszym celem tej czesci pracy, poswiegconej juz tylko Kryterium
Akaike, jest podanie zastrzezen w odniesieniu do tego, czy prostot¢ mozna
wyjasnia¢ (czy wrecz liczyé) w kategoriach ilosci informacji. Czy w ogole
mozna poda¢ miare liczbowa prostoty? Najwazniejszym jednak zadaniem
bedzie podanie tych obszaréw zastosowan AIC, w ktorych to kryterium
pokazuje swoja najwieksza moc i skutecznos¢. Chcemy mocno podkresli¢,
ze AIC nie jest kryterium uniwersalnym i dajacym sie wszedzie stosowac;
nie da sie, podobnie jak prostota, wyodrebni¢ jako wartos¢ ogolna i nie-
zalezna. Raczej jest rodzajem relacji przynajmniej dwuargumentowej. Moz-
na chyba powiedzie¢ o teorii, ze jest prosta, ale tylko intuicyjnie; scisle
relacjg prostoty wyrazimy w zdaniu: ,,teoriaT, jest prostsza niz teoria T,”.

Podstawowym nieporozumieniem, dotyczacym zakresu stosowalnosci
AIC, jest to, ze uzywa sie go jako kryterium, kt6re stwierdza, ze dana hipo-
teza jest prawdziwa lub falszywa. AIC nie wydaje generalnych i izolo-
wanych ocen jednego modelu. AIC nie jest narzedziem weryfikacyjnym
w sensie écistym; ono méwi jedynie o bliskosci (odlegtosci mierzonej przez
metryke K-L) do prawdy. Zreszta samo moOwienie o prawdzie czy praw-
dziwosci hipotezy domaga sie precyzji. Na przykiad realista pyta rzeczy-
wiscie o teorie prawdziwe; empirysta raczej o te, ktore sa najbardziej adek-
watne empirycznie. Nalezy tez pamigtaé, jak ryzykowne i najczesciej chy-
bione jest wprowadzanie bezwzglednej liczbowej miary stopnia prostoty
teorii czy prawa nauki, jak i rownowazenie kryterium prostoty z zawartoscia
informacyjna teorii czy prawa [14, s. 230-233].

Tradycyjnie mowi sie, ze dziatanie badawcze osiaga, przede wszystkim,
dwa cele: znajdowanie tych teorii, ktore najlepiej aproksymuja badana
rzeczywistos¢ [44] i konstruowanie hipotez dostarczajacych najlepszych
przewidywan. Takie ujecie zbiega si¢ z idea selekcji modeli, ktora takze
nakierowana jest na wyb6r modelu najblizszego prawdzie i tego, ktéry
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charakteryzuje sie najlepsza moca predykcji. W tym kontekscie konkuruja ze
soba dwa kryteria selekcji modeli: z jednej strony prostota, z drugiej — do-
ktadnos¢ fitowania danych. Ten efekt mozna ujaé jeszcze inaczej w postaci
problemu: czy celem modelu jest przede wszystkim predyktywne wykracza-
nie poza uzyskane dane, czy raczej interpolacja miedzy danymi. W tym
sensie prostota zbiega sie z informatywnoscia teorii czy modelu. Sam model
dysponuje pewna informacja, ale dzieki nowym danym empirycznym (infor-
macji dodatkowej — z zewngtrz) jest w stanie odpowiedzie¢ na interesujace
badacza pytania. Wystepuje tu rodzaj zaleznosci odwrotnej: im bardziej
informatywny model, tym mniej informatywne teorie. Konkurujace ze soba
hipotezy najczegsciej ocenia sig zestawiajac dwa Kryteria:

— AIC, ktére maksymalizuje wartos¢ 2In L —2k
- BIC, ktére maksymalizuje warto$¢ 2InL—kInN .

W tym zestawieniu widoczne staja sie rézne cele, ktdre osiaga sie, stosujac
oba kryteria: AIC maksymalizuje doktadnos¢ predykcji; BIC szacuje mak-
symalne zblizenie modelu teoretycznego do prawdziwego modelu. Natural-
nie mozna zastanawia¢ si¢ nad problemem, dlaczego dany model niedoktad-
nie ,fituje” dane. Albo model jest po prostu zty, albo sam proces zbierania
danych jest obciazony btedem. | nie jest to bynajmniej banalna kwestia.
W odpowiednim jej ujgciu i rozwiazaniu lezy prawdopodobnie najwigksza
sita kryterium Akaike: uchwycenie pewnego balansu migdzy zbyt doktad-
nym odzwierciedleniem danych empirycznych przez model (na przykiad
krzywa dopasowana do punktéw pomiarowych) — tzw. overfitting problem
z jednej strony, a koniecznym do zatozenia btedem pomiaru (pewnym nad-
miarem informacji) — noise in the data. W tej niezwykle prostej intuicji kryje
sie istota skutecznosci sformalizowanej procedury badawczej, ktéra opisali-
smy w sekcji drugiej. M. Forster i E. Sober ujeli ja w postaci swoistego para-
doksu, ktérego nie sposob chyba wyrazi¢ bardziej dostownie [45,1 s. 5-9]:

Even though a hypothesis with more adjustable parameters would fit the data
better, scientists seem to be willing to sacrifice goodness-of-fit if there is a com-
pensating gain in simplicity. [...]

Since we assume that observation is subject to error, it is overwhelmingly
probable that the data we obtain will not fall exactly on that true curve. [...] Since
the data points do not fall exactly on the true curve, such a best-fitting curve will
be false. If we think of the true curve as the ‘signal’ and the deviation from the
true curve generated by errors of observation as ’noise’, then fitting the data
perfectly involves confusing the noise with the signal. It is overwhelmingly pro-
bable that any curve that fits the data perfectly is false.

Akaike [46] discovered a way of estimating the size of the overfitting factor.
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Na podstawie lektury wynikéw prac Sobera i Forstera [47, 45, 48] mozna
sformutowa¢, mimo posiadanych roznych stabosci, w miarg bezpieczny
wstep do podrecznika uzytkownika kryterium Akaike:

1. Zatozenie 1. Aby doktadnos¢ przewidywan byta doktadnoscia matema-
tyczna, definiuje sie odlegtos¢ miedzy fitowanym modelem a praw-
dziwym przy pomocy metryki K-L.

2. Zatozenie 2. Nowe dane tkwig w tej samej rzeczywistosci co stare:

— funkcja, ktéra wiaze zmienne zalezne i niezalezne jest taka sama;
— stare i nowe dane sa wziete z tego samego rozkiadu.

3. Zalozenie 3. Powtarzane szacunki danego parametru istotnego w mo-
delu generuja rozktad normalny.

4. AIC jest kryterium wzglednym, tzn. odnosi sig¢ tylko do oceny okres-
lonego aspektu dziatania konkurujacych ze soba modeli.

5. Celem AIC jest przede wszystkim pokazanie, ktéry model nadaje sie
(lepiej niz inny) do wysuwania predykcji. Celem nie jest otrzymanie
najlepszego obrazu fitowanych danych, ale przewidywanie nowych,
a dokonuje sie to kosztem prawdziwosci modelu. Mozna to ujaé jesz-
cze mocniej: celem nie jest sprawdzenie, jak prawdziwa jest hipoteza.
Dlatego nieporozumieniem jest zestawianie AIC i BIC jako kryteriéw
konkurujacych, poniewaz kazde z nich ocenia co innego.

6. W dokonywaniu selekcji za pomoca AIC podstawowa kwestia jest
wyodrebnienie parametrow istotnych. Mozna oszacowaé wartosé tych
parametréw przez znalezienie takiej wartosci parametru, ktéra maksy-
malizuje prawdopodobienstwo danych.

7. Doktadnos¢ predykcji wiaze sig scisle z iloscia otrzymanych danych
[por. Sekcja: Krytyka AIC].

Przy ocenie zastosowania metod statystycznych w badaniu naukowym
zawsze napotykamy na zarzuty dotyczace juz samego pojecia prawdopodo-
bienstwa, probleméw w probabilistyczna ekstrapolacja wiasnosci poszcze-
gblnego indywiduum, koniecznoscia przyjecia zaleznosci statystycznej mie-
dzy wynikami powtarzanych obserwacji. Zauwazmy jednak, jak mocno kry-
terium Akaike uzaleznia wlasna koncepcje¢ prostoty od zatozen w rzeczy
samej empirycznych (na przyktad jednorodnos¢ natury, zatozenie o tym, ze
rozktad jest normalny). Jesli uzna sie dodatkowo, ze AIC nie rosci sobie
pretensji do oceny prawdziwosci pojedynczej hipotezy, to przy wielu ogra-
niczeniach jest niezwykle przydatnym narzedziem w pracy badawczej.
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5. AIC W DZIALANIU [49]

Ponizszy przyktad ma na celu pokazanie, ze kryterium Akaike nie dziata
jedynie na zasadzie odrzucania bardziej skomplikowanych modeli na rzecz
prostszych. Dos¢ sugestywnie odpowie na pytanie, dlaczego teorie prostsze
intuicyjnie nie zawsze sa blizsze prawdy. Niezaleznie od sposobu jego
wyprowadzenia mozna intuicyjnie spojrze¢ na koncowa formute — zawiera
ona w sobie informacje 0 jakosci dopasowania danych do testowanych
modeli, jak i o skomplikowaniu, ktére mierzone jest w dosy¢ prosty sposéb —
liczba dopasowywanych parametrow. Dla wielu pozostaje jednak niejasne, czy
nie zachodzi tu przektamanie na rzecz zbytniej prostoty lub idealnej zgodnosci
z punktami pomiarowymi. Jest to niestety kwestia dosy¢ subiektywna, gdyz
AIC nie jest jedynym kryterium na rynku ani tez ,prostota” czy ,,elegancja”
nie przektadaja sie jednoznacznie na matematyczne formuty. Mozna jednak
przeprowadzi¢ anachroniczny eksperyment, aby przetestowaé¢ sam test, i uzy¢
AIC do probleméw dawno juz rozwiazanych, tego typu, w ktérym bardziej
skomplikowana teoria zastapita bez cienia watpliwosci poprzednia. Mdwiac
inaczej, mozna zada¢ pytanie, czy gdyby dawni uczeni dysponowali tym
kryterium, zatrzymaliby sie ze swoimi teoriami na prymitywnym etapie, tylko
dlatego, ze prostota gérowataby nad jakoscia dopasowania?

Idealnym przyktadem jest tutaj ksztatt orbity ziemskiej — z grubsza rzecz
biorac, jest to okrag, wiec czy potrzebne jest komplikowanie sobie zycia
i doktadanie do niego mimosrodu i orientacji elipsy w ptaszczyznie eklip-
tyki? Wyobrazmy sobie, ze doswiadczenie polega na codziennym pomiarze
odlegtosci Ziemia—Stonce. Oczywiscie to po czesci eksperyment myslowy,
wigcC bedziemy musieli zaniedba¢ pewne praktyczne kwestie. W szczegol-
nosci wyznaczenie jednostki astronomicznej w kilometrach wymaga wyko-
rzystania np. takich zjawisk, jak przejscie Wenus na tle tarczy stonecznej,
ale mozna uznag, ze interesuje nas tylko wzglgdna zmiana promienia wodza-
cego, liczac od danego dnia. Wtedy, zakladajac, ze akceptujemy statos¢
predkosci polowej na orbicie, mozemy wyznaczy¢ stosunki odlegtosci ze
stosunkdw predkosci katowej Stonca na niebie. Dodatkowo nalezy pamigtac,
ze jezeli prawda jest hipoteza o eliptycznosci orbity, jeden dzien nie oznacza
zmiany o taki sam kat promienia wodzacego. Mozemy uznaé, ze btad ten jest
niewielki — jak zobaczymy dalej, catkowity btad i tak bgdzie oszacowany
arbitralnie — albo tez dokonywa¢ pomiaréw w réznych porach, kierujac sie
jako zmienna niezalezna wiasnie potozeniem katowym Stonca na sferze
niebieskiej. W efekcie dostaniemy 365 (lub 366) punktéw pomiarowych,
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z wartosciami odlegtosci w umownych jednostkach. Jezeli orbita jest ko-
towa, to bezbtedny pomiar powinien da¢ 365 ,,jedynek” — mozemy jedynie
sprawdzi¢ prawdopodobienstwo a posteriori takiej sytuacji, zauwazajac, ze
nie ma tu wiasciwie zadnego dopasowanego parametru — srednia odlegtos¢
powinna po prostu wynies¢ 1. Dla elipsy z kolei — jezeli uda si¢ ja wytowié
wsrod bteddéw pomiarowych — musimy wyznaczy¢é mimosrod oraz np. mo-
ment przejscia Ziemi przez peryhelium — to dwa parametry. Tu takze po-
trzebne jest prawdopodobienstwo a posteriori, ale dla kazdego punktu trzeba
wziaé pod uwagg, ze odlegtos¢ zalezy istotnie od kata. Na koniec mozna
dodatkowo zatozy¢, ze w praktyce kazdego dnia wykonamy wiele pomiaréw
i operowac bedziemy srednimi wraz z ich btgdami.

Jezeli chodzi o biedy, to nasz eksperyment myslowy polega réwniez na
zbadaniu, jak wielkie moga one by¢, aby sens miat w ogole taki pomiar i sto-
sowanie AIC. Zataczony rysunek pokazuje przyktadowy rozktad (zasymulo-
wanych) punktéw pomiarowych z gaussowskimi btedami, dopasowany okrag
oraz elipse. Jest to dosy¢ ekstremalny przypadek, gdyz btedy pojedynczego
pomiaru maja tutaj warto$¢ odchylenia standardowego réwna 0.5, czyli po-
towie badanej odlegtosci! Mozna chyba spokojnie zatozy¢, ze badania orbity
podejmuje sie, gdy sprzet pozwala na ,,nieco” lepsza doktadnosé.

Zaskakujacy (dla niektorych) wniosek otrzymujemy, patrzac na réznice
AIC dla poréwnywanych modeli — elipsa, pomimo skomplikowania o dwa
dodatkowe parametry, jest faworyzowana przez to kryterium. Srednio rzecz
biorac (tzn. usredniajac po 100 zestawach symulacji), AIC jest wyzsze 0 9
dla okregu. Juz dziesieciokrotnie mniejszy btad owocuje roznica rzedu 1000.
Liczby méwia same za siebie.

6. ZAKONCZENIE

W niniejszej pracy zbadalismy funkcje i cele kryterium prostoty sforma-
lizowanego w terminach statystyki klasycznej (niebayesowskiej) — kryterium
Akaike. Jego atrakcyjnos¢ w naukowej praktyce badawczej polega gtéwnie
na tym, ze méwi ono nam, ze w dysponowanym modelu uwzglednienie ko-
lejnego paramentru zjawiska daje nam coraz mniejszy wkitad do wyjasnienia
zjawiska. Uzytecznos¢ tego kryterium polega na tym, ze mozna je stosowaé
W nauce wszedzie tam, gdzie w wyjasnianiu zjawisk postugujemy si¢ mode-
lami, a parametry modelu odpowiadaja za jego zmiennos¢. Podkreslalismy
w tekscie, ze wspétczesna naukowa praktyka badawcza w ogdlnosci koncen-
truje swoja uwage bardziej na badaniu modeli niz budowaniu teorii.



KRYTERIUM AKAIKE: PROSTOTAW JEZYKU STATYSTYKI 123

distance
[
T

:o . . ¢ .. 4 . .. :.
5 e o . . ee ° . .
0.9 s L] . . ‘ L4 R
. . L
. ' L -

0 50 100 150 200 250 300 350

Rysunek 1. Rysunek przedstawia punkty pomiarowe na kazdy dzien (czyli $rednie z 50 dziennych
pomiaréw), wraz z dopasowana orbita kotowa (niebieska) i eliptyczna (czerwona).

Uczeni koncentruja swoje badania na modelach, a teorie stuza im w na-
stepnym etapie ich konstrukcji. W momencie, kiedy same modele zostaty juz
sformutowane, badania przesuwaja sie w kierunku okreslenia charaktery-
styki i wartosci samego modelu. W tym momencie staja Si¢ wazne kryteria
oceny tych modeli, ktére sa elementami skrzynki narzedziowej w sensie
N. Cartwright.

W pracy staralismy si¢ pokazac scisty zwiazek kryterium prostoty z kon-
cepcja brzytwy Ockhama. W tym kontekscie zwr6ciliSmy uwage na wazne
zastrzezenie P. Kawalca, by kryterium prostoty nie traktowac jako ostatecz-
nie rozstrzygajacego w ocenie testowanych hipotez. Oczywiscie powyzsze
zastrzezenie posiada bezposrednie zastosowanie do kryterium Akaike.

W definicji kryterium Akaike wystepuje czton, ktore ,karze” model za
posiadanie dodatkowych (nadmiarowych) parametréw (przypomnijmy folklo-
rystyczne powiedzenie G. Gamowa, ze majac pie¢ parametrOw, mozemy
dofitowaé nawet stonia w butelce). To mogtoby sugerowac, ze AIC dziata po
prostu w kierunku wyeliminowania bardziej skomplikowanego modelu -
0 wiekszej liczbie parametrow — niejako od samego poczatku. Nic bardziej
btednego; przyktad z sekcji 5, opracowany i udostepniony nam przez T. Sta-
chowiaka [49] pokazuje, ze AIC faworyzuje eliptyczne orbity Keplerowskie
w ukladzie grawitacyjnym Ziemia—Stonce, a nie orbity kotowe.
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Niewatpliwie zaleta badanego przez nas kryterium, podkreslana przez
wielu autoréw, jest jego niebayesowski charakter, co sprawia, ze AIC nie
jest uwiktane w zatozenia o charakterze filozoficznym [por. [50]]. Z drugiej
strony zwrdéémy uwage, ze jest ono Scisle powiazane z pojeciem prostoty,
brzytwa Ockhama, etc. W pracy zwrdécilismy uwage na zwiazek prostoty
w rozumieniu K. Poppera z jej operacjonalizacja w postaci AIC, podkres-
lajac, ze de facto AIC zawiera i rozwija najwazniejsze intuicje Poppera.

We wspotczesnej praktyce badawczej sytuacje problemowe wymagaja
stosowania zabiegu selekcji modeli, bgdacych autonomicznymi narzedziami
tej praktyki. Z jednej strony posiadamy dane empiryczne (obarczone bie-
dami), a z drugiej model. W ten sposob dysponujemy opisem tego samego
zjawiska za pomoca wielu modeli (multiple explanation problem). Model
lepszy wedtug kryterium Akaike to ten, ktéry uwzglednia istotne parametry
modelu, dajace si¢ wytowi¢ przy dostepnej jakosci danych. Czyli zawsze
nasza selekcja bedzie zrelatywizowana do danych empirycznych, ktérymi dys-
ponujemy. Lepsza ich jakos¢ moze sie okazaé¢ skuteczna w wytapaniu nowego
parametru, jako istotnego — mierzacego nowy stopien swobody uktadu.

SPIS LITERATURY

[1] Lieu R. 2007 (Preprint 0705.2462).
[2] Cartwright N., Shomar T. and Suarez M. 1996 Theories and Models in Scientific Pro-
cesses, ed. Herfel W. E. et al (Amsterdam: Editions Rodopi) p. 137-149.
[3] Bennett C. L et al. 2003 Astrophys. J. Suppl. 148 1 (Preprint astro-ph/0302207).
[4] Hinshaw G. et al. 2003 Astrophys. J. Suppl. 148 135 (Preprint astro-ph/0302217).
[5] Spergel D. N. et al. (WMAP) 2003 Astrophys. J. Suppl. 148 175 (Preprint astro-ph/
0302209).
[6] Tegmark M. et al. (SDSS) 2004 Phys. Rev. D69 103501 (Preprint astro-ph/0310723).
[7] Riess A. G. et al. 2007 Astrophys. J. 659 98-121 (Preprint astro-ph/0611572).
[8] Padmanabhan T. and Choudhury T. R. 2003 Mon. Not. Roy. Astron. Soc. 344 823-834
(Preprint astro-ph/0212573).
[9] Padmanabhan T. 2006 (Preprint astro-ph/0603114).
[10] Rodriguez-Fernandez J. L. 1999 Endeavour 23 3 121-125.
[11] Strawinski W.1991 Prostota, redukcja, jednos¢ nauki (Warszawa: Wydawnictwo FEA).
[12] Rissanen J. 1978 Automatica 14 465-471.
[13] Popper K. R. 2002 Logika odkrycia naukowego (Warszawa: PWN).
[14] Kawalec P. 2006 Przyczyna i wyjasnianie. Studium z filozofii i metodologii nauk (Lublin:
Wydawnictwo KUL).
[15] Cartwright N 1997 Phil. Sci. 64 292-303.
[16] Morrison M 2006 Poznan Studies in the Philosophy of the Sciences and the Humanities
86 145-172.



KRYTERIUM AKAIKE: PROSTOTAW JEZYKU STATYSTYKI 125

[17] Grobler A. 2006 Metodologia nauk (Krakéw: Aureus, ZNAK).

[18] Fisz M. 1954 Rachunek prawdopodobiesstwa i statystyka matematyczna (Warszawa:
PWN).

[19] Krysicki W., Bartos J., Dyczka W., Krolikowski K., Wasilewski W. 1997 Rachunek
prawdopodobiesnstwa i statystyka matematyczna w zadaniach (Warszawa: PWN).

[20] Jakubowski J., Sztencel R. 2001 Wstep do teorii prawdopodobiernistwa (Warszawa: SCRIPT).

[21] Linder E. V. and Miquel R 2007 (Preprint astro-ph/0702542).

[22] Osiewalski J. 2001 Ekonometria bayesowska w zastosowaniach (Krakow: Wydawnictwo
Akademii Ekonomicznej).

[23] Grabski F., Jazwinski J. 2001 Metody bayesowskie w niezawodnosci i diagnostyce (War-
szawa: WKL).

[24] Akaike H 1974 IEEE Trans. Auto. Control 19 716-723

[25] Akaike H 1981 J. Econometr. 16 3-14.

[26] Szydtowski M., Kurek A. and Krawiec A. 2006 Phys. Lett. B642 171-178 (Preprint astro-
ph/0604327).

[27] Szydlowski M. and Kurek A. 2006 AIP Conf. Proc. 861 1031-1036 (Preprint astro-
ph/0603538).

[28] Liddle A. R. 2007 Mon. Not. Roy. Astron. Soc. Lett. 377 L74-L78 (Preprint astro-
ph/0701113)

[29] Takeuchi T. 2000 Astrophysics and Space Science 271 213-226

[30] Burnham K. P. and Anderson D. R. 2004 Soc. Methodes and Research 33 2 261

[31] Burnham K. P. and Anderson D. R. 2002 Model Selection and Multimodel Inference:
A Practical Information — Theoretical Approach, 2nd ed (New York: Springer-Verlag).

[32] Biesiada M. 2007 JCAP 0702 003 (Preprint astro-ph/0701721).

[33] Szydlowski M. and Kurek A. 2008 (Preprint 0801.0638).

[34] D’ Agostini G. 1999 CERN Yellow Report 99 03.

[35] Kurek A. and Szydlowski M. 2007 (Preprint arXiv:0710.2125 [astro-ph])

[36] Dowe D. L. Gardner S. and Oppy G. 2007 Brit. J. Phil. Sci. 58 709-754.

[37] Szydlowski M. 2005 Roczniki Filozoficzne 51 2 217-235.

[38] Kieseppd I. A. 1997 Brit. J. Phil. Sci. 48 21-48.

[39] Sugiura N. 1978 Commun. Stat. A-Theor. A7 13.

[40] Neyman J. and Scott E. 1948 Econometrika 16 1-32

[41] Wallace C. S. 2005 Statistical and Inductive Inference by Minimum Message Length
(Berlin: Springer).

[42] Verde L. 2007 (Preprint astro-ph/0712.3028).

[43] D’ Agostini G. 2003 Reports on Progress in Physics 66 9 1383-1419(37).

[44] Smith P. 1998 Brit. J. Phil. Sci. 49 253-277.

[45] Forster M. and Sober E. 1994 Brit. J. Phil. Sci. 45 1-35.

[46] Akaike H. 1973 2nd International Symposium on Information Theory, ed. Petrov B. N.
and Csaki F. (Budapest: Akademiai Kiado).

[47] Sober E. 2002 Phil. Sci. 69 112-123.

[48] Forster M. 2000 J. Math. Psy. 44 205-231.

[49] Stachowiak T. [http://demonstrations.wolfram.com/Akaike CriterionInOrbitDetermination].

[50] Kawalec P. 2003 Roczniki Filozoficzne 51 1 113-142.



126 Lt UKASZ KUKIER - MAREK SZYDtOWSKI - PAWEL TAMBOR

AKAIKE CRITERION:
SIMPLICITY IN THE LANGUAGE OF STATISTICS

Summary

Many authors have pointed out that notion of simplicity is unclear. For deeper understanding
of this term, we investigate it in the conceptual framework of Akaike Informative Criterion
(AIC). Advantages as well as troubles of such formulation are presented in the paper. We also
discuss a role which plays the simplicity notion formulated in statistical framework within
Sober’s philosophy of science conception.
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