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1. NA POCZ�TKU BYŁA LOGIKA 

Logika ma podstawowe znaczenie dla informatyki zarówno dla jej prob-
lemów teoretycznych, jak i technologicznych, zarówno je�li chodzi o progra-
my, jak i je�li chodzi o sprz�t. Miejsce logiki w informatyce skrótowo mo�na 
opisa� stwierdzeniem: k o m p u t e r  j e s t  w y t w o r e m  l o g i k i  i  t e c h -
n o l o g i i. Problematyce logicznej w informatyce po�wi�cone s� liczne wy-
specjalizowane czasopisma, jak np. ameryka�skie „Logical Methods in Com-
puter Science”1 i „ACM Transactions on Computational Logic”2, konferencje, 
jak np. IEEE Symposium on Logic in Computer Science3. Oczywi�cie, nie bra-
kuje ró�nego rodzaju publikacji zbiorowych i monografii. W zwi�zku z tym, 
�e w programach nauczania informatyków przewidziane jest nauczanie logiki 
(zwykle ł�cznie z teori� mnogo�ci) nie brakuje odpowiednich podr�czników.  

Kwestie logiczne wyst�puj� w problematyce4:
– modelowania systemów komputerowych i rozumienia ich architektury,  
– j�zyków bazodanowych,  
– j�zyków programowania (semantyka, logika programowania),  
– sztucznej inteligencji jako narz�dzia reprezentacji i rozumowania,  
– in�ynierii programowania (specyfikacja, weryfikacja i optymalizacja 

programów i systemów komputerowych),  
– teorii obliczalno�ci (poj�cie zło�ono�ci). 
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1 http://www.lmcs-online.org/index.php 
2 http://tocl.acm.org 
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4 Zob. www.cs.rice.edu/vardi/comp409 
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Logika jest jedn� z najstarszych nauk. Jej pocz�tki wi��� si� ze staro-
�ytn� filozofi� greck�, a Arystoteles powszechnie uwa�any jest za jej twór-
c�. Nadał on logice tak doskonały kształt, �e jeszcze w XVIII wieku Im-
manuel Kant (1724-1804) uwa�ał, �e prawie niczego ju� do niej nie mo�na 
doda�. Pisał on, �e logika5:

od czasów Arystotelesa nie musiała zrobi� �adnego kroku wstecz […]. Osobliwe 
jest jeszcze to, �e nie mogła dotychczas zrobi� tak�e ani kroku naprzód i �e przeto 
wedle wszelkich danych wydaje si� zamkni�ta i wyko�czona.

Elektronika rozwin�ła si� za� w połowie wieku XX. Dopiero jej rozwój 
umo�liwił zbudowanie odpowiedniego sprz�tu.  

Liczenie jest trudn� operacj� my�low�, a wynik liczenia powinien by�
dokładny. Ludzie, od kiedy zacz�li liczy�, wspierali ten proces my�lowy za 
pomoc� ró�nego rodzaju narz�dzi zarówno w zakresie operacyjnym, jak 
i zapami�tywania. Rajmundusa Lullusa wskazuje si� jako kogo�, kto miał 
pewne intuicje mo�liwo�ci tego rodzaju wspierania innych ni� tylko obli-
czanie procesów my�lowych. Idea taka została wyra
nie sformułowana przez 
Leibniza.  

Odkrycie zera i stworzenie systemu pozycyjnego oraz wynalazek algo-
rytmu pozwoliły zast�pi� liczenie przez algorytmiczne rachowanie6. Dzi�ki
temu niepomiernie wzrosły mo�liwo�ci liczenia na bardzo du�ych liczbach, 
a ponadto osi�gni�to niemo�liw� wcze�niej bezbł�dno��. Rachowanie mo�na
za� powierzy� maszynie. Mówi o tym Leibniz [26]: 

Indignum est excellentium virorum horas servili calculandi labore perire quia 

5 I. K a n t, Krytyka czystego rozumu, tł. R. Ingarden, Warszawa 1986, B VIII (s. 21-22). 
6 Jednym z pierwszych spo�ród tych, którzy u�ywali i popularyzowali system dziesi�tny, był 

Gerbert z Aurillac (ok. 955-1003), najwybitniejszy matematyk chrze�cija�skiej �redniowiecznej 
Europy (wybitniejsi matematycy byli w krajach islamskich). Studia w zakresie quadrivium odbył 
w Barcelonie. Katalonia utrzymywała kontakty z muzułma�sk� Al-Andalus. Dzi�ki temu Gerbert 
miał okazj� zapozna� si� z dorobkiem uczonych arabskich z Kordoby. Spo�ród wielu osi�gni��
Gerberta w kontek�cie naszych rozwa�a� warto wspomnie� o abaku, który jest praprzodkiem 
komputera. Gerbert wykorzystał posadzk� katedry w Reims. Sze��dziesi�ciu czterech uczniów 
szkoły katedralnej przestawiało kr�gi. W ten sposób dawał sobie rad� z wielkimi liczbami, 
z jakimi nigdy przedtem sobie nie radzono. Jest autorem rozpraw Regula de abaco computi
(,,Reguły rachowania na abaku”) i Libellus de numerorum divisione (,,Ksi��eczka o dzieleniu 
liczb”). Doprowadził dzi�ki temu do wzrostu zainteresowania i zrewolucjonizowania studiów 
matematycznych na Zachodzie. Umiej�tno�� obliczania wyników operacji na wielkich liczbach 
tak zadziwiała, �e zarzucano mu paktowanie z diabłem. Z protekcji cesarza Gerbert został 
papie�em i przyj�ł imi� Sylwestra II (lata pontyfikatu: 999-1003). Razem z cesarzem jako obcy 
zostali wygnani z Rzymu. 
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Machina adhibita velissimo cuique secure transcribi possit. (Nie jest godne, aby 
znakomici ludzie tracili czas jak niewolnicy, wykonuj�c obliczenia, gdy te mog�
by� powierzone komukolwiek, kto z pomoc� maszyny poprawnie je przepro-
wadzi).

Leibniz skonstruował maszyn� licz�c�. Na cze�� swojej maszyny zapro-
jektował medal z napisem: „T e m u, c o  p r z e w y � s z a  c z ł o w i e k a”. 

Niezawodno�� rachowania oraz obiektywna sprawdzalno�� jego popraw-
no�ci mogła by� wzorem dla dysput w innych obszarach rozumowa�. Ta idea 
owładn�ła Leibnizem. Uznał, �e dla tego celu potrzebny jest specjalny j�zyk 
poj�ciowy, characteristica universalis, j�zyk Adama, oraz specjalny rachunek 
calculus raciocinator. Zdaniem Davisa [13] te spekulacje Leibniza s� wizj�
Uniwersalnej Maszyny Turinga. Oparciem dla takiego celu była koncepcja 
metafizyczna. �wiat został stworzony według liczby, miary i wagi (Mdr 11, 
20). Leibniz pisze: „C u m  D e u s  c a l c u l a t  e t  c o g i t a t i o n e m  e x c e r -
c e t, f i t  m u n d u s” („Kiedy Bóg liczy i snuje my�li, powstaje �wiat”)7.

Matematyka jest narz�dziem Konstruktora �wiata, a tworzywem, z które-
go �wiat jest stworzony, s� liczby. Idea Boga jako matematyka przez nikogo 
wcze�niej nie była podkre�lana tak silnie, jak uczynił to Leibniz. Stworzony 
przez siebie system binarny uznał za ,,obraz stworzenia” (imago creationis)8.
Na zaprojektowanym przez siebie medalu na cze�� systemu binarnego 
umie�cił m.in. napis:  

U n u s  e x  n i h i l o  o m n i a   
U n u m  a u t e m  n e c e s s a r i u m9.

W styczniu 1697 r. wraz z �yczeniami urodzinowymi do swego protektora 
ksi�cia Rudolfa Augusta z Brunszwika (Herzog von Braunschweig-Wolfen-
büttel Rudolph August) przesłał list, w którym omawia system binarny i ide�
stworzenia z zera (0) jako nico�ci i jedynki (1) jako oznaczaj�cej Boga. Dla 
Leibniza [27]: 

Poniewa� jedn� z głównych kwestii wiary chrze�cija�skiej, a mianowicie w�ród 
tych, w które m�dro�ci �wiata najmniej weszły oraz jeszcze poganom nie w pełni 
s� ukazane, jest stworzenie rzeczy z niczego przez Wszechmocnego Boga. Teraz 
mo�na wła�ciwie powiedzie�, �e nic w �wiecie tego zarówno lepiej nie przed-

7 Zdanie to zamieszczone jest na marginesie tekstu Dialogus, opublikowanego w VII tomie 
pism G.W. Leibniza pt. Die Philosophischen Schriften von G. W. Leibniz, vol. I-VII, wydanych 
przez C.I. Gerhardta (Halle 1846-1863; reprint Hildesheim 1960), na s. 190-193. 

8 Idea ta została rozwini�ta przez Chaitina. Wi�cej na ten temat zob. [41]. 
9 „Jedynka z nico�ci (stwarza) wszystko. Jedynka zatem konieczna”. 
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stawia, jak i jednocze�nie dowodzi, jak powstanie liczb, jak tutaj jest przedsta-
wione, przez wyra�enie ich tylko i zaledwie jedynk� i zerem lub nico�ci�, z czego 
wszystkie liczby powstaj�. I b�dzie w pełni trudno w przyrodzie i filozofii znale
�
lepsze przestawienie tajemnic, st�d tak�e naszkicowany medal przedkładam:  

OBRAZ STWORZENIA 

To jest tak�e warte nie mniejszej uwagi, jak ju� z tego ukazuje si�, nie tylko, �e
Bóg wszystko uczynił z niczego, lecz tak�e, �e Bóg wszystko dobrze uczynił, i �e
wszystko, co uczynił, było dobre; jak to tak�e tu w tym przedstawieniu stworzenia 
na oczy widzimy10.

Leibniz projektuje równie� komputer binarny (mechaniczny).  
Leibniz, podobnie jak wcze�niej Thomas Hobbes, który głosił, �e „c o -

g i t a t i o  e s t  c o m p u t a t i o”, �ywił przekonanie, �e ka�de ludzkie rozumo-
wanie mo�e by� przekształcone tak, �e stanie si� przedmiotem rachunko-
wego obliczenia i w taki sposób ka�da kontrowersyjna prawda stanie si� tak 
oczywista jak 2 + 2 = 4. Pisał [28: 200]: 

…gdyby spór powstał, dysputa mi�dzy dwoma filozofami nie wymagałaby 
wi�kszego wysiłku ni� mi�dzy dwoma rachmistrzami. Wystarczyłoby 
bowiem, aby wzi�li ołówki w swoje r�ce, usiedli przy swoich tabliczkach 
i jeden drugiemu (z przyjacielem jako �wiadkiem, gdyby zechcieli) 
powiedzieli: P o l i c z m y11.

W kwietniu 1679 r. w li�cie do ksi�cia Johanna Friedricha von Braun-
schweig pisał: 

10 „Denn einer der Hauptpuncten des christlichen Glaubens, und zwar unter denjenigen, die 
den Weltweisen am wenigsten eingegangen, und noch den Heyden nicht wohl beizubringen sind, 
ist die Erschaffung der Dinge aus Nichts durch die Allmacht Gottes. Nun kann man wohl sagen, 
daß nichts in der Welt soie besser vorstelle, ja gleichsam demonstrire, als der Ursprung der 
Zahlen, wie er allhier vorgestellet ist, durch deren Ausdrückung blos und allein mit Eins und mit 
Nulle oder Nichts alle Zahlen entstehen. Und wird wohl schwerlich in der Natur und Philosophie 
ein bessres Vorbilddieses Geheimnisses zu finden sein, daher ich auch die entworfene Medaille 
gesetzet: IMAGO CREATIONIS. Es ist aber doch dabei nicht weniger betrachtungswürdig, wie 
schon darus erscheinet, nicht nur, daß Gott Alles aus Nichts gemacht, sondern auch daß Gott 
Alles wohl gemacht, und daß Alles, was er geschaffen, gut gewesen; wie wirs hier denn in diesem 
Vorbilde der Schöpfung auch mit Augen sehen”. 

11 „… quando orientur controversiae, non magis disputatione opus erit inter duos philosophos, 
quam inter duos Computistas. Sufficiet enim calamos in manus sumere sedereque ad abacos, et 
sibi mutuo (accito si placet amico) dicere: c a l c u l e m u s”. Podobne stwierdzenia znajduj� si� w 
innych tekstach cytowanego tomu, np. s. 64-65, 125. CALCULEMUS jest dzisiaj nazw� mi�dzy-
narodowej grupy badawczej. Celem tej grupy jest rozwój nowej generacji systemów matematycz-
nego wspomagania opartych na integracji mocy dedukcyjnej systemów dedukcyjnych i mocy 
obliczeniowej algebraicznego systemu komputera. Zob. http://www.calculemus.net/ 
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Wenn Gott Eurer Hochfürstl. Durchlaucht noch den Gedanken eingäbe, mir 
lediglich zu bewilligen, daß die 1200 Taler, die festzusetzen Ihr die Güte hattet, zu 
einer Dauerrente würden, so wäre ich ebenso glücklich wie Raymund Lull12, und 
vielleicht mit größerem Recht. […] Denn meine Erfindung umfasst den Gebrauch 
der gesamten Vernunft, einen Richter für alle Streitfälle, einen Erklärer der Be-
griffe, eine Waage für die Wahrscheinlichkeiten, einen Kompass, der uns über den 
Ozean der Erfahrungen leitet, ein Inventar der Dinge, eine Tabelle der Gedanken, 
ein Mikroskop zum Erforschen der vorliegenden Dinge, ein Teleskop zum Erraten 
der fernen, einen generellen Calculus, eine unschädliche Magie, eine nicht-chimä-
rische Kabbala, eine Schrift, die jedermann in seiner 

Sprache liest; und sogar eine Sprache, die man in nur wenigen Wochen er-
lernen kann und die bald in der ganzen Welt Geltung haben wird. Und die überall, 
wo sie hinkommt, die wahre Religion mit sich bringt.  

Leibniza idea maszynowego ,,my�lenia” zapisanego j�zykiem binarnym 
w jakiej� cz��ci realizowana jest przez współczesn� informatyk�. Zastoso-
wania informatyki zmieniaj� nasze �ycie tak, jak tego chciał Leibniz, gdy 
pisał, �e b�dzie to (characteristica universalis) ostatnim wysiłkiem ludz-
kiego ducha, gdy bowiem projekt zostanie zrealizowany, b�dzie miał czło-
wiek narz�dzie powi�kszaj�ce mo�liwo�ci rozumu tak jak teleskop, który 
uzdalnia widzenie, i mikroskop, który umo�liwił ujrzenie wn�trza przyrody. 
Dzi�ki niemu [29: 373-381 – Leibniz an Heinrich Oldenburg 1673-1676]: 

… w trakcie mówienia, sam� moc� sformułowa�, gdy j�zyk b�dzie prowadził 
umysł, nawet głupcy b�d� wygłasza� wielce inteligentne zdania, dziwuj�c si�
sami swojej wiedzy, bez trudu pokonuj�c sw� umysłow� niemoc, a b�dzie owe 
wypowiedzi rozumiał nawet kto� najgłupszy13.

Przychodzi nam dzi� dokona� os�du, do którego wzywał Leibniz, gdy 
pisał [tam�e]:

Os�d
, jak wielkie b�dzie nasze szcz��cie, je�li za sto lat od tej chwili j�zyk taki 
powstanie14.

12 Pomysły Lullusa (Ars Magna et Ultima) zainspirowały wielu. Werner Künzel [25] pisze: 
„Od 1987 programowałem ten pierwszy pi�kny algorytm historii filozofii w j�zykach 
komputerowych COBOL, Assembler oraz C”. 

13 „… inter loquendum ipsa phrasium vi lingua mentem praecurrente praeclaras sententias 
effutient imprudentes, et suam ipsi scientiam mirantes, cum ineptiae sese ipsae prodent nudo 
vultu, et ab ignarissimo quoque deprehendentur”. Przekład polski – W. Marciszewski. 

14 „Quantam nunc fore putas felicitatem nostram si centum ab hinc annis talis lingua 
coepisset”. Przekład polski – W. Marciszewski. 
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Ziarna zostały zasiane15. Wysiłkiem i geniuszem Boole’a oraz Fregego, 
Peano, Peirce’a i wielu innych tworzone s� podstawy rachunków logicznych. 
Wci�� nie mamy jednak dobrej definicji rachunku. Na przełomie wieków 
XIX i XX David Hilbert sformułował wielki program formalizacji matema-
tyki. Hilbert uwa�a, �e obowi�zuje ogólna zasada odnosz�ca si� do rozumu 
ludzkiego, �e ka�de zagadnienie, które rozum stawia, mo�e by� przez rozum 
rozwi�zane. Hilbert odrzuca słynne hasło E. Dubois-Raymonda: „I g n o r a -
m u s  e t  i g n o r a b i m u s”16.

Wewn�trzny głos mówi: jest problem, szukaj rozwi�zania. Znale
� mo�esz je za 
pomoc� czystego my�lenia; albowiem w matematyce nie istnieje Ignorabimus!

Stanowisko to przenosi na cało�� poznania naukowego. W wyst�pieniu 
królewieckim z 1930 r., kiedy to otrzymywał honorowe obywatelstwo miasta 
swojego urodzenia, stwierdza, �e cała nasza kultura, oparta na intelektual-
nym poszukiwaniu i wykorzystaniu przyrody, znajduje swoje podstawy 
w matematyce. Za Galileuszem głosi, �e „tylko ci, którzy nauczyli si� j�zyka 
i znaków, którymi do nas przemawia przyroda, mog� przyrod� zrozumie�”.
Swoje wyst�pienie ko�czy tak, jak to czynił ju� na II kongresie matematy-
ków w Pary�u w 1900 r.: „W i r  m ü s s e n  w i s s e n. W i r  w e r d e n  w i s -
s e n” („Musimy wiedzie�. B�dziemy wiedzie�”). Przekonanie to było zna-
cz�ce dla postawy Hilberta. Tej tre�ci inskrypcja znajduje si� nawet na jego 
grobie. 	eby wiedzie�, musimy mie� narz�dzie, które pozwoli nam t� wiedz�
osi�gn��.

Podstawowym poj�ciem programu Hilberta jest poj�cie rozstrzygalno�ci. 
Niemieckie okre�lenie tego problemu: Entscheidungsproblem na stałe we-
szło do j�zyka nauki17. Musimy mie� wiarygodn� i obiektywn� metod�, która 
pozwala w sko�czonej liczbie mechanicznych kroków da� odpowied
 na 
pytanie, czy dana formuła jest twierdzeniem.  

Uprawnionymi metodami rozwi�zywania problemów matematycznych s�
dedukcja i �cisło��. Rozwi�zanie problemu ma by� oparte o sko�czon� liczb�
przesłanek i sko�czon� liczb� wnioskowa�. Przesłanki winny by�
sformułowane precyzyjnie. Jest to postulat �cisło�ci dowodzenia. W dowo-
dzeniu nieodzowne s� przedstawienia geometryczne. Znaki arytmetyczne to 
zapisane figury geometryczne, a figury geometryczne to narysowane formuły 

15 Wi�cej na temat Leibniza jako prekursora informatyki zob. [43, 42]. 
16 Emil du Bois-Reymond (1831-1889), niemiecki fizjolog, wypowiada je w Über die 

Grenzen des Naturerkennens.
17 Zagadnieniu rozstrzygalno�ci po�wi�ciłem wi�cej uwagi w pracy [41]. 
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i �aden matematyk nie mo�e si� bez nich obej��. Hilbert zatem dopuszcza 
rozstrzyganie tylko za pomoc� rachunków. Pierwsz� kwesti� w Entscheid-
ungsproblem było znalezienie precyzyjnego matematycznego sformułowania 
metody.  

Po pracach Gödla, Churcha i Turinga program Hilberta legł w gruzach. 
Paradoksalnie prace te s� fundamentalne dla informatyki. Church i Turing, 
niezale�nie od siebie, podali definicj� rachunku. Obie okazały si� równo-
wa�ne. Zdaniem Churcha przewag� ma definicja korzystaj�ca z poj�cia ma-
szyny (Turinga), podana przez Turinga.  

Turing sformułował poj�cie maszyny pracuj�cej na ta�mie papierowej, na 
której byłyby drukowane symbole, i zapytał, jaki najbardziej ogólny typ 
procesów mo�e by� wykonany przez tak� maszyn�. Pokazał, �e jest to 
równowa�ne temu, co zawsze mo�e by� osi�gni�te przez kogo� posługu-
j�cego si� zbiorem instrukcji logicznych. Ma tu miejsce potrójna odpowied-
nio��: mi�dzy logicznymi instrukcjami, działaniem umysłu i maszyn�, która 
w zasadzie mogłaby by� zrealizowana w fizycznej postaci18.

Teza Churcha-Turinga jest matematycznym stwierdzeniem uniwersalno-
�ci: ka�dy komputer z pewn� minimaln� pojemno�ci� jest w istocie w stanie 
wykona� wszystkie zdania, jakie mo�e wykona� jakikolwiek inny komputer. 
Wszystkie komputery, pocz�wszy od telefonów komórkowych, a sko�czyw-
szy na superkomputerach, maj� mo�liwo�� wykona� te same zadania obli-
czeniowe, je�li tylko b�d� miały wystarczaj�co do�� czasu i odpowiedni�
pami��. Inaczej mówi�c, teoretycznie maszyna Turinga mo�e wykona�
wszystko to, co mo�e wykona� jakikolwiek komputer.  

Zdaniem Gödla Turing pokazał równowa�no�� poj�cia mechanicznej pro-
cedury ze swoj� maszyn�. Słowa Turinga: „Mo�emy porówna� człowieka, 
który rachuje na liczbach rzeczywistych, do maszyny” współbrzmi� z komen-
tarzem Wittgensteina: „T e  m a s z y n y  t o  l u d z i e, k t ó r z y  r a c h u j �”.

Turing głosił: 

18 W 1999 r. „Time Magazine” uznał Alana Turinga za jednego ze stu najbardziej znacz�cych 
ludzi XX wieku ze wzgl�du na jego rol� w stworzeniu nowoczesnego komputera: „The fact 
remains that everyone who taps at a keyboard, opening a spreadsheet or a word-processing 
program, is working on an incarnation of a Turing machine” („Jest bezspornym faktem, �e ka�dy,
kto dotyka klawiatury, otwiera arkusz kalkulacyjny lub edytor tekstu, pracuje z wcieleniem 
maszyny Turinga”). 

W ankiecie przeprowadzonej przez BBC w 2002 r. Turing znalazł si� na 21 pozycji w 
rankingu stu najwi�kszych Brytyjczyków. 



KAZIMIERZ TRZ�SICKI188

Mo�emy mie� nadziej�, �e ostatecznie maszyny b�d� mogły konkurowa� z lud
-
mi we wszystkich czysto intelektualnych dziedzinach.  

Gödel i Turing wykazali, �e marzenia Hilberta s� nierealne. Postawienie 
problemu rozstrzygalno�ci okazało si� jednak najbardziej owocne ze wszyst-
kich zada�, jakie Hilbert stawiał matematykom XX wieku. Pytanie to dopro-
wadziło do maszyny Turinga i teorii j�zyków formalnych, które stanowi�
podstaw� współczesnej informatyki i technik komputerowych. Podsumowuje 
to Chaitin [6]: 

[…] systemy formalne nie okazały si� znacz�ce dla rozumowania, lecz odniosły 
wspaniały sukces w wypadku obliczania. Tak wi�c najbardziej niewiarygodny 
�wiatowy sukces odniósł Hilbert w technologii a nie w epistemologii. […]  

Na koniec zacytuj� Izajasza Berlina z wła�nie opublikowanego po�miertnego 
zbioru esejów The Power of Ideas: ,,Ponad sto lat temu niemiecki poeta Heine 
ostrzegł Francuzów, aby nie niedoceniali siły idei: filozoficzne poj�cia piel�gno-
wane w ciszy profesorskiego gabinetu mog� zburzy� cywilizacj�”. Takie postrze-
ganie idei, jak my�l�, jest rzeczywi�cie prawdziwe. Idea Hilberta osi�gni�cia 
kresu, pełnej formalizacji, kierowana racjami epistemologicznymi, którymi były 
filozoficzne kontrowersje w sprawie podstaw matematyki — czy s� podstawy? 
Oraz sposób, w jaki projekt upadł, jak wyja�niłem, z powodu prac Gödla i Tu-
ringa. Tu jednak mamy pełn� formalizacj�, jak� s� komputerowe j�zyki progra-
mowania, one s� wsz�dzie!  

Podstawy teoretyczne współczesnej informatyki zrodziły si� w pracach 
Kurta Gödla, Alonzo Churcha i Alana Turinga. Narodziny komputera w po-
łowie lat czterdziestych zawdzi�czamy praktycznemu geniuszowi Turinga 
oraz wizji i intelektualnej sile innego wielkiego logika matematycznego –
Johna von Neumanna. Obaj oni, Turing i von Neumann, odegrali głown�
rol� nie tylko w zaprojektowaniu i zbudowaniu pierwszych komputerów, 
lecz równie� poło�eniu logicznych fundamentów pod rozumienie procesów 
obliczeniowych i rozwój formalizmów informatycznych.  

Podsumowuj�c dotychczasowe rozwa�ania o podstawach teoretycznych 
informatyki mo�na powiedzie�: n a  p o c z � t k u  b y ł a  l o g i k a. 

2. LOGIKA J�ZYKIEM INFORMATYKI 

Logika w informatyce odgrywa rol� podobn� do roli analizy matematycz-
nej i równa� ró�niczkowych w fizyce i naukach in�ynierskich. Galileuszowi 
przypisuje si� tez�, �e ,,ksi�ga natury napisana jest j�zykiem matematyki”. 
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Fizyka, a z ni� inne nauki przyrodnicze, odniosła sukces, pisz�c swoj� ksi�-
g� j�zykiem analizy matematycznej. W tym kontek�cie naturalne jest pytanie 
o j�zyk informatyki. Odpowiada si�, �e to logika jest „t h e  c a l c u l u s  o f  
c o m p u t e r  s c i e n c e”. 

W opinii Quine’a [37] jedno i drugie, logika i informatyka, maj� wspólne 
podstawy: 

W pełni czysta teoria dowodu matematycznego i w pełni technologiczna teoria li-
czenia maszynowego s� na jednym poziomie a podstawowe intuicje ka�dego s�
intuicjami drugiego. 

Znaczenie logiki dla informatyki wzrasta wraz z jej rozwojem zarówno, 
gdy chodzi o poj�cia, jak i metody. Logika w wi�kszym stopniu wplata si�
w informatyk� ni� w matematyk�. St�d te� wiele docieka� logicznych inspi-
rowanych jest problemami informatyki. Wzrost zainteresowania logik�
w zwi�zku z rozwojem informatyki zapowiadał ju� Turing [45]: 

Przewiduj�, �e koniec ko�ców cyfrowe maszyny licz�ce b�d� stymulowa� zna-
cz�ce zainteresowanie logik� symboliczn� […] J�zyk, w którym komunikujemy 
si� z tymi maszynami […] jest pewnym typem logiki symbolicznej. 

Logika pierwszego rz�du jest fundamentem nowoczesnych systemów 
bazodanowych, a standardowe j�zyki wyszukiwania, takie jak SQL (Struc-
tured Query Language) oraz QBE (Query-By-Example), s� syntaktycznymi 
wariantami j�zyka tej logiki. Mocniejsze j�zyki zapyta� oparte s� na roz-
szerzeniach j�zyka logiki pierwszego rz�du z rekurencj� i s� reminiscencj�
dobrze znanych wyszukiwa� stało punktowych, badanych w teorii sko�czo-
nych modeli. Podobnie ma si� sprawa w wypadku danych webowych. 
Wpływ logiki na bazy danych jest jednym z najbardziej uderzaj�cych przy-
kładów efektywno�ci logiki w informatyce.  

Problematyka sztucznej inteligencji jest ,,wspólnym” działem logiki 
i informatyki teoretycznej. John McCarthy, laureat Nagrody Turinga za 
wkład w rozwój Sztucznej Inteligencji, twórca samego terminu ,,Artificial 
Intelligence” (Sztuczna Inteligencja), w 1960 r. powiedział, �e:

rozs�dna jest nadzieja, �e w najbli�szym stuleciu relacja mi�dzy obliczaniem a lo-
gik� matematyczn� b�dzie równie owocna jak w ostatnim stuleciu mi�dzy analiz�
matematyczn� a fizyk�.

Gödel był przekonany, �e „ludzki duch nie jest zdolny do zmechanizo-
wania wszystkich swoich intuicji matematycznych”. W 1989 r. fizyk Roger 
Penrose w ksi��ce The Emperor’s New Mind: Concerning Computers, Minds, 
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and The Laws of Physics19 (pocz�tek tytułu rozumiej� ci, którzy pami�taj�
ba�nie Andersena), odwołuj�c si� do mechaniki kwantowej, dowodzi, �e
ludzki umysł jest w stanie wykroczy� poza dedukcyjne rozumowanie, a za-
tem �adna maszyna nie b�dzie w stanie symulowa� jego my�lenia.

W sensie podstawowym logika jest nauk� o j�zykach sformalizowanych 
i rozumowaniu, informatyka za� podejmuje podobne problemy, maj�c dodat-
kowe zadanie wyra�enia tych formalizacji w sposób techniczny przez stwo-
rzenie mechanizmów, które działaj� zgodnie z zało�onymi regułami. To 
w istocie doprowadziło do niedawnego zastosowania informatyki w bada-
niach nad logik� w sposób eksperymentalny. 

3. LOGIKA NARZ�DZIEM INFORMATYKI

Komputer działa, wykonuj�c zadany program. Poprawno�� działania zale�y
od poprawnej konstrukcji samego urz�dzenia i od poprawno�ci programu, 
czyli poprawno�ci systemu informatycznego. Jak zauwa�a Henk Barendregt: 
„It is fair to state, that in this digital era correct systems for information 
processing are more valuable than gold”20. Problem fizycznych wad sprz�tu
i ich wykrywania – jako, �e jest to problem in�ynierski – zostanie tu po-
mini�ty. Kwestia poprawno�ci systemów informatycznych jest problemem, 
który mo�e by� rozwi�zywany za pomoc� testowania lub za pomoc� na-
rz�dzi formalnych. Testowanie mo�e nie by� mo�liwe, np. ze wzgl�dów 
etycznych, mo�e by� ekonomicznie bardzo kosztowne, a co najwa�niejsze – 
z zasady nie jest pełne, a wi�c nie jest wykluczona wada, która ujawni si�
w innej ni� w testowanych sytuacjach. Test mo�e tak�e nie dawa� wskazów-
ki, co jest 
ródłem bł�du. Narz�dzia logiczne unikaj� wszystkich tych ogra-
nicze�. W ich wypadku podstawowym problemem s� ograniczenia na czas 
działania programu i pami�� komputera u�ytego do weryfikacji. Podstawow�
korzy�ci� z u�ycia metod formalnych jest redukcja bł�dów systemu. W kon-
sekwencji ich podstawowymi obszarami zastosowa� s� systemy krytyczne: 
informatyczne systemy kontroli lotów, systemy sygnalizacji kolejowej, 
systemy rakietowe, medyczne systemy kontroli. Ze wzgl�du na bezpiecze�-
stwo metody formalne s� zalecane dla systemów krytycznych na przykład 

19 Wydanie polskie: R. P e n r o s e, Nowy umysł cesarza: o komputerach, umy�le i prawach 
fizyki, przeł. P. Amsterdamski, Warszawa 1995. 

20 Zob. H.P. B a r e n d r e g t, The Quest for Correctness, http://repository.ubn.ru.nl/bitstream/ 
2066/17273/1/13361.pdf 
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przez IEC  (International Electrotechnical Commission), ESA  (European 
Space Agency). Raport przygotowany przez FAA  (Federal Aviation Autho-
rity) oraz NASA (North-Atlantic Space Agency) stwierdza: 

Formalne metody powinny by� elementem kształcenia ka�dego informatyka i pro-
gramisty, tak jak odpowiednia dziedzina matematyki stosowanej jest niezb�dnym 
elementem edukacji in�ynierów. 

Szczególne miejsce w metodach formalnych zajmuje logika temporalna.
T� now� rol� logiki komentuje M. Davis [12]: 

Kiedy byłem studentem, nawet topologowie uwa�ali logików matematycznych za 
ludzi oderwanych od rzeczywisto�ci. Dzisiaj zwi�zki mi�dzy logik� a kompu-
terami s� obszarem praktyki in�ynierskiej na ka�dym poziomie organizacji kom-
putera. 

Logicy to „abstrakcyjni in�ynierowie” (w dobrym znaczeniu tego wyra-
�enia). W ocenie Moshe Vardi ma miejsce ci�gle wzrastaj�ca interakcja21

jednego i drugiego, informatyki i logiki. Dodajmy, �e dobrym przykładem 
tej interakcji jest logika temporalna: jej powstanie inspirowały problemy 
filozoficzne, a swój dzisiejszy rozwój zawdzi�cza informatyce. 

Okazuje si�, �e informatyka w wi�kszym stopniu czyni praktyczny u�ytek 
z logiki formalnej ni� matematyka, która jej rozwój inspirowała [23]: 

Do czasu wynalezienia cyfrowego komputera było niewiele zastosowa� formalnej 
matematycznej logiki poza badaniem samej logiki. W szczególno�ci, kiedy wielu 
logików badało alternatywne systemy dowodzenia, studiowało moce ró�nych logik 
oraz formalizowało podstawy matematyki, niewielu ludzi u�ywało logiki formal-
nej i formalnych dowodów do analizy własno�ci innych systemów. Brak zastoso-
wa� mo�e mie� dwa powody: (i) sam formalizm formalnej logiki pomniejsza jej 
jasno�� jako narz�dzia komunikowania i rozumienia, oraz (ii) ,,naturalne” zastoso-
wania logiki matematycznej w okresie pre-cyfrowego �wiata były w czystej mate-
matyce i było niewielkie zainteresowanie formalizacj� jako warto�ci� dodan�. Oba 
te powody zmienił wynalazek cyfrowego komputera. Uci��liwe i precyzyjne mani-
pulowanie formułami w formalnej syntaktyce mo�e by� przeprowadzone przez 
program działaj�cy pod kierunkiem u�ytkownika, który generalnie zaj�ty jest 
bardziej strategi� dowodzenia. 

Dodajmy tu, �e mo�liwo�ci, jakie stwarza komputer w przetwarzaniu formal-
nego zapisu, wykorzystuj� ró�ne projekty automatycznego dowodzenia (pro-
ver) lub automatycznego sprawdzania poprawno�ci dowodu (proof checker).

21 Zob. www.ii.uni.wroc.pl/cms/pl/node/934 
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Logicy zainspirowani zagadnieniami informatycznymi i sami informatycy 
wnie�li do logiki now� problematyk� oraz stworzyli nowe i udoskonalili 
znane metody. W logice Hoare’a (Floyda-Hoare’a) program rozumiany jest 
jako przej�cie od stanu pocz�tkowego do stanu ko�cowego. Takie podej�cie 
nie jest odpowiednie w wypadku programów bez stanu ko�cowego. Logika 
ta nie radzi sobie wi�c z systemami reaktywnymi i bez stanów ko�cowych, 
takimi jak systemy operacyjne, protokoły, programy współbie�ne, systemy 
sprz�towe. Klasyczne metody odzwierciedlaj� statyczn� natur� poj�� mate-
matycznych. Dynamiczne działanie programu wymaga innego podej�cia. Lo-
gika temporalna i jej j�zyk s� szczególnie interesuj�ce w wypadku systemów 
reaktywnych i współbie�nych. Z jednej strony j�zyk specyfikacji powinien 
by� prosty i łatwy do zrozumienia tak, by mógł by� u�ywany przez kogo�,
kto nie jest ekspertem. Z drugiej strony powinien by� wystarczaj�co eks-
presywny, aby formalizowa� procesy przechodzenia od jednego do drugiego 
stanu oraz ich interakcj�. Ponadto powinien posiada� formaln� semantyk�,
która oddaje w sposób jednoznaczny intuicyjne znaczenie j�zyka rozkazów.  

Logik� modaln� z problemami informatyki kojarzy w 1974 r. Burstall. 
Pratt, twórca Dynamicznej Logiki Programów, o zainteresowaniu si� logik�
modaln� pod k�tem jej zastosowa� w informatyce pisze [33]: 

Wiosn� 1974 r. prowadziłem zaj�cia z semantyki i aksjomatyki j�zyków progra-
mowania. Zasugerowany przez jednego ze studentów, R. Moore’a, rozwa�yłem 
zastosowanie logiki modalnej do formalnego badania konstrukcji pochodz�cej od 
C.A.R. Hoare’a, „ { } ”,p a q  która wyra�a my�l, �e je�li p zachodzi przed wyko-
naniem programu a, to po tym ma miejsce q. Chocia� pocz�tkowo byłem scep-
tyczny, to weekend z Hughes’em i Cresswellem przekonał mnie, �e mo�liwy jest 
bardzo harmonijny zwi�zek mi�dzy logik� modaln� a programami. Zwi�zek zapo-
wiadał si� interesuj�co dla informatyków ze wzgl�du na moc oraz matematyczn�
elegancj� uj�cia. Wydawał si� tak�e mie� znaczenie dla logików modalnych 
z powodu dobrego umotywowania i potencjalnie owocnego zwi�zku mi�dzy lo-
gik� modaln� a Tarskiego rachunkiem relacji binarnych.

Podej�cie wykorzystuj�ce logik� modaln� było istotnie lepsze od podej�cia 
opartego na mechanizmie pre-warunek/post-warunek, jaki zakłada logika 
Hoare’a22. Modele Kripkego, standardowa struktura semantyczna, w której 

22 Pod koniec lat sze��dziesi�tych XX wieku Floyd, Hoare i Naur proponowali aksjomatyczne 
dowodzenie własno�ci programów sekwencyjnych ze wzgl�du na ich specyfikacj�. E.G. Dijkstra 
rozszerzył ide� Hoare’a. Metoda teorio-dowodowa była ju� zastosowana przez Turinga w jego 
pracach nad poprawno�ci� programów. 
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interpretowane s� j�zyki modalne nie s� niczym innym ni� grafami. Grafy s�
powszechne w informatyce.  

Zwi�zek mi�dzy mo�liwymi �wiatami logików a wewn�trznymi stanami 
komputera jest łatwy do opisania. W semantyce mo�liwych �wiatów, ϕ
(mo�liwe, �e ϕ ) jest prawdziwe w pewnym �wiecie w  wtedy i tylko wtedy, 
gdy ϕ  jest prawdziwe w pewnym �wiecie w′  osi�galnym z w. Twierdzenia 
logiki modalnej zale�� od własno�ci relacji osi�galno�ci, jak np. zwrotno��,
symetryczno�� itd. Relacja osi�galno�ci logiki modalnej mo�e wi�c by�
rozumiana jako relacja mi�dzy stanami komputera, kontrolowanego przez 
taki program, �e maszyna, rozpoczynaj�c działanie w jakim� stanie, (po 
sko�czonym czasie) znajdzie si� w jednym z osi�galnych stanów. Na przy-
kład w wypadku pewnych programów nie mo�na powróci� z jakiego� stanu 
do stanu wcze�niejszego; st�d w takim wypadku osi�galno�� nie jest sy-
metryczna.  

Struktury Kripkego s� modelami logik modalnych inspirowanych zagad-
nieniami logicznymi i filozoficznymi. W informatyce struktury Kripkego ko-
jarzone s� z systemami przej��. W logikach modalnych funkcj� podobn� do 
roli struktur Kripkego pełni� jeszcze struktury Hintikki. Rama Kripkego 
składa si� z niepustego zbioru oraz binarnej relacji zdefiniowanej w tym 
zbiorze. W logice modalnej elementy tego zbioru s� nazywane mo�liwymi 
�wiatami, a relacja mi�dzy nimi jest rozumiana jako relacja osi�galno�ci jed-
nego �wiata z drugiego. W szczególno�ci, kiedy relacja osi�galno�ci inter-
pretowana jest temporalnie otrzymujemy modalno�ci temporalne, które s�
przedmiotem logiki temporalnej. Logika temporalna stosowana w informa-
tyce bazuje na czasie obliczeniowym, czyli czasie wyznaczonym przez na-
st�pstwo stanów komputera cyfrowego. Model Kripkego mo�e by� opisany 
jako etykietowany graf przej�� stanowych, gdzie wierzchołki s� etykieto-
wanymi zbiorami zda� atomowych i  nazywane s� stanami. Kraw�dzie ozna-
czaj� przej�cia.

Problem wykorzystania logiki temporalnej do rozumowa� programistycz-
nych podejmuje Kröger. Rozwój bada� nad logik� temporaln� pod k�tem jej 
zastosowa� informatycznych wi��e si� z pracami Amira Pnueli23. Zainspiro-
wała go lektura Temporal Logic Reschera i Urquharta. Jego praca The tem-
poral logic of programs [31] traktowana jest jako klasyczne 
ródło logiki 

23 W 1996 r. A. Pnueli otrzymał nagrod� Turinga (The Turing Award) za inspiruj�ce prace 
wprowadzaj�ce logik� temporaln� do informatyki i za wybitny wkład do weryfikacji programów 
i systemów. 
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temporalnej dla specyfikacji i weryfikacji programów, w szczególno�ci dla 
programów współbie�nych24. Powszechnie przyjmuje si�, �e była przeło-
mowa, je�li chodzi o zastosowanie logiki temporalnej w informatyce. 
A. Pnueli i Z. Manna dostrzegli rosn�ce znaczenie systemów reaktywnych25,
a logik� temporaln� uznali za odpowiedni� dla ich formalnej26 specyfikacji 
i weryfikacji27. W szczególno�ci stwierdzono, �e modalno�ci temporalne na-
daj� si� do formułowania tak znacz�cych własno�ci, jak sprawiedliwe sze-
regowanie, brak zakleszcze� i wielu innych.

Zdaniem Amira Pnueli logika temporalna mo�e by� zastosowana jako 
formalizm rozumowania o działaniu programów komputerowych, w szcze-
gólno�ci systemów współbie�nych28. Według Bochmanna [7: 1]: 

logika temporalna dostarczała bardziej eleganckiego sposobu mówienia o �ywot-
no�ci i ewentualno�ci; w społeczno�ci zajmuj�cej si� weryfikacj� protokołów mó-
wi si� o osi�galnych stanach zakleszczenia (łatwe do charakteryzacji) lub o nie-
po��danych p�tlach (trudne do charakteryzacji).

Najogólniej bior�c, wa�nymi własno�ciami operacji s� poprawno�� i bez-
piecze�stwo. Dla Edmunda E. Clarke’a [7: 1] prace Pnueli, Owickiego oraz 
Lamporta: 

24 Dla zapewnienia poprawno�ci działania takich programów niezb�dna jest specyfikacja 
współdziałania ró�nych procesorów. Terminarz działa� musi by� tak dopracowany, aby zacho-
wana była integralno�� informacji, które rozdzielone s� na ró�ne procesory. Podstawowe jest 
rozró�nienie mi�dzy ,,�ywotno�ciowymi” własno�ciami o postaci Fϕ , co zapewnia otrzymanie 
po��danych stanów w procesie oblicze�, a własno�ciami ,,bezpiecznymi” postaci Gϕ , co za-
pewnia, �e nie otrzymamy stanów niepo��danych. 

25 Systemy reaktywne, takie jak systemy operacyjne oraz systemy czasu rzeczywistego – 
w odró�nieniu od programów, których wynik działania jest w pełni okre�lony przez dane wej-
�ciowe oraz warunki pocz�tkowe i ko�cowe – w czasie wykonywania wchodz� w interakcj�
z otoczeniem i przebieg tej interakcji oraz zdarzenia systemowe s� istotne. Systemy te maj�
wielorakie i wci�� coraz wi�ksze zastosowanie. Obejmuj� m.in. systemy zagnie�d�one, systemy 
kontroli procesów, systemy współbie�ne oraz rozproszone. 

26 Termin ,,formalny” bywa mylony ze ,,�cisły”. Zauwa�my jednak, �e to, co formalne, jest 
�cisłe, lecz nie na odwrót. 

27 Istnieje wiele technik formalnej specyfikacji. J�zyki tych specyfikacji ró�ni� si� znacznie, 
zarówno ze wzgl�du na syntaktyk� jak i semantyk� oraz ze wzgl�du na obszary zastosowania. 
Wyró�nia si� specyfikacj� logiczn�, techniki algebry procesów, techniki oparte na automatach, 
sieciach Petriego, j�zyki synchroniczne. Do grupy j�zyków bardziej zorientowanych in�yniersko 
nale�y np. j�zyk Z .

28 System współbie�ny to taki system, którego działanie jest wynikiem interakcji i ewolucji 
wielokrotnych agentów obliczaj�cych. Interaktywne procesy nie wiedz� o wewn�trznych stanach 
innych. Pocz�tkowe zainteresowanie systemami współbie�nymi było motywowane zwi�kszeniem 
pr�dko�ci, co dawały komputery wieloprocesorowe. 
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przekonywuj�co pokazuj�, �e Logika Temporalna jest idealna dla wyra�ania poj��
takich, jak wzajemne wykluczanie, brak zakleszczenia oraz brak zagłodzenia.

Dzisiaj logika temporalna zdaje si� by� najbardziej badana i rozwijana 
w zwi�zku z jej zastosowaniami w praktyce informatycznej.  

Logicy ró�ni� si� od informatyków w podej�ciu do logiki [5: 315]: 

Rozstrzygalno�� i aksjomatyzowalno�� s� standardowymi problemami logików; 
dla praktyków, tym wa�nym pytaniem jest sprawdzanie modelowe.

Zdaniem Dijkstra29:

Sytuacja programisty jest podobna do sytuacji matematyka, który rozwija teori�
i dowodzi twierdze�. […] Nigdy nie mo�e on gwarantowa�, �e dowód jest po-
prawny, co najwy�ej mo�e powiedzie�: ,,Nie znalazłem �adnych bł�dów”. […] 
Jest to tak niezmiernie wiarygodne, �e analogia mo�e słu�y� jako wielkie 
ródło 
inspiracji. […]  

Nawet przy zało�eniu bezbł�dnie działaj�cej maszyny powinni�my sobie za-
dawa� pytania: „Gdy automatyczny komputer wytwarza wyniki, dlaczego ufamy 
im, je�li tak jest?”, a nast�pnie: „Jakimi �rodkami mo�emy wzmocni� nasze prze-
�wiadczenie, �e wytworzone wyniki s� rzeczywi�cie wynikami zamierzonymi?”  

W innej pracy [14: 6] Dijkstra pisze: 

Program testuj�cy mo�e by� u�yty do pokazania obecno�ci pluskwy30, lecz nie do 
pokazania jej nieobecno�ci. 

Chocia� wi�c teoria mówi o weryfikacji, jednak zauwa�amy, �e prawdzi-
wa jej warto�� le�y w falsyfikacji.  

Według Emersona ze wzgl�du na niepełno�� testowania szukano alter-
natywnych metod. Najbardziej obiecuj�ce okazało si� podej�cie oparte na 
fakcie, �e programy, a bardziej ogólnie – systemy informatyczne, mog� by�
postrzegane jako przedmioty matematyczne w zasadzie z dobrze okre�lonym 
działaniem. To daje mo�liwo�� specyfikacji za pomoc� logiki matema-

29 Zob. E.W. D i j k s t r a, Programming Considered as a Human Activity, http://www.cs.utexas. 
edu/users/EWD/transcriptions/EWD01xx/EWD117.html 

30 W j�zyku angielskim na okre�lenie bł�du w działaniu systemu informatycznego stosowane 
jest słowo ,,bug”, co znaczy ‘pluskwa, owad, robactwo’. U�ycie tego słowa na niewytłumaczaln�
wad� urz�dzenia, równie� mechanicznego, od dawna nale�ało do in�ynierskiego �argonu. Z jego 
u�yciem spotkamy si� w li�cie napisanym w 1878 roku przez Th. Edisona. Słowo to stosowała 
równie� obsługa radarów w czasie II wojny �wiatowej. Tworzona spontanicznie historia informa-
tyki przypisuje pomysł tego terminu Grace Hopper. 9 wrze�nia 1947 r. komputer Mark II działał 
niepoprawnie. Operator stwierdził, �e powodem jest obecno�� �my. �ma po wyj�ciu została 
zał�czona do dziennika obsługi z dopiskiem: „First actual case of bug being found”. 
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tycznej tego, czym jest to zamierzone (poprawne) działanie. Mo�na zatem 
próbowa� da� formalny dowód lub inaczej ustali�, czy ten program odpo-
wiada specyfikacji. Takie sposoby post�powania okre�lane s� zwykle jako 
metody formalne.  

Problem weryfikacji, mo�na powiedzie�, zrodził si� w tym samym czasie 
co sama informatyka. Sformułowany w terminach Maszyny Turinga był roz-
wa�any ju� w pracy Turinga o problemie stopu [44]. Udowodnił on, �e nie 
ma ogólnej metody dowodzenia poprawno�ci programu. Dlatego te� ta pub-
likacja w jaki� sposób zako�czyła ten problem. Zostało bowiem pokazane, 
�e to zadanie nie jest teoretycznie mechanizowalne. Tak wi�c bez jakiej�
wiedzy o detalach danego produktu generalnie jedna rzecz �miało mo�e by�
zało�ona: ma pluskwy31. Jak matematycy, mimo twierdzenia Gödla, nie prze-
staj� dowodzi� twierdze�, tak informatycy nie przestaj� traktowa� wery-
fikacji jako podstawowego zagadnienia swojej dziedziny. Jest to sen na 
jawie milionów informatyków: kompilator, który automatycznie wykrywa 
wszystkie pluskwy w kodzie [22].  

Powstanie i rozwój logiki temporalnej wi��� si� z zagadnieniami filozo-
ficznymi. Była ona raczej przedmiotem zainteresowania filozofów i semio-
tyków ni� informatyków. Ju� jednak Arthur Prior, twórca logiki temporalnej, 
był �wiadomy praktycznych korzy�ci, jakie maj� jej badania dla reprezen-
tacji nast�pstwa czasowego w obwodach komputerowych [35: 46]. Aczkol-
wiek brak jakich� metafizycznych przesłanek do pojmowania czasu jako 
struktury dyskretnej, to usprawiedliwiał jej badania tym, �e [34: 67]: 

maj� zastosowanie w ograniczonych dziedzinach dyskursu, w których zaintereso-
wani jeste�my jedynie tym, co zdarzy si� nast�pnie w ci�gu dyskretnych stanów, 
np. w działaj�cym komputerze cyfrowym.

Rescher i Urquhart [38] tak�e wskazywali zastosowania logiki temporalnej 
jako narz�dzia w badaniach „zaprogramowanej sekwencji stanów, determini-
stycznej lub stochastycznej […]”.  

Logika mo�e by� tworzona aksjomatycznie lub semantycznie. W wypad-
ku tego pierwszego podej�cia podane s� aksjomaty i reguły dowodu. W wy-
padku semantycznie okre�lonej logiki mamy model i poj�cie spełniania 
w modelu. Owa dualno�� prowadzi do dwóch podej��: teorio-dowodowego 
i teorio-modelowego. Metody formalne mog� by� podzielone na te dwie 
podstawowe kategorie: 

31 Dzisiaj szacuje si�, �e w programach dla przemysłu wska
nik bł�du wynosi od 0,5 do 5 
bł�dów na tysi�c linijek kodu 
ródłowego bez komentarzy. 
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– dowodzenie twierdze� i sprawdzanie poprawno�ci dowodu,  
– sprawdzanie modelowe. 
Poprawno�� formalnego wyprowadzenia mo�e by� sprawdzana mecha-

nicznie, lecz znalezienie dowodu wymaga do�wiadczenia i intuicji, wymaga 
udziału bardzo sprawnego logika matematycznego32. W okresie, kiedy te 
metody wprowadzono – we wczesnych latach osiemdziesi�tych XX wieku – 
,,r�czne” dowodzenie było dominuj�cym sposobem weryfikacji. Wszystkie 
dowody komercyjnie interesuj�cych twierdze� przeprowadzone za pomoc�
systemów dowodzenia maj� jedno wspólne: niezb�dny jest znaczny udział 
eksperta i du�y trud – mówi si� o tygodniach pracy. Ju� C.A.R. Hoare 
argumentował, �e formalne dowody poprawno�ci s� tylko jedn� z wielu 
mo�liwych opcji na drodze do niezawodnych systemów informatycznych.  

Sprawdzanie modelowe jest preferowan� technik� weryfikacji, jest pro-
cedur� bardziej efektywn� i łatw� do zrozumienia. Istotnym jednak powodem 
jest mo�liwo�� jej automatyzacji. Chocia� współczesne programy do spraw-
dzania modelowego (model checker) daj� si� zastosowa� do bardzo du�ych 
przestrzeni stanów, np. 10120, to jednak nie znaczy, �e te stany s� zbadane 
explicite. Na przykład twierdzenie o FDIV33 wymaga sprawdzenia około 1030

przypadków. Poniewa� nie ma tu sposobu redukcji, trzeba by było, aby jeden 
przypadek był sprawdzany w czasie jednej femtosekundy (10–15 sekundy), 
a mimo to sprawdzenie twierdzenia zaj�łoby wi�cej ni� 107 lat [23: 183].  

Zainteresowanie sprawdzaniem modelowym za pomoc� logiki temporal-
nej zacz�ło si� na pocz�tku lat osiemdziesi�tych XX wieku. Zarówno idea 
automatycznej weryfikacji programów współbie�nych, jak i termin model 
checking pojawiły si� w pracy Clarke’a i Emersona [8]. Niezale�nie podj�ta
była te� przez Queille’a i Sifakisa [36]34. Idea była rozwijana w pracach 

32 Ró�nic� mi�dzy dowodzeniem a sprawdzaniem zauwa�ał ju� Arystoteles, gdy mówił, �e
gdy kto� poda dowód, to mo�e sprawdzi� jego poprawno��. Je�li za� b�dzie miał dowód prze-
prowadzi�, to nie zawsze to b�dzie potrafił zrobi�.

33 Chodzi o słynny bł�d Intel Pentium FDIV z 1994 r., w wyniku którego Intel stracił 475 
milionów dolarów [10]. 

34 E.M. Clarke i E.A. Emerson zinterpretowali współbie�ny system jako sko�czon� struktur�
Kripkego/system przej��, a własno�ci wyra�one były w j�zyku logiki CTL (Computational Tree 
Logic), logiki drzew obliczeniowych. J.-P. Queille i J. Sifakis oparli si� na sieciach Petri a włas-
no�ci były wyra�one w j�zyku logiki czasu rozgał�zionego. Edmund M. Clarke, jr. (CMU, USA), 
Allen E. Emerson (Texas at Austin, USA), Joseph Sifakis (IMAG Grenoble, France) zostali 
laureatami nagrody Turinga za 2007 r. W uzasadnieniu czytamy: „For their roles in developing 
Model-Checking into a highly effective verification technology, widely adopted in the hardware 
and software industries”. 
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Clarke’a, Emersona, Sistla i innych. Istotny impet sprawdzaniu modelowemu 
nadał Kenneth L. McMillan, który – stosuj�c wprowadzon� i spopularyzo-
wan� przez Randy Bryanta technik� diagramów binarnych decyzji, BDD 
(Binary Decision Diagrams) – rozwin�ł wysoce efektywne Symboliczne 
Sprawdzanie Modelowe.  

Ograniczenie do systemów sko�czenie stanowych znaczy, �e procedury 
sprawdzania modelowego s� w istocie algorytmiczne, a w praktyce efektyw-
ne dla wielu systemów o znacz�cym wymiarze.  

Według Emersona [16: 31]: 

[…] logika temporalna jest kluczowym czynnikiem w sukcesie sprawdzania 
modelowego. Mamy jedn� struktur� logiczn� z kilkoma operatorami temporalnymi 
dopuszczaj�cymi wyra�enie nieograniczonych specyfikacji. Zwi�zek z j�zykiem 
naturalnym jest równie� cz�sto znacz�cy. Logika temporalna umo�liwia, ogólnie 
mówi�c, wyrazi� własno�ci poprawno�ciowe, które nale�y wyrazi�. Bez tej 
zdolno�ci, nie byłoby racji dla stosowania sprawdzania modelowego. W wielu 
wypadkach mog� by� zastosowane alternatywne formalizmy temporalne, gdy 
mog� by� bardziej ekspresywne lub zwi�złe ni� logika temporalna. Jednak 
historycznie to logika temporalna była sił� nap�dow�.

Za Emersonem powtórzmy pewne interesuj�ce uwagi dotycz�ce spraw-
dzania modelowego [16: 41]: 

Edsger W. Dijkstra wyja�niał mi, �e jest to ,,akceptowalna kula (inwalidzka)”, gdy 
dokonuje si� weryfikacji po-fakcie35. Kiedy miałem przyjemno�� spotka� Saula 
Kripkego i obja�ni� mu sprawdzanie modelowe nad strukturami Kripkego, sko-
mentował to mówi�c, �e nigdy nie my�lał o tym. Daniel Jackson zauwa�ył, �e
sprawdzanie modelowe ,,uratowało reputacj�” metod formalnych. 

W kontek�cie naszych rozwa�a� trzeba wspomnie� o Charlesie Leonar-
dzie Hamblinie (1922-1985), który wprowadził do informatyki notacj� Łuka-
siewiczowsk�36. Nie był to przypadek. Uczył si� logiki od Priora, który był 
wielkim zwolennikiem notacji Łukasiewiczowskiej i stosował j�, mimo �e
nie przysparzało mu to czytelników. Prior jako swoje lektury logiczne wska-
zuje prace logików polskich, m.in. Boche�skiego37. Hamblin, b�d�c uczniem 

35 Ten typ weryfikacji ma nast�puj�ce etapy:  
– System jest budowany za pomoc� standardowych metod tworzenia programu.  
– Formalna specyfikacja pisana jest dla w pełni zbudowanego systemu.  
– Dowodzi si� własno�ci specyfikacji i/lub kodu. 
Innymi metodami weryfikacji s� weryfikacja równoległa oraz podej�cie zintegrowane. 
36 W literaturze angloj�zycznej znana jako Polish notation.
37 Na temat zwi�zków A.N. Priora z polskimi logikami zob. [40]. 
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Priora, twórcy logiki temporalnej, był te� prekursorem zastosowania logiki 
temporalnej w informatyce38.

Wytworzony system informatyczny powinien spełnia� warunki specyfi-
kacji. To, czy tak jest, podlega weryfikacji39. W standardowym programie 
weryfikacyjnym niezb�dne s� trzy poj�cia. Potrzebne s�:

– j�zyk do reprezentacji algorytmu,  
– j�zyk specyfikacji dla wyra�enia wła�ciwo�ci weryfikowanego algo-

rytmu oraz  
– relacja spełniania dla weryfikacji poprawno�ci algorytmu.  
W zwi�zku z tym niezb�dna jest formalna semantyka, aby jasno okre�-

lone zostały działanie i specyfikacja. Znaczenie ma ekspresywno�� j�zyka,
a wi�c mo�liwo�ci wyra�ania specyfikacji oraz zło�ono�� procedur roz-
strzygaj�cych.

Zwykłe j�zyki programowania nie s� wystarczaj�co ekspresywne, aby 
wyrazi� tak zło�one wła�ciwo�ci systemów, jak współbie�no��, niezdetermi-
nowanie, synchronizacja procesów oraz ograniczenia na zdarzenia (przej-
�cia) w takich systemach. Opisane zadania mo�e wypełni� j�zyk logiki tem-
poralnej. Operatory temporalne okazały si� u�yteczne do opisu działania 
systemów. Struktura stanów (sekwencja lub drzewo) s� kluczowymi poj�-

38 Jego najbardziej znanym wkładem do filozofii jest praca Fallacies [19], która nawet dzisiaj 
jest standardow� prac� o sofizmatach. Inn� wa�n� prac� logiczn� jest wydana ju� po �mierci 
ksi��ka Imperatives [20], która ma znaczenie w dzisiejszych pracach informatycznych, w two-
rzeniu protokołów dla delegowania zada� mi�dzy programowymi agentami. Wi�cej na temat 
wkładu Hamblina do informatyki zob. [1, 3]. 

39 Niektórzy autorzy rozró�niaj� mi�dzy Walidacj� (Validation) i Weryfikacj� (Verification). 
Sprawdzanie w cało�ci jest wówczas skrótowo oznaczane jako V&V. Walidacja odpowiada na 
pytanie: Czy to, co próbujemy robi�, jest tym, o co na chodzi? (Czy to, co tworzymy, jest wła�ciwa˛ 
rzecz�?). Weryfikacja (funkcjonalna poprawno��) odpowiada na pytanie: Czy to, co zrobili�my jest 
tym, co chcieli�my zrobi�? (Czy tworzymy t� rzecz poprawnie?) Metody weryfikacji maj� na celu 
ustalenie, czy implementacja spełnia specyfikacj� ([2], s. 13). Ró�ne charakterystyki weryfikacji 
i walidacji pochodz� od Boehma ([4]). 

W ogólnej metodologii nauk termin „weryfikacja” oznacza stwierdzenie poprawno�ci. Termin 
„falsyfikacja” (lub „refutacja”) jest u�ywany w znaczeniu ‘wykrycie bł�du’. W informatyce 
„weryfikacja” obejmuje oba znaczenia i odnosi do obustronnego procesu okre�lenia, czy system jest 
poprawny czy bł�dny. 

Dla Dijkstry ([15]) problem weryfikacji jest ró�ny od problemu sympatyczno�ci (pleasantness), 
który dotyczy tego, czy specyfikacja ujmuje system, którego naprawd� potrzebujemy i chcemy. 

Emerson ([16], s. 28) zauwa�a, �e: „Problem sympatyczno�ci jest z natury pre-formalny. 
Pomimo to uznaje si�, �e staranne napisanie formalnej specyfikacji (która mo�e by� koniunkcj�
wielu subspecyfikacji) jest znakomitym sposobem o�wiecenia mroków zwi�zanych z problemem 
sympatyczno�ci. 
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ciami, dzi�ki którym logika temporalna nadaje si� do specyfikacji systemów 
informatycznych.  

J�zyk logiki temporalnej spełnia trzy wa�ne warunki:  
– ma zdolno�� wyra�ania wszystkich rodzajów specyfikacji (ekspresyw-

no��) niezale�nie od j�zyka programowania u�ytego w implementacji;  
– ma rozs�dn� zło�ono��, aby specyfikowa� reguły (zło�ono��);
– dzi�ki podobie�stwu do j�zyka naturalnego jest łatwy do nauczenia si�

(pragmatyka). 
J�zyk logiki temporalnej mo�e by� zastosowany do specyfikacji szerokie-

go spektrum systemów informatycznych. Metody tej logiki mog� by� za-
stosowane do weryfikacji [30]. W wypadku systemów reaktywnych logika 
temporalna jest bardziej u�yteczna ni� logika Floyda-Hoare, która jest lepsza 
w wypadku programów sekwencyjnych, czyli typu ,,wej�cie-wyj�cie”. J�zyk
logiki temporalnej tworzy ogóln� lingwistyczn� ram� dedukcyjn� dla sys-
temu stanów w taki sam sposób jak logika klasyczna czyni to dla systemów 
matematycznych.  

Ka�da weryfikacja korzystaj�ca z techniki modelowej jest tylko tak dob-
ra, jak dobry jest model. Jest to jedno z zastrze�e� do paradygmatu spraw-
dzania modelowego, �e wynik weryfikacji jest w takim stopniu godny za-
ufania, jaka jest dokładno�� modelu, który został skonstruowany dla analizy.  

W sprawdzaniu modelowym zatem pierwszym zadaniem jest przeło�enie 
systemu na formalny model akceptowany przez program sprawdzaj�cy (mo-
del checker). Jest to model w postaci struktury Kripkego lub etykietowanego 
grafu przej�� stanowych. Powinien on adekwatnie opisywa� działanie wery-
fikowanego systemu.  

Drugim zadaniem jest specyfikacja własno�ci, które musi posiada� realny 
system. Mechanicznie wspomagana weryfikacja własno�ci zło�onego syste-
mu wymaga starannego opisana tych własno�ci w j�zyku formalnym z okre�-
lon� semantyk�. Ta specyfikacja jest zwykle podana w formalizmie logicz-
nym. Ogólnie logiki temporalne s� u�ywane do temporalnej charakterystyki 
systemów.  

Je�li zastosowana jest logika temporalna, sprawdzanie modelowe polega 
na sprawdzaniu prawdziwo�ci zbioru specyfikacji okre�lonych za pomoc�
logiki temporalnej. Ogólnie rzecz ujmuj�c, zastosowana logika temporalna 
to albo CTL* lub jedna z jej podlogik CTL […] [9] b�d
 LTL  […] [32].

Rozwijane s� ró�ne programy sprawdzaj�ce, które stosowane s� do wery-
fikacji du�ych modeli, systemów czasu rzeczywistego, systemów probabili-
stycznych, itd. – zob. [39]. Mimo utrudnie�, jakie spowodowane s� przez 
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eksplozj� stanów, od samego pocz�tku sprawdzanie modelowe ma istotny 
wpływ na wysiłki w zakresie weryfikacji programów.  

Weryfikacja za pomoc� sprawdzania modelowego uzyskała popularno��
w przemy�le z dwóch powodów:  

– procedura mo�e by� całkowicie zautomatyzowana oraz  
– kontrprzykłady s� generowane automatycznie, je�li weryfikowana włas-

no�� nie ma miejsca. 
Warto zwróci� uwag� na inne zastosowania sprawdzania modelowego. S�

to rozumienie i analiza kontraktów prawnych, które s� przede wszystkim 
zapisem działa� [11]; analiza procesów w �ywych organizmach [21]; pro-
cesy e-biznesowe, takie jak systemy rachunkowo�ci i organizacji pracy [46]. 
Sprawdzanie modelowe jest tak�e stosowane w zadaniach sztucznej inteli-
gencji, takich jak planowanie [17]. Równie� odwrotnie: techniki ze sztucznej 
inteligencji, maj�ce odniesienia do planowania opartego na spełnialno�ci, s�
odpowiednie dla sprawdzania modelowego [24].  

Nale�y podkre�li�, �e sprawdzanie modelowe jest sposobem zarówno 
weryfikacji, jak i refutacji poprawno�ci własno�ci. Istotn� sił� sprawdzania 
modelowego jest to, �e mo�e łatwo prowadzi� do kontrprzykładu dla wi�k-
szo�ci bł�dów [16]. Rzeczywist� warto�ci� sprawdzania modelowego jest to, 
�e jest wyj�tkowo dobrym debuggerem – reductio ad bug40.

Weryfikacja za pomoc� sprawdzania modelowego jest bardziej sprawna w wy-
padku sprz�tu ni� programów. Programy s� mniej ustrukturowane ni� sprz�t. Na 
dodatek zwykle programy współbie�ne s� asynchroniczne, tj. wi�kszo�� działa�
wykonywanych przez ró�ne procesy jest przeprowadzana niezale�nie, bez 
globalnie synchronizuj�cego zegara. Z tej racji dla programów sprawa eksplozji 
stanów staje si� bardziej powa�na. W konsekwencji sprawdzanie modelowe jest 
rzadziej u�ywane do weryfikacji programów ni� sprz�tu ([7], s. 18).

W opinii Emersona [16] logika temporalna jest kluczowym czynnikiem 
sukcesu sprawdzania modelowego. Mamy jedn� struktur� z kilkoma podsta-
wowymi operatorami temporalnymi umo�liwiaj�cymi wyra�enie bez ograni-
cze� specyfikacji. Zwi�zki z j�zykiem naturalnym s� cz�sto bardzo znacz�ce. 
Logika temporalna daje mo�liwo��, na ogół, wyra�ania własno�ci poprawno-
�ciowych, które powinny by� wyra�one. Bez tej mo�liwo�ci u�ycie spraw-
dzania modelowego nie miałoby racji. W niektórych wypadkach alternatywne 
temporalne formalizmy mog� by� bardziej ekspresywne lub zwi�złe ni� logika 
temporalna. Historycznie jednak logika temporalna była sił� nap�dow�.

40 Wi�cej na temat zalet i wad sprawdzania modelowego zob. [2]. 
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Sprawdzanie modelowe tworzy pomost mi�dzy informatyk� teoretyczn�
a in�ynieri� sprz�tow� i in�ynieri� oprogramowania. Sprawdzanie modelowe 
nie wyklucza u�ycia metod teorio-dowodowych, i na odwrót: metody teorio-
dowodowe nie wykluczaj� u�ycia sprawdzania modelowego. Takie hybry-
dowe podej�cie ma wiele zalet. W praktyce metody te s� komplementarne, 
przynajmniej na poziomie heurystycznym.  

ZAKOCZENIE

Leibniz zamierzał stworzy� lingua characteristica universalis – j�zyk, 
w którym dałaby si� zapisa� wszelka wiedza (ekspresywno��), oraz calculus 
ratiocinator – metod� umo�liwiaj�c� rachunkowe okre�lenie prawdziwo�ci
dowolnego zdania tego j�zyka. Taka idea le�y u podstaw współczesnej lo-
giki. Taka idea w odniesieniu do poprawno�ci sprz�tu i programów le�y
u podstaw metod logicznych weryfikacji systemów informatycznych.  

Dzi� widzimy, �e dalszy rozwój informatyki zale�y istotnie od post�pu
bada� logicznych, a logika – ta staro�ytna dyscyplina – znalazła nowe bo-
gate pole docieka�, zyskała nowe perspektywy bada�. Jej zastosowania 
mog� mie� tak znacz�cy wymiar praktyczny, o jakim nie �niło si� filozofom. 
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TEMPORAL LOGIC IN COMPUTER SCIENCE 

S u m m a r y  

Leibniz intended to create a lingua characteristica universalis, a language, in which all 
knowledge (expressiveness) could be recorded, and a calculus ratiocinator, a method that would 
make it possible to define in a calculational manner the truth of any sentence in this language. 
Such an idea is at the basis of contemporary logic. With respect to the correctness of the equip-
ment and of programs such an idea is at the foundations of logical methods of verification of 
software systems. 
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Today we can see that a further development of informatics indeed depends on the progress 
of research in logic, and logic – this ancient discipline – has found a rich field for investigations; 
it has gained new perspectives for studies. Its applications may have a significant practical 
dimension that philosophers have never dreamed about.   

Translated by Tadeusz Karłowicz 

Słowa kluczowe: logika, informatyka, logika temporalna, weryfikowanie systemów informatycz-
nych.  

Key words: logic, computer science, temporal logic, verification of software systems.

Information about Author: KAZIMIERZ TRZ�SICKI, Ph.D. – Head of the Department of Logics, 
Informatics and Philosophy of Science, University of Białystok; address for correspondence: 
ul. Sosnowa 64, PL 15-887 Białystok, room 205; email: kasimir@ii.uwb.edu.pl 


