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ANALOGIA W FIZYCE

WSTEP

Termin ,,analogia” (gr. avaioyie) jest rozumiany jako ,,odpowiedni sto-
sunek” czy ,,podobiefstwo miedzy tym, co zasadniczo rézne”'. W fizyce,
z pewnymi zastrzezeniami, najblizsze jest rozumienie ostatnie. Odnositoby
si¢ ono do praw, a takze do opisywanych przez te prawa zjawisk. Bedziemy
zajmowali sie ,,analogia praw”.

Blizsze okreslenie ,,podobienstwa” poprzedzamy kilku przyktadami.

Swobodne drgania wahadta matematycznego (uktad mechaniczny) i oscy-
latora elektrycznego opisujg rownania:

2 dZ

—a(t)+@’a(1)=0 oraz —1(1)+&’I(t)=0, (D

dt dt
gdzie a (7) i I () oznaczaja odpowiednio: zalezna od czasu ¢ funkcje katowa
oraz natgzenie pradu, stala czgstos¢ kotowa o rowna jest ilorazowi dtugosci
1 wahadta i przyspieszenia ziemskiego g w potedze 3 oraz iloczynowi wspot-
czynnika indukcji L i pojemnosci C w potedze —3.
Rozwiazaniami tych réwnan sg funkcje:

a(t)=oa,cosat, 1(t)=1I,cosawr. 2)

Stateer, 1 1,

,» zwane amplitudami, wyznaczaja maksymalne wartosci funkcji

aoraz [.
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Przytoczmy jeszcze jeden przyktad analogicznych rownan rézniczkowych
czastkowych — rownania przewodnictwa cieplnego i rGwnania dyfuzji:
dc aT
DAc(x,y,2,t) = —, AT (x, y,2,t) = — . 3
c(x,y,2,1) > JAT (x,y,2,1) Y 3)
W powyzszych rownaniach y oznacza wspdlczynnik przewodnictwa ciepl-
nego, D — wspotczynnik dyfuzji, T(x,y,z,7) 1 c(x,y,z,t) — odpowiednio: tem-
peraturg na skali bezwzglednej i stezenie molekularne roztworu.
W obydwu réwnaniach (1) wystgpuje operator rozniczkowy drugiej po-
2

chodnej po czasie ”F”’ operator dodawania ,,+”, znak réwnosci ,,=
t

tH)

, stata

,@” 1 funkcja zerowa ,,0”. Za wyjatkiem ostatniego symbolu pozostale sa sta-

tymi. W réwnaniach (3) jako state wystepuja: operator Laplace’a ,,A”, operator

2

rozniczkowania po czasie % , znak réwnos$ci oraz wspdtczynniki y i D.
W réwnaniach (1) zmiennymi sg funkcje a(t) 1 I(t), za§ w rownaniach (3) —
zalezne od wspotrzednych przestrzennych i czasu funkcje 7 oraz c¢. Zaréwno
para rownan. (1) jak i (3) posiadaja taka sama strukture syntaktyczna. Taka
sama wtlasno$¢ posiadaja funkcje (2).Wobec tego zamiast mowié o ana-
logicznych rownaniach (1) i (3) lub funkcjach (2), nalezy powiedzie¢, ze te
(i wiele innych formul) posiadaja taka sama strukture syntaktyczna®. Z jed-
nego rownania lub jednej funkcji mozna otrzymaé¢ druga, dokonujac tylko
zmiany symboli zmiennych. Albo: dwie analogiczne struktury fizykalne moz-
na otrzymaé z jednej struktury matematycznej dokonujac dwu réznych inter-
pretacji fizykalnych, wystgpujacych w nich symboli zmiennych. Mozna po-
wiedzie¢, ze omawiane struktury sg syntaktycznie takie same lub identyczne.
Dzigki tej wlasnosci rownan, funkcji, funkcjonaléw, na podstawie znajomosci
praw jednej teorii, mozna napisa¢ ich odpowiedniki w drugiej teorii.

Nie chcac zmieniaé wprowadzonej i od dawna stosowanej przez fizykow
terminologii, w dalszych rozwazaniach bgdziemy uzywac nazwy ,,analogia”,
pamigtajac o tym, ze jest to wigcej niz zwykte podobienstwo.

2 W przeciwienstwie do struktur syntaktycznych w logice formalnej, w fizyce niektore sym-
bole posiadaja okreslone odniesienie przedmiotowe. Na przyktad x,y,z,t lub r,a,t, oznaczaja
wspolrzedne przestrzenne i czas, wielkosci obdarzone wymiarem.
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Analogiczne formuly matematyczne wystepuja w wielu teoriach fizykal-
nych. Ich omoéwieniu nalezatoby poswigci¢ pokaznej objgtosci pozycje
ksigzkowaq. Zamiast tego w artykule ograniczymy si¢ do prezentacji dwu par
teorii: optyki geometrycznej i geometrycznej optyki elektronowej oraz
elektrostatyki i dynamiki plynéw idealnych w dwu wymiarach. Analogie
pierwszej pary sugeruje juz sama nazwa, analogia drugiej pary jest oczy-
wista tylko dla fizyka.

O wyborze tych par teorii zadecydowat takze inny, nie mniej wazny
wzglad: sa one sformutowane z wykorzystaniem réznego aparatu matema-
tycznego.

Na koniec rozwazan wstgpnych podajemy uwage terminologiczna. Autor
zdaje sobie sprawe z roéznicy miedzy opisem a procedura wyjasniajaca lub
prognostyczna. Mimo to za fizykami bedzie czesto uzywal wyrazen ,,row-
nanie opisuje”, ,.funkcja opisuje”. Usprawiedliwieniem dla uzywania tych
skrotowych wyrazen jest fakt, ze w rownaniach skrycie, a w rozwiazaniach
W sposOb wyrazny wystepuja istotne cechy stanu lub zjawiska uktadu, ktd-
rych znajomos¢ jest juz wyjasnieniem lub predykcja.

1. OPTYKA GEOMETRYCZNA
I GEOMETRYCZNA OPTYKA ELEKTRONOWA

W pierwszych dziesigcioleciach XX wieku, po kilku stuleciach badan,
optyka geometryczna byla juz matematycznie teoria dojrzata, klasyczna.
Gdy w latach dwudziestych i trzydziestych tego stulecia zaczeto prace nad
odwzorowaniem przedmiotéw za pomoca wiazek elektronow, optyka geo-
metryczna stanowila wzorzec dla powstajacej nowej teorii.

Przeniesiono z optyki geometrycznej calg terminologi¢, z pojeciem osi
optycznej, plaszczyzny przedmiotu i obrazu, z plaszczyznami i punktami
gtownymi, z ogniskami i odlegtosciami ogniskowymi, powigkszeniem po-
przecznym i katowym, a przede wszystkim ze wspotczynnikiem zatamania
oraz wigzka elektronéw jako analogonem promienia $wietlnego. Analogo-
nem pola wspodlczynnika zatamania n(x,y,z), z doktadnoscia do czynnika D,
jest pole potencjatu U(x,y,z) w potedze jedna druga’.

3W. Glaser, Grundlagen der Elektronenoptik, Wien 1952. W rozdziale II, § 9 autor zakta-
da:n=Cp (C-stata). Z zasady zachowania energii na ped elektronu otrzymuje sie wzor
p =~2melU , zas wspotczynnik zatamania n=Cp =C 2meU = DU, gdzie D= C\2me, mie
oznaczaja masg i tadunek elektronu.
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Podstawe analogii migdzy optyka geometryczng i geometryczng optyka
elektronowa stanowi, wiec odpowiednios$¢: pole wspdtczynnika zatamania
n(x,y,z) i pole potencjatu U(x,y,z) w potedze jedna druga.

Wykorzystujac t¢ odpowiednios¢, otrzymuje si¢ odpowiedniosé¢ migdzy
prawem Snelliusa w obydwu teoriach:

sing; _n, sing _\/U] (4)

. > . - b
sin¢, n, smaq, ,/Uz

gdzie wskazniki 1, 2 przy o,n i U oznaczaja wartosci tych wielkosci
w osrodku 11 2.

Dodajmy, ze prawo Snelliusa (4) w optyce po raz pierwszy wyprowadzit
I. Newton, traktujac promienie §wiatta jako zbiory korpuskut.

Jakkolwiek pole elektrostatyczne U i pole wspotczynnika zatamania 7 sg
fizycznie réznymi polami, posiadaja cechy wspolne: sa polami potencjal-
nymi, a wigc niewirowymi, na ogot niejednorodnymi, ale izotropowymi.

W zwiazku z tym w tych polach o symetrii sferycznej [n (r), U (r)] tory
wszystkich promieni i wiazek elektrondéw sa krzywymi ptaskimi. Dla pro-
mieni $wietlnych dowéd tego twierdzenia podaja M. Born i E. Wolf*. Dla
wiazki elektronow autor tego artykutlu dowodu nie przeprowadzit. Na pod-
stawie omawianej analogii jest przekonany, ze jest ono takze prawdziwe.

Pomimo wymienionych cech wspdlnych omawianych p6l wystgpuja i ro6z-
nice. W uktadach optycznych wspdlczynnik zatamania doznaje skokowych
zmian na granicy szklo-powietrze, natomiast potencjat elektrostatyczny i elek-
trostatyczny wspolczynnik zatamania zmieniajg si¢ w sposob ciagly. W od-
powiednio uksztaltowanym polu elektrostatycznym mozliwe jest odwzoro-
wanie danego przedmiotu. W uktadach optycznych do tego celu niezbedna
jest soczewka, czgsciej uktady soczewek. Dodajmy, ze tory wiazek elektro-
now rowniez zmieniaja si¢ w sposob ciagly, podczas gdy tory promieni
stanowia zbiory prostoliniowych odcinkow.

W naszych rozwazaniach uwzgledniane jest tylko pole elektrostatyczne.
Pominigte jest, czgsto stosowane, pole magnetyczne (np. w mikroskopie),
ktore jako wirowe czyni pole magnetycznego wspodlczynnika zatamania
wielko$cia anizotropowa’, niszczaca dyskutowana przez nas analogie.

*M.Born, E. Wolf, Principles of Optics, 4 ed., Oxford—London-Edinburgh—New Y ork—
Paris—Frankfurt 1968, rozdz. 3 § 3.2.1.

>W stacjonarnym polu magnetycznym o potenCJale wektorowym A magnetyczny wspot-

czynnik zalamania wyraza si¢ wzorem # = —(A s) gdzie s jest wersorem stycznym do toru

a
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Optyka geometryczna i geometryczna optyka elektronowa opieraja si¢ na
dwu zasadach wariacyjnych: zasadzie Fermata

A
SW=6[nds=0 (5)

)

1 zasadzie Hamiltona

R
§S=6[Ldi=0. (6)
R

Matematycznie wystawia si¢ je nastepujaco: wariacja drogi optycznej’
mi¢dzy dwoma punktami Py i P; jest roOwna zeru i wariacja dziatania Hamil-
tona pomigdzy dwoma punktami P, i P, jest rOwna zeru.

Natomiast sens fizyczny tych zasad jest nastgpujacy: sposrod rédznych
torow wirtualnych, taczacych punkty P, i P, promien $wietlny porusza si¢ po
takim, dla ktérego droga optyczna przyjmuje warto$¢ minimalng (doktadniej
stacjonarna). W wystowieniu zasady Hamiltona wyrazenie ,,droga optyczna”
nalezy zastapi¢ terminem ,,dziatanie” (mierzone funkcja Lagrange’a L po-
mnozona przez czas 1)’

Gdy funkcja Lagrange’a i Hamiltona wyraznie nie zalezy od czasu,
w uszczegdtowionej postaci, zasada (6) przyjmuje postac:

51]; dr= oﬁj(} - 5)dS = 51}de -0, (7)
K I K

gdzie poznacza ped czastki, s — wersor styczny do toru czastki, elek-
tryczny wspotczynnik zatlamania

y(x,y,z)=pia(;-§].8 (8)

Zasada Hamiltona (7) jest rtownoksztattna z zasada Fermata.
Gléwnym zadaniem optyki geometrycznej i geometrycznej optyki elek-
tronowej jest wyprowadzenie z zasad (5) i (7) takich formul, ktére zapew-

elektronu, p, — pedem czastki. Por. G las er, Grundlagen der Elektronenoptik, rozdz. XVI, § 98,

wzor 98.4.

5 Droga optyczna nazywamy iloczyn wspotczynnika zatamania n i drogi geometrycznej S.

" Obydwie zasady obowiazuja w warunkach, gdy tory wirtualne naleza do otoczenia toru
rzeczywistego. Ponadto przez kazdy punkt otoczenia przechodzi tylko jeden promien lub jedna
wigzka elektronow.

¥ Symbol p, oznacza poczatkowy ped elektronu. Zamiast p mozna podstawié potencjat elek-
tryczny (por. odnosnik 3).
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nityby w miar¢ wierne odwzorowanie przez uklad optyczny i elektronowy
kazdego przedmiotu.

Idealem bytoby odwzorowanie wierne, w ktorym kazdy punkt P (x,,y,,z,)
ptaszczyzny przedmiotu ulegtby wzajemnie jednoznacznemu przeksztatceniu
w jeden punkt P(x,,y,,z) obrazu. W optyce geometrycznej tylko zwierciadto
ptaskie i ogniska elipsoidy odwzorowuja wiernie punkt w punkt; powierzch-
nia elipsoidy odwzorowuje jedno ognisko w drugie.

Sa to jednak uktady, ktorych w przyrzadach optycznych nie wykorzystuje sig.

Uktady stosowane w mikroskopach, lunetach i innych przyrzadach po-
zwalaja realizowaé odwzorowania, co najwyzej w przyblizeniu wierne. Od-
znaczaja si¢ one symetria osiowg z 0sig optyczng jako osig symetrii. Takimi
uktadami begdziemy si¢ w dalszych rozwazaniach zajmowac.

Odwzorowania uzyskiwane w uktadach optycznych i elektronicznych
matematycznie sa opisywane przez kolejne sktadniki rozwiniecia w szereg
Taylora tzw. eikonatu katowego W dla ukladéw optycznych i dzialania S
w uktadach elektronicznych. Rozktad eikonalu W ma postac:

W=W,+W,+W,+.... 9

Zamieniajac W na S otrzymujemy rozktad dziatania Hamiltona.

Odwzorowania dokonywane przy pomocy przyosiowych promieni
swietlnych lub wiazki elektronow, tworzacych mate katy z osia optyczna
(praktycznie do osi rownoleglych) dobrze opisuje drugi sktadnik szeregu (9).
Dla uktadu optycznego ma on postacé:

W,=Ap+ AR+ A"x,’ (10)

gdzie:

p=a’+ /., R=a’+B", x=aa'+BB, A= g(a +f), A= ”5( fr=a), A'=—nf",

nr, nr,
f=—, f=—x" (11)

n'—n n'—n

> W.Weizel, Fizyka teoretyczna, Fizyka zjawisk, Ruch, Elektrycznosci, Swiatlo, Cieplo,
t. I, cz.2, Warszawa 1960, cz. D, §4. Wzdr (10) jest przeksztalceniem wzoru (38a) w pod-
reczniku. R N

""We wzorze (11) a,a’,f,f" oznaczaja kosinusy kierunkowe wersoréw s, 1 s, z osiami
X,YiX,Y', nn oznaczaja wspotczynniki zatamania w przestrzeni przedmiotu i obrazu, r», —
promien krzywizny powierzchni zatamujacej,
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Z wzoru (10) otrzymuje si¢ zwiazki migdzy wspotrzednymi punktu P(X,Y,Z)
w plaszczyznie przedmiotu i punktu P'(X',Y",Z") w ptaszczyznie obrazu:

Z+f’ Z+f’ Z+f’
gdzie fjest ogniskowgq cienkiej soczewki
Analogon wzoru (10) dla uktadu elektronooptycznego ma postac

x=x—t_ y=y_ L _ g7/ n (12)

izlalp—kazlr-i-l%R,12 (13)
p 2 2

gdzie aj,as,a; sa statymi, p=x;+y,, R=x_+y., K=x,x,+1,7,, P1 jest pg-
dem elektronu w plaszczyznie obrazu. Wskazniki o 1 b przy wspotrzednych
oznaczaja ich wartosci w ptaszczyznie przedmiotu i przestony. W obszarze
przestona-ptaszczyzna obrazu autor zaktada prostoliniowe tory elektro-
now(np. w mikroskopie) .

We wzorze (13) zmiennymi sq wspotrzedne punktow, podczas, gdy we
wzorze (10) sa one kosinusami kierunkowymi wersoréw : i :b Zmienne
»katowe” «,f3,... i ,,punktowe” x,,y,,.. wystepuja w takich samych kombina-
cjach algebraicznych. Jednakze zbiory, do ktorych one naleza, sa rézne. Dla
(odcinkéw prostych), torow promieni §wietlnych i wiazek elektronow mig-
dzy przestong a ekranem sytuacja w obydwu ukladach jest taka sama. Roz-
nica ma miejsce dla krzywoliniowej czesci torow elektrondw.

Mimo to ze wzoru (13) wyprowadzit Glaser zwiazki migdzy wspot-
rzednymi x iy, oraz x iy, (takze liniowe):

x=Vx, y=Wm,,"” (14)

gdzie V jest powigkszeniem poprzecznym, zas x, iy, sa wspolrzednymi obrazu!

W pierwszym przyblizeniu, zwanym przyblizeniem Gaussa, zaréwno
w uktadach optycznych, jak i elektronooptycznych otrzymuje si¢ w miarg
wierne odwzorowanie przedmiotow.

Jezeli jednak w uktadach odwzorowujacych czynne sa duze powierzchnie
»famiace”, a promienie 1 wiazki elektronow tworza z osig optyczna duze katy —
uzyskane obrazy obarczone sg btedami, zwanymi aberracjami geometrycznymi.

Odwzorowania z aberracjami opisuje nastgpny sktadnik szeregu (9)

Tweizel, Fizyka teoretyczna, § 5, wzor (52a).

2 Glaser, Grundlagen der Elektronenoptik, rozdz. XXII, § 103. Sa to skladniki liniowe
szeregu (103,32).

13 Tamze, rozdz. XXII, § 104, wzor (104,7).
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W4=%AR2+%B,02+CKJ +%DRp+ERK+FpK‘ (15)

dla uktadu optycznego. Analogon optycznoelektronowy jest, z doktadnoscia
do czynnika (—1), tego samego ksztattu. '*

Zamiast wspoOtrzednych x,,y, otrzymanych dla wiazki elektronow
i promieni przyosiowych, w drugim przyblizeniu nalezy bra¢ wielkosci
Ax=x,-x,i Ay=y —y,. Wyrazenia na AxiAy dla odwzorowania optycznego
podaje Weizel [§9, wz. (75a)], a dla odwzorowania elektronooptycznego —
Glaser [§ 105, wz. (105,2)]. Otrzymane ze wzoru (15) i jego odpowiednika
dla pola elektrostatycznego wyrazenia na Ax i Ay pozwalaja opisaé aberracje
geometryczne w obydwu rodzajach ukladéw. Aberracje sferyczna przed-
stawia skladnik z B # 0, astygmatyzm i wygigcie plaszczyzny — skladniki
z C# 01D #0, dystorsj¢ — sktadnik z £ # 0 oraz kome¢ — sktadnik z F # 0.

Pomijamy charakterystyke poszczegdlnych btgdéw odwzorowan. Zaintereso-
wanemu czytelnikowi polecamy lektury cytowanych autoréw: W. Weizla
i W. Glasera albo monografie¢ M. Borna i E. Wolfa.

Wyprowadzone z zasady Fermata i Hamiltona réwnoksztattne konsek-
wencje pozwalaja opisa¢ i wyjasni¢ w pierwszym przyblizeniu odwzoro-
wanie stygmatyczne punktow, w drugim przyblizeniu — podstawowe bledy
odwzorowan w obydwu dyskutowanych uktadach.

Omawiana analogia i matematycznie ,,dojrzata” optyka geometryczna
wyznaczyty optykom elektronowym zaréwno wykaz zagadnien, jak i spo-
soby ich matematycznego rozwiazania. W stosunku do optyki elektronowej
spelnity one rol¢ heurystyczng. Dzigki temu na opracowanie tej ostatniej, za-
miast stuleci, wystarczyto lat kilkadziesiat. Pierwszy mikroskop elektronowy
M. Knoll i E. Brucke skonstruowali bowiem juz w 1931 r., a od 1938 r.
firma Siemens produkowata je seryjnie.

Uwzglednienie w przyrzadach elektronooptycznych takze stacjonarnego
pola magnetycznego powoduje naruszenie dyskutowanej analogii. Poza
wspomniang anizotropia wspolczynnika zatamania, obecno$¢ stacjonarnego
pola magnetycznego powoduje wystapienie w drugim przyblizeniu trzech
dodatkowych btedow odwzorowan: anizotropowej komy i dystorsji oraz
anizotropowego astygmatyzmu'. Geometryczna optyka z wykorzystaniem
obydwu rodzajow pdl jest zakresowo szersza od porownywanych teorii.

Y Glaser, Grundlagen der Elektronenoptik, rozdz. XVII, § 103, sktadniki 5-10 we wzorze
(103,32).
15 Tamze, rozdz. XVII, § 106 n.
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Zardéwno optyka elektronowa sformutowana dla pola elektrostatycznego
jak 1 pola elektrostatycznego potaczonego ze stacjonarnym polem magne-
tycznym, opiera si¢ na zasadzie wariacyjnej Hamiltona, odkrytej przez
angielskiego uczonego w klasycznej mechanice punktéw materialnych. Dla-
tego dopuszczalne jest w niej poslugiwanie si¢ terminami: ,.tor” lub ,tra-
jektoria” elektronu lub wiazki tych czastek. Z tego powodu Glaser proponuje
nazwe ,geometryczna optyka elektronowa”. Teori¢ t¢ wiedenski fizyk
przeciwstawia optyce falowo-mechanicznej, bazujacej na réwnaniu Schro-
dingera. Analogonem tej ostatniej jest optyka falowa. Dodajmy, ze calka
tego réwnania (dla uktadu o symetrii osiowej) jest, pomijang w geo-
metrycznej optyce elektronowej, formuta opisujaca dyfrakcje Fresnela'®.

2. POLE ELEKTROSTATYCZNE
— POLE PREDKOSCI PLYNOW DOSKONALYCH

Zaktadamy, ze czytelnikowi znane sg wilasnosci pola elektrostatycznego
znatgzeniem E, liniami sif, potencjatem U, pojeciem powierzchni statego
potencjalu (ekwipotencjalnych) i twierdzeniem, wedtug ktérego_}wektor E jest
prostopadly do powierzchni ekwipotencjalnej, matematycznie: E =—gradU .

Przytaczamy natomiast najwazniejsze informacje z dynamiki plynow
doskonatych. Jednym z waznych pojgé jest ,,czastka ptynu”. W mechanice
klasycznej ptynéw, takze doskonatych, czastka stanowi na tyle mata objetosc
ptynu, aby dwu-, trzykrotne powigkszenie albo zmniejszenie tej objg¢tosci nie
zmienito wlasnosci fizycznych czastki. Z drugiej strony ten element plynu
winien zawiera¢ na tyle duzo molekul, aby bylo mozna sensownie mdéwic
0 gestosci, czy temperaturze tego elementu. Poruszajacej si¢ czastce ptynu
przyporzadkowany jest wektor predkosci v. Tor, do ktérego w kazdym
punkcie jest styczny wektor v nazywany jest liniag pradu. Zbior linii pradu
w pewnym obszarze ptynu wyznacza wektorowe pole predkosci.

Wszystkie, wystgpujace w przyrodzie pltyny rzeczywiste posiadaja lep-
ko$¢, makroskopowo okreslona wspotczynnikiem lepkosci #. W przypad-
kach, gdy jest ona na tyle mata, ze mozna ja zaniedba¢, mowi si¢ o ptynie
doskonatym. Okazuje si¢, ze w wielu przypadkach za pomoca tego modelo-
wego pojecia mozna wyjasni¢ wiele zjawisk towarzyszacych takze ruchom
ptyndéw rzeczywistych.

16 Tamze, rozdz. XXVIII, § 160.
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W dalszych rozwazaniach interesowaé si¢ bedziemy dwuwymiarowymi,
stacjonarnymi ruchami niescisliwego ptynu doskonatego. Przez ruch dwuwy-
miarowy rozumie si¢ taki ruch, w ktorym wektory predkosci czastek sa
rownolegle do pewnej ptaszczyzny, np. ptaszczyzny x-y. Podobnie majg by¢
zorientowane pregdkosci w innych, réwnolegtych do x-y, ptaszczyznach.

Ptyn niedcisliwy odznacza si¢ tym, Ze jego gestos¢ nie zalezy od cis-
nienia. Matematycznie taki pltyn opisuje rownos¢ div v =0.

Wreszcie ruchem stacjonarnym nazywany jest ruch, w ktéorym wektor
predkosci czastek nie zmienia si¢ w czasie. Okazuje sig¢, ze dla takiego ro-
dzaju ruchu mozna wprowadzié funkcje;_p(x,y) nazywang potencjalem pred-
kosci, spetniajacg rownos¢ grad ¢(x,y)=v(x,y).

Tak scharakteryzowane pole predkosci jest analogonem pola elektro-
statycznego U(x,y):

\_;(x,y)zgrad¢(x,y) E’(x,y)z—gradU(x,y). (16)

Z doktadnoscia do czynnika (—1) obydwie réwnosci sa réwnoksztaltne.
Zbiory funkcji

p(x,y)=¢ 1U(x,y)=c, (17)

dla réznych wartosci ¢, i ¢, wyznaczaja odpowiednie rodziny krzywych:
statego potencjatu predkosci i statego potencjatu elektrostatycznego.

Oprocz potencjatu predkosci w mechanice ptynow wprowadza sie tzw.
funkcje pradu (lub lini¢ pradu) w(x,y)zdefiniowana rownaniem:

v, dy—v,dx=0. (18)
Oznaczajac v, =aa—l// v, = —aa—y/, rownaniu (18) nadaje si¢ postac:
ly X
dy =Y e+ Y gy 0, (19)
ox dy

Zastgpujac w rownaniu (18) v iv, przez — E i E, otrzymuje si¢ rownanie
rozniczkowe dla linii sit pola elektrostatycznego. Z ostatniego réwnania
wida¢, ze wzdtuz linii pradu lub linii sit funkcja psi posiada stata wartosc.
W teorii funkcji analitycznych dowodzi si¢ twierdzenia, wedtlug ktérego
rodzina funkcji ¢ lub U jest ortogonalna do rodziny funkcji y :

grad ¢-grady =0. (20)

Jest to wazne twierdzenie dla matematycznej analizy dyskutowanych pol.
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W dalszych rozwazaniach zastosujemy teori¢ funkcji analitycznych do
badania wybranych rodzajow pdél. W zastosowaniach do tych pdl czesc
rzeczywista Re Z(z) 1 urojong ImZ(z) funkcji zmiennej zespolonej Z(z)
interpretuje si¢ odpowiednio: jako funkcje ¢ (lub U) i jako funkcje¢ w, albo
nieraz odwrotnie.

Gdy dla danego rodzaju pdél hydrodynamiki lub elektrostatyki funkcja
Z (z) zostanie odgadnigta, dalszy ich matematyczny opis jest stosunkowo
prosty.

Powyzsze rozwazania zilustrujemy kilkoma przyktadami.

a. Niech bedzie dana funkcja

Z(z)=2"=x"=y"+i2xy, 21)
wtedy:
ReZ(z)=¢(x,y)=x" =y, ImZ(z) =y (x,y)=2xp. (22)
Rodzing linii ¢(x,y)=c¢,, zaznaczong na g
Rys. 1 liniami przerywanymi, w hydro-
dynamice interpretuje si¢ jako linie sta-
lego potencjatu predkosci, natomiast O\
rodzing w(x,y) =c,- jako linie pradu. \\\\\ \\
Wzdhuz tych linii odbywatby si¢ prze- \ii\ NW
pltyw ptynu wokét, ustawionych na osiach T
x 1 y, sztywnych ptaszczyzn. Kierunek
przeptywu wskazuja, umieszczone na S
koncach linii, strzatki. Przy interpretacji ) / 4 ¢
elektrostatycznej, linie przerywane wy- /; /0 —+ \\\\\\\
znaczylyby linie sit, a ciagle — linie 7 //,; T~ \\\\
ekwipotencjalne w polu wytworzonym g N

przez odizolowane, przewodzace plasz- Rys. 1
czyzny z umieszczonymi na nich przeciwnego znaku tadunkami elektrycznymi.

Wedtug B. Sredniawy w tym przykladzie ,,...zasadniczo nic nie zmie-
nitoby si¢ przy zamianie ¢ na y.”"’

Fizycznie nic by si¢ nie zmienito pod warunkiem, ze zwiazane z uktadem
wspotrzednych x-y sztywne plaszczyzny obrocono by o kat 45°. Jednakze
w nowym uktadzie wspotrzednych x’-y” rownania rodzin hiperbol mialyby
postac:

7B. Sredniawa, Hydrodynamika i teoria sprezystosci, Warszawa 1977, 5.276.
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V/(xv’yv)=xt2_y|2 1 ¢(x',y')=—2x'y'. (23)

A wige w tym przypadku takze rodzina hiperbol statlego potencjatu predkosci
i linii sit pola elektrostatycznego jest opisywana rownoscia x° —y° = const.,
natomiast rodzina funkcji pradu i linii ekwipotencjalnych — rownoscia
|2xy| = const.

b. Funkcja
Z(z)=Alnz=Alnr+idd, (24)
1
gdzie Ae R, e <0,27r), r=(x2 +y2)5, zas 19=arctgl.
Funkcje Re Z(z) i Im Z(z) maja postac: ¥

#(r)=Alnr i w(d) = A9. (25)

W tym przyktadzie linie stalego potencjatu predkosci ¢ i ,,ekwipotencjatu”
kulombowskiego U stanowi rodzina wspoétsrodkowych okregéow ze srodkiem
w punkcie osobliwym r = 0. Natomiast linie pradu i linie sit y stanowia,
wychodzace z punktu » = 0, linie proste. W elektrostatyce takie pole wytwa-
rza umieszczony w punkcie » = 0 dodatni tadunek punktowy, zas w hydro-
dynamice - umieszczona w tymze punkcie waziutka rurka, z ktérej wyptywa
ptyn. Dodajmy, ze w tym polu predko$¢ ptynu wynosi v=v, = 4r "
Préba zamiany funkcji ¢ i v w (25) na

PN =A0 i y'(r)=Alnr, (26)

w hydrodynamice opisuje zupelnie inne pole. Linie pradu Inr=const.,
stanowilyby wspoétsrodkowe okregi ze srodkiem w punkcie osobliwym, linie
za$ statego potencjatu predkosci bylyby wychodzacymi z punktu » = 0 pros-
tymi ¢ =const. Ruch taki nazywany jest ruchem wirowym'®, W elektrostatyce
dla ve <0, 2r) funkcje (26) nie przedstawiaja zadnego pola fizycznego .

Za pomoca funkcji analitycznych mozna opisaé¢ pola bardziej ztozone.

8 por. np. N.S. Arzanikow, W.N. Malcew, derodynamika, Warszawa 1959, rozdz. 111,
§ 18, s. 80.

19 Por. jednak ponizsza uwage. Jezeli argument gtowny dyskutowanej funkcji jest zawarty
w przedziale <O, 2w —a), to funkcje ¢’ () =AY i y'(r)=Alnr beda opisywaly linie ekwi-
potencjalne (promienie ) i linie sit (fragmenty wspoétsrodkowych okrggéw) w podanej dziedzinie.
Pole takie wytworzytoby dwuwymiarowe ostrze przewodzace, ktérego jedno ramie posiadatoby
fadunek dodatni, za§ odizolowane od niego drugie ramie — tadunek ujemny. Kat ostry a migdzy
ramionami wynositby a. J. W ey s senh o ff, Zasady elektrodynamiki optyki klasycznej, Warszawa
1957, s. 251
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Tworzy si¢ je przez sumowanie funkcji syntaktycznie prostszych. Dodajmy,
ze czynnos¢ ta jest dozwolona dzigeki liniowosci rownania Laplace'a, ktore
spetnia zardwno rzeczywista jak i urojona czg¢s$¢ funkcji analityczne;j.

c. Dodajac do funkcji Z(z)= A4z charakteryzujacej pole jednorodne, funk-

2
cje Z(z)= AR7 (pole dipola) otrzymujemy funkcje

Z(z):A[z+R—2j. (27)

z

Interpretacja statej A jako(ze znakiem minus) pr¢dkosci w polu jednorodnym
v,, R jako promienia nieskoficzenie dtugiego walca, pozwala interpretowac
funkcje¢ (27) jako opisujaca optyw walca o przekroju kotowym:

RZ

2(:)=v, (_] . (28)

z

Funkcje

2

o(r, ) =—v, (1+R—j recos? 1 w(r,d)=-v, [I—R—z) 7 sin 2 (29)
r r

przedstawiajq rodzine linii ekwipoten-
cjalnych ¢ i linii pradu y przy niewiro-
wym oplywaniu, ustawionego prosto-
padle do ptaszczyzny x-y, walca. W gor-
nej czgsci Rys. 2 zaznaczonych jest
kilka linii pradu. W EunkcLe M zazna-
czone sa skladowe v, 1 v, oraz ich
suma wektorowa predkosci v. W dolnej
czgsci omawianego rysunku zamiesz-
czona jest fotografia przedstawiajaca
optyw walca przez wode.

Przyrownujac do zera funkcj¢ w na
powierzchni walca » = R, przekonujemy
si¢, ze dla #=0" (punkt 4) 1 =180
(punkt B) linia pradu si¢ urywa. Efekty
te dostrzec mozna na zamieszczonej foto-
grafii. Podobienstwo pola przewidzia-
nego na podstawie funkcji w 1 pola
z fotografii jest zadziwiajaco duze.

Rys. 2



252 HENRYK PIERSA

Zastgpujac w (28) i (29) -v, przez natezenie —E, jednorodnego pola
elektrostatycznego, funkcj¢ ¢(r,%) — przez potencjal U(r,%) oraz inter-
pretujac funkcje w(r,#) jako linie sit, otrzymujemy funkcje opisujace pole
elektrostatyczne, powstate wokdl nieskonczenie dlugiego, posiadajacego
tadunek elektryczny, walca.

Funkcje ¢(r,®) [lub U(r,8)]1 w(r,0) okreslone sa dla dowolnego prze-
kroju walca ptaszczyzna x-y. Zakladajac, ze omawiane pola sg takie same dla
innych, ale rownolegtych do x-y, plaszczyzn, otrzymujemy opis optywu
walca i pola sit przewodzacego walca dla r6znych wartosci na osi z.

Dodajmy, ze rozumowanie o charakterze pola w trzech wymiarach na
podstawie ustalonej ,,geometrii” tego pola w dwu wymiarach jest dozwolone
tylko dla pdl odznaczajacych si¢ symetria osiowa .

d. Liste przyktadéw konczymy funkcja, tym razem odwrotng
2(Z)=Z+¢, (30)

podana w roku 1868 r. przez H. Helmholtza® do opisu pola wyptywu ptynu
spomigdzy dwu rownoleglych ptyt.
CzgSci rzeczywista i urojona funkcji z(Z) maja postaé:

x(X,Y)=X+e" cosY, y(X,Y)=Y+e'sinY. (301

Rodzina linii y(X,Y)=const. przedstawia linie pradu wyptywajacego pty-
nu w interpretacji hydrodynamicznej i linie ekwipotencjalne pola elektro-
statycznego kondensatora ptaskiego. Rodzina linii x(X,Y)=const. opisuje
linie stalego potencjatu predkosci i linie sit pola elektrostatycznego.

Na Rys. 3b*' pokazano, obliczona na podstawie funkcji (31) geometrig
pol y =const. i x = const. Fotografia 3a przedstawia rozktad linii sil pola
elektrostatycznego wytworzonego przez dwie rownolegte ptytki (model kon-
densatora ptaskiego) z tadunkiem elektrycznym przeciwnego znaku.

Po krotkiej i z koniecznos$ci wybidrczej prezentacji kilku przykladéw
zastosowania funkcji analitycznych do opisu wtasnosci pordwnywanych pol,
wypada zastanowi¢ si¢ nad zasadnos$cia stosowania tej procedury poznaw-
czej, a takze nad zakresem obowiazywania interesujacej nas analogii.

H. L amb, Hydrodynamics, 5" ed., Cambridge 1924, s. 71, odnosnik *.
2! Rysunek 3b pochodzi z: W.Pogorzelski, dnaliza Matematyczna, t. IV, Warszawa
1956, s. 35.
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Rys. 3

Przede wszystkim chodzi o odpowiedZz na pytanie, czy obydwa rodzaje
pol spetniaja warunki do stosowania teorii funkcji analitycznych. Pytanie to
dotyczy przede wszystkim mechaniki ptynéw. Wielkosci elektryczne: poten-
cjal, czy wektor natg¢zenia sa funkcjami cigglymi i dwukrotnie rézniczko-
walnymi po wspotrzednych przestrzennych.

U krytycznie oceniajacego wszelkie czynnosci poznawcze filozofa moga
pojawié¢ si¢ watpliwosci, czy warunki te spetnia ptyn o zaniedbanej struk-
turze ziarnistej. Ponadto pojecie ptynu doskonalego, przy tym niescisliwego,
moze wzbudza¢ nie mniejsze zastrzezenia. Wreszcie wybor wyidealizowa-
nego, dwuwymiarowego ruchu zmusza do zastanowienia. Przeciez w prak-
tyce badawczej mamy zawsze do czynienia z ptynami rzeczywistymi, uczest-
niczacymi w ruchach tréjwymiarowych.

W odpowiedzi na te zastrzezenia nalezy zaznaczy¢, ze przedmiotem ba-
dan hydrodynamiki i aerodynamiki sa makroskopowe ruchy ptynéw. Na tym
poziomie badan gestosci, cisnienia, temperatury, predkosci oraz badane
potencjaty ¢ i ¥ moga by¢ traktowane jako ciagle funkcje wspotrzednych,
a dwie ostatnie funkcje spelniaja takze rownanie Laplace’a. Fizyk doda argu-
ment najwazniejszy: wyprowadzone z odpowiednich zalozen konsekwencje
sa potwierdzone w do$wiadczeniach.
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Odnosnie do sposobu testowania tych konsekwencji za pomoca fotografii
nalezy stwierdzi¢, ze stanowig one adekwatne do badania ruchéw makro-
skopowych plynéw procedury badawcze. Drobne ziarenka rutylu, gipsu czy
wegla drzewnego, umieszczone w oleju parafinowym uwidaczniajg linie sit pola
elektrostatycznego. Mate czastki likopodium lub srebra, zawieszone w prze-
pltywajacym plynie zaznaczaja krotkie odcinki rownolegte do linii pradu.

Jak juz méwiono, dla pdl o okreslonej geometrii odpowiednie funkcje
zmiennej zespolonej fizycy odgaduja. Istotng role odgrywa tu znajomosé
teorii, prawdopodobnie obserwacja wybranych pdl, a takze intuicja badacza.

Jezeli si¢ uwzgledni fakt, ze pierwszymi uczonymi, ktorzy zastosowali
teori¢ funkcji analitycznych do opisu linii pradu, byli G.R. Kirchhoff
i H. Helmholtz**, wymienione cechy uczonych byty spetnione. Nalezy dodaé,
ze oprocz metody stosowania funkcji analitycznych istnieje, cho¢ bardziej
ucigzliwa, metoda alternatywna. Stanowi ja catkowanie rownania Laplace’a.

Zagadnienie zakresu stosowalno$ci analogii w jednym znaczeniu wigze
si¢ z lepkoscia plyndow rzeczywistych, a konkretnie z warto$cia numeryczng
tzw. liczhy Reynoldsa™. Gdy dla danego przepltywu jej warto$¢ liczbowa jest
mniejsza od wartosci krytycznej Rey, ruch ptynu jest uporzadkowany, war-
stwowy (laminarny). Pola takich przeplywdéw moga by¢ analogonami od-
powiednich poél elektrostatycznych. Dopiero gdy wartos¢ omawianej liczby
jest wigksza od Rey, ruch ptynu staje si¢ burzliwy i omawiana analogia
przestaje obowigzywaé. W wystepowaniu ruchow laminarnych ptynéw rze-
czywistych doszukiwaé nalezy sie przyczyny wykorzystywania ich przy
testowaniu predykcji proponowanych przez teori¢ plynéw doskonatych.

Z innego rodzaju ograniczonos$cia stosowania analogii spotkaliSmy si¢
przy probie zamiany interpretacji funkcji Ui w w przykladzie b.

Dla funkcji Z(z)=%idlnz o de <0,27z), w hydrodynamice przeptywow
ptaskich, opisujacych pole wyptywu (zrodto, +) i wplywania(upust,—) ptynu
do punktu osobliwego, przy interpretacji ReZ=U,ImZ =y nie ma odpo-
wiednikow w elektrostatyce.

22 H. Helmholtz byt takze profesorem fizjologii.

» Liczba Reynoldsa Re=plv:n, gdzie p oznacza gestosé plynu, 17 — wspot-
czynnik lepkosci, v — predkosé¢, /— dlugos¢ charakterystyczna dla danego przeplywu
(np. $rednicg rury). Wartos¢ krytyczna liczby Re wyznaczana jest do§wiadczalnie dla
kazdego rodzaju naczynia. Dla przeptywu ptynu w rurze o gladkiej $ciance Re, = 1160.
Sz.Szczeniowski, Fizyka doswiadczalna, cz.1: Mechanika i akustyka, Warszawa
1972, s. 503.
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Pytanie, czy analogia migdzy omawianymi teoriami przyczynila si¢ do
rozwoju jednej pod wptywem drugiej teorii, rozstrzygnaé moze historyk
fizyki. By¢ moze niektdre prawa obydwu teorii byty sformutowane jedno-
czesnie?

*

Rozpatrujac dwie rozne pary teorii pokazano szereg konsekwencji opi-
sujacych, a wiec 1 wyjasniajacych, lub prognozujacych stany pol albo za-
chodzace w tych polach zjawiska.

Na podstawie uwag wstepnych oraz przyktadéw omdéwionych w punktach
1-2 widaé, ze analogia w fizyce nie ma nic wspdlnego z uprawdopodab-
niajacym rozumowaniem przez analogie, spotykanym w naukach niezma-
tematyzowanych, gdzie na podstawie n zdan jednostkowych, z okreslonym
prawdopodobienstwem, wnosi si¢ o (n+1)—ym zdaniu jednostkowym.

Z dwu ogoélnych, syntaktycznie rdwnoksztaltnych zalozen, w niezawod-
nych rozumowaniach matematycznych wyprowadzane sa rowniez réwno-
ksztattne, testowalne konsekwencje.

W rozwazaniach wstgpnych réwnoksztattne struktury matematyczne na-
zwano syntaktycznie identycznymi. Rzeczywiscie, relacje migdzy nimi sa
symetryczne, zwrotne, a gdy si¢ uwzgledni analogi¢ mechaniczno-elek-
tryczno-akustyczna®, takze przechodnie.

Niezaleznie od wypelniania funkcji deskryptywno-eksplikacyjnych lub
prognostycznych analogia pozwala na unifikacje réznych teorii fizykalnych.
Drgania w uktadach mechanicznych i elektrycznych czy fale elektromagne-
tyczne i akustyczne sg tej unifikacji przyktadami. Wszelkie zas procedury po-
wodujace ujednolicenie wiedzy stanowia takze wazne osiagnigcie poznawcze.
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ANALOGY IN PHYSICS
Summary

Based upon the example of geometrical optics and geometrical optics of electrons, as
well as the theory of the electric field and the theory of the flow of the perfect liquid in two
dimensions, the analogy of the laws of physics have been discussed.

In the awareness of physicists, the analogy is a syntactical identity, of the physically
interpreted mathematical formulas, describing the laws of physics.

In the paper, it has been presented some relevant laws of the two pairs of the theories being
compared. For the three cases, it has been provided the appropriate photographs presenting
the results of the empirical tests of some of the relevant laws.

Translated by Janusz Piersa

Stowa kluczowe: optyka geometryczna, promien $wietlny, wspotczynnik zatamania, geomet-
ryczna optyka elektronowa, zasada Fermata, zasada Hamiltona, pierwsze przyblizenie lub
optyka Gaussa, drugie przyblizenie, aberracja, pole elektryczne, potencjal elektryczny, poten-
cjat predkosci, elektryczna linia sil, linia pradu, ptyn doskonaty, ruch w dwu wymiarach,
syntaktyka, prawo.

Key words: geometrical optics, light ray, index of refraction, geometrical optics of electrons,
Fermat’s principles, Hamilton’s principles, first-order approximation or Gaussian optics,
second-order approximation, aberration, electric field, electric potential, velocity potential,
electric line of forces, stream line, perfect liquid, motion in two dimensions, syntactics, law.
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