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WIELOWARTO�CIOWO��
A POJ�CIA EPISTEMICZNE 

 W pracach dotycz�cych poj�� epistemicznych co jaki� czas pojawiaj� si�
odniesienia do logik wielowarto�ciowych. W niniejszym artykule podejm�
prób� przedstawienia i oceny niektórych zastosowa� terminologii zwi�zanej 
z wielowarto�ciowo�ci� do analizy poj�� epistemicznych. 
 Matrycowe uj�cie rachunku zda� nie musi by� traktowane jako semantyka. 
Jest to raczej jeden z wielu syntaktycznych sposobów charakteryzowania 
funktorów1. Dlatego sam fakt zastosowania wielowarto�ciowej charakterystyki 
matrycowej nie powoduje, 	e system taki opiera si� na intuicjach ró	nych od 
klasycznych. Odró	nia si� zatem tzw. wielowarto�ciowo�� formaln�, gdy ma-
tryce zawieraj�ce wi�cej ni	 dwie warto�ci nie implikuj� zało	e� innych ni	
zało	enia logiki klasycznej, a umo	liwiaj� tylko dogodny sposób charaktery-
styki nowych, „nieklasycznych” funktorów i wielowarto�ciowo�� istotn�, gdy 
taka logika ma charakter „dewiacyjny”, tzn. nie obowi�zuj� w niej odpowied-
niki niektórych tez klasycznego rachunku zda�. Matrycowa charakterystyka 
funktorów, ze wzgl�du na sw� jednoznaczno�� (funktor tak charakteryzowany 
jest prawdziwo�ciowy (ekstensjonalny)), gwarantuje łatw� metod� rozstrzy-
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1 Por. L. B o r k o w s k i, Kilka uwag o zasadzie dwuwarto�ciowo�ci i logikach wielowarto-

�ciowych, „Roczniki Filozoficzne” 29 (1981), z. 1, s. 9-14. Na dwojakie zastosowania matryc 
logicznych wskazywał J. Ło� we wst�pie do pracy O matrycach logicznych (Wrocław 1948): 
„u	ywane one bywaj� b�d
 w postaci sformalizowanej, tj. takiej, w której warto�ciom i funkcjom 
matrycy nie nadaje si� 	adnej interpretacji, b�d
 w postaci półintuicyjnej. To ostatnie post�po-
wanie, zastosowane do systemów algebraicznych, jest cz�sto równowa	ne interpretacji tych 
systemów w pewnej klasie przedmiotów” (s. 5). 
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gania, czy dane wyra	enie jest tez� systemu, a tak	e wygodny sposób dowo-
dzenia niesprzeczno�ci systemu. Dlatego po to narz�dzie si�gaj� autorzy ró	-
nych systemów logicznych, w tym tak	e systemów logik epistemicznych.  

1. FORMALIZACJA FUNKCJI INTENSJONALNYCH 

SYSTEM J. ŁOSIA2

  

 Na pocz�tku naszych rozwa	a� przypomnijmy dokonania J. Łosia z lat 
czterdziestych. Ło� konstruuje wówczas dwa do�� podobne systemy: jeden – 
logiki epistemicznej, drugi – przeznaczony jako podstawa logicznej analizy 
kanonów Milla, formalizuj�cy „pewien fragment j�zyka fizykalnego”3. W obu 
matryce wielowarto�ciowe odgrywaj� wa	n� rol�.  
 Celem artykułu Logiki wielowarto�ciowe a formalizacja funkcji intensjo-

nalnych było wykazanie, 	e formalna analiza wyra	e�, w których wyst�puj�
w sposób istotny funktory nieekstensjonalne, a których wzorcowym przed-
stawicielem jest np. „x uznaje, 	e ...”, jest mo	liwa4. W przedstawionym tam 
systemie funktor epistemiczny jest charakteryzowany za pomoc� nast�pu-
j�cego układu aksjomatów: 
(L1)  Lx p � ~Lx (~p); ka	dy, kto stoi w obliczu pary zda� sprzecznych 

musi jedno z nich uzna�, a drugie odrzuci�; 
(L2.1) Lx ((p � q) � ((q � r) � (p � r))) 
(L2.2) Lx ((~p � p) � p) 
(L2.3) Lx (p � (~p � q)) 
Wszyscy uznaj� trzy aksjomaty klasycznego rachunku zda�. 
(L3)  Lx (p � q) � (Lx p � Lx q) Wszyscy ludzie stosuj� reguł� odry-

wania. 
(L4)   (∀x) Lxp � p  Zdanie uznawane przez wszystkich ludzi jest 

prawdziwe. 
(L5)  Lx Lx p � Lx p  X uznaje zdanie „uznaj�, 	e p” wtw gdy x uznaje p. 
Reguły: podstawiania, odrywania, reguły dla kwantyfikatorów. 

2 Niektóre z poni	szych uwag na temat systemu Łosia były zaprezentowane podczas kon-
ferencji z okazji pi��dziesi�ciolecia „Studia Logica” w M�dralinie w pa
dzierniku 2003 r. w po-
staci referatu J. Ło�’s Systems and Contemporary Logic of Belief. 

3 J. Ł o �, Podstawy analizy metodologicznej kanonów Milla, „Annales Universitatis Mariae 
Curie-Skłodowska”, sectio F, vol. II (1949), nr 5, s. 269-301. 

4 To znaczy: nie prowadzi do sprzeczno�ci. 
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 Nieekstensjonalno�ci funktora L Ło� dowodzi poprzez wykazanie, 	e tez�
systemu nie jest wyra	enie (F1): (p � q) � ((q � p) � (Lxp � Lxq)). Ło�
przedstawia interpretacj� funktora L za pomoc� matrycy wielowarto�ciowej 
skonstruowanej w nast�puj�cy sposób:  

L A B 

0 0 0 

 1 0 

� 0 1 

1 1 1 

Litery A, B reprezentuj� dwa podmioty poznaj�ce (wystarczy przyj�cie dwóch 
podmiotów dla wykazania nieekstensjonalno�ci funktora L; liczba podmio-
tów poznaj�cych jest w tym systemie dowolna – w tym sensie system nie 
wymaga zało	e� egzystencjalnych). Podmioty te mog� zgadza� si� lub nie 
w jakiej� kwestii, przy czym zdanie b�d�ce przedmiotem ich uznawania mo-
	e by� prawdziwe lub fałszywe (jednak kwestia prawdziwo�ci lub fałszy-
wo�ci zda� nie jest brana pod uwag�). Ze wzgl�du na uznawanie przez A i B
mo	na podzieli� wszystkie zdania na cztery podzbiory: do pierwszego nale	�
zdania nie uznawane przez 	aden z podmiotów, do drugiego – uznawane 
przez A, a nie uznawane przez B itd. Warto�ci matryc trzeba wi�c inter-
pretowa� w sposób epistemiczny: 1 – „p jest uznawane przez oba podmioty”, 
� – „p jest uznawane przez B, ale nie przez A” itp. Matryce implikacji 
i negacji powstaj� z mno	enia zwykłych matryc dwuwarto�ciowych, czyli 
maj� posta�: 

� 0  � 1 ~ 

0 1 1 1 1 1 

 � 1 � 1 �

�   1 1 

1 0  � 1 0 

Warto tu wskaza�, 	e trudno jest interpretowa� od strony intuicyjnej takie 
matryce (zwłaszcza matryc� negacji). Je�li bowiem warto�ci tabeli odnosz�
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si� do uznawania (odrzucania) zda� przez poszczególne podmioty, to jak 
nale	y rozumie� fakt, i	 ~ = �? Wszak  = „A uznaje p i B nie uznaje p”; 
nie jest tak, 	e („A uznaje p i B nie uznaje p”) powinno wówczas rozkłada�
si� (zgodnie z prawem de Morgana) na trzy mo	liwo�ci, a nie tylko na jedn�, 
to znaczy, 	e „A nie uznaje p i B uznaje p”! Tak wi�c albo wielowarto�ciowa 
charakterystyka funktorów budzi zastrze	enia intuicyjne, albo winna by�
traktowana jako zabieg czysto formalny. 
 Powy	sze matryce umo	liwiaj� wykazanie, 	e }F1. Wszystkie tezy sys-
temu spełniaj� te matryce, podczas gdy wyra	enie F1 ich nie spełnia (dla 
p = , q = 0, x = A przyjmuje warto�� ), a wi�c funktor L jest nieeksten-
sjonalny, przy czym 
ródłem jego nieekstensjonalno�ci jest niewyst�powanie 
w systemie zało	enia o indywidualnie poj�tej nieomylno�ci podmiotu; cha-
rakteryzowany przez aksjomaty podmiot jest, przeciwnie, silnie omylny, 
albowiem jego przekonania s� zupełne (zakłada si� dwie postawy wzgl�dem 
zdania: uznawanie, odrzucanie)5. 
 Mo	na powiedzie�, 	e system Łosia jest systemem logiki silnych prze-
kona�, a nie logiki wiedzy. Przy tym jest to system wielowarto�ciowy w tym 
sensie, 	e mo	na na jego gruncie np. zdefiniowa� inne ni	 dwuwarto�ciowe 
funktory jednoargumentowe; przykładem takiej definicji jest definicja funk-
tora „Jest sporne, 	e”. 

Sp = df ∃x ∃y (Lx p ∧ Ly (~p)) 

5 Podobnej techniki interpretacji funktorów u	ył J. Ło� we wskazanym ju	, drugim, mniej 
znanym artykule, po�wi�conym analizie logicznej kanonów Milla. Pierwsze cztery z wprowadzo-
nych tam aksjomatów charakteryzuj�cych „fragment j�zyka fizykalnego” maj� posta� paraleln�
do aksjomatów dla uznawania: 

(A1) Ut1 (~p) � ~Ut1p: 
(A2.1) Ut1 ((p � q) � ((q � r) � (p � r))) 
(A2.2) Ut1 (~p � p) � p) 

(A2.3) Ut1 (p � (~p � q)) 
(A3) Ut1 ((p � q) � (Ut1p � Ut1q) 
(A4)  (∀t1) Ut1p � p

Wyra	enie „Ut1p” (zmienne t1, t2,... reprezentuj� kategori� momentów czasowych) czytamy: 
„p zachodzi w chwili t1”, a sens powy	szych aksjomatów jest nast�puj�cy: (A1): Powiedzie�, 	e 
w chwili t1 zachodzi zaprzeczenie p, to tyle, co powiedzie�: nieprawda, 	e w chwili t1 zachodzi p; 
(A2): aksjomaty Łukasiewicza s� prawdziwe w ka	dej chwili; (A3): Je	eli w chwili t1 zachodzi 
implikacja p � q, to je�li w t1 zachodzi p, to w t1 zachodzi i q; (A4): Je�li p zachodzi w ka	dej 
chwili, to p jest tez� systemu. Por. Ł o �,  Analiza metodologiczna, s. 280.  
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 Jak wida� z powy	szych rozwa	a�, zastosowanie matryc wielowarto�cio-
wych w systemie Łosia ma charakter formalny; jego celem jest wykazanie 
pewnych formalnych własno�ci funktorów; interpretacja warto�ci matryc 
pokazuje, 	e nie mo	na ich traktowa� jako odnosz�cych si� do warto�ci 
logicznych; co najwy	ej mo	na te warto�ci odnosi� do binarnego podziału: 
uznawanie – odrzucanie. 

2. WIELOWARTO�CIOWE SYSTEMY Z FUNKTORAMI EPISTEMICZNYMI. 

SYSTEM LOGIKI EPISTEMICZNEJ NGOC DUC HO

 Chocia	 Jan Łukasiewicz, konstruuj�c swe logiki trójwarto�ciowe, dekla-
rował podej�cie ontologiczne, zakładał de facto pewien epistemiczny punkt 
wyj�cia. Jedyna bowiem daj�ca si� utrzyma� interpretacja intuicyjna warto�ci 
matryc tej logiki nie zakłada, jak chciał Łukasiewicz, podziału zda� na praw-
dziwe, fałszywe i „mo	liwe”, ale podział zda� na uznane za prawdziwe, uznane 
za fałszywe i nie uznane ani za prawdziwe, ani za fałszywe6. Ów, maj�cy 
charakter pragmatyczny (epistemiczny), podział zda� ze wzgl�du na trzy ró	ne 
postawy epistemiczne, stał si� podstaw� wykorzystania trójwarto�ciowego sys-
temu Łukasiewicza przez Ngoc Duc Ho w jego systemie logiki epistemicznej7. 
 Podstawowe zało	enia systemu s� nast�puj�ce. Podmiot mo	e akcepto-
wa� b�d
 nie akceptowa� pewnych wypowiedzi j�zykowych; podstaw� dla 
akceptacji (dezakceptacji) jest zdolno�� podmiotu do uzasadnienia owej ak-
ceptacji; podmiot mo	e si� myli� (lub mie� słuszno��) dokonuj�c akceptacji 
danej wypowiedzi. Podmiot x wie w chwili t, 	e p, (na podstawie tych za-
ło	e�) wtedy, gdy x jest przekonany, 	e p i posiada wystarczaj�co mocne 
kognitywne podstawy, by uzasadni� to przekonanie. Jak wida� z powy	sze-
go okre�lenia, dla posiadania tak okre�lonej „wiedzy” podmiot nie musi by�
„nieomylny”, tzn. nie ka	de zdanie „znane” przez x-a musi by� prawdziwe; 
mamy tu zatem raczej okre�lenie przekonania, a nie wiedzy (której pierw-
szym warunkiem według klasycznej definicji wiedzy jest prawdziwo��)8. 

6 Por. B o r k o w s k i, Kilka uwag, s. 13-14; M. L e c h n i a k, Interpretacje warto�ci matryc 

logik wielowarto�ciowych, Lublin 1999. 
7 Por. N g o c  D u c  H o, Ein System der epistemischen Logik, [w:] W. S t e l z n e r  (hrsg.), 

Philosophie und Logik, Berlin 1993, s. 205-214. 
8 Jest to �wiadomie zakładane przez Ngoc Duc Ho: „wiedza jest cz�sto uto	samiana z praw-

dziwym uzasadnionym przekonaniem. Takie poj�cia wiedzy z góry zakładały teori� prawdy, co 
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Dalsze zało	enia co do natury podmiotu epistemicznego to: podmiot nie 
musi zna� wszystkich praw logiki; czasem mo	e nie by� zdolny do roz-
strzygni�cia, czy dana wypowied
 jest logicznie poprawna; nie musi te	 do-
strzega� wszystkich konsekwencji logicznych danego zdania. 
 Dla wyra	enia powy	szych zało	e� Ngoc Duc Ho konstruuje system lo-
giczny z tzw. funktorami zewn�trznymi i funktorami wewn�trznymi9. Zakłada 
si� tu dwa j�zyki: j�zyk wewn�trzny, w którym podmiot formułuje swe prze-
konania oraz j�zyk zewn�trzny, w którym wypowiadamy si� na temat prze-
kona� 	ywionych przez x-a. Ten ostatni jest j�zykiem klasycznego rachunku 
zda� wzbogaconym o funktor K („Kxp” = „x wie, 	e p”). Natomiast j�zyk 
wewn�trzny to j�zyk logiki trójwarto�ciowej Łukasiewicza. Podstawowym in-
tuicyjnym motywem wyboru tego j�zyka była ta jego cecha, 	e dla trzeciej 
warto�ci zdanie i jego negacja s� równowa	ne. Ów fakt, dyskredytuj�cy logik�
Łukasiewicza jako odnosz�c� si� do zwi�zków wyst�puj�cych w �wiecie, Ho 
interpretuje epistemicznie w ten sposób, 	e gdy x nie uznaje ani p, ani nie-p
(a jak pami�tamy, uznawanie nie jest zwi�zane bezpo�rednio z prawdziwo�ci�
zdania, ale z jego „uzasadnialno�ci�”), „wtedy mo	liwe s� dwa przypadki. 
Albo x nie posiada argumentów na to, by uznawa� p b�d
 by uznawa� nie-p, 
albo te	 posiada równowa	ne argumenty zarówno dla uznania p, jak i nie-p. 
Dlatego nie uznaje 	adnego przypadku, czyli nie jest tak, 	e Kxp i nie jest tak, 
	e Kx (nie-p). W tym wypadku wypowiedzi p i nie-p w pewnym sensie s� dla 
x-a równowa	ne i mo	emy przyj��, 	e x jest tego �wiadomy. Innymi słowy x
wie, 	e p i nie-p s� epistemicznie równowa	ne”. 

J � z y k  s y s t e m u: 

– stałe logiczne: ~ , ⊃ , ¬, �  
– zmienne zdaniowe: p, q, r
– „~�”, „� ⊃ �” s� wyra	eniami systemu. 
 Je�li � jest wyra	eniem, to „K�” jest formuł�; je�li G, H s� formułami, to 
i „¬G”, „G � H” s� formułami. 

w mojej opinii nie jest konieczne. W moim systemie z wiedzy nie wynika prawda, ale dosta-
tecznie ugruntowane przekonanie” (zob. N g o c  D u c  H o, Ein System, s. 205). 

9 Prekursorem takiego podej�cia był A. Boczwar, stosuj�cy takie podwójne funktory w swej 
logice paradoksu; podobne rozwi�zanie mamy u Kleenego. 
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A k s j o m a t y  s y s t e m u: 

Aksjomaty i reguły klasycznego rachunku zda�. 
A1. K(q ⊃ (p ⊃ q)) 
A2. K((p ⊃ q) ⊃ ((q ⊃ r) ⊃ (p ⊃ r)) 
A3. K(((p ⊃ ~p) ⊃ p) ⊃ p) 
A4. K((~q ⊃ ~p) ⊃ (p ⊃ q) 
A5. K(p ⊃ ~p) � ¬Kp

A6. Kp ∨ K ~p ∨ K(p � ~p) 

R e g u ł y: podstawiania, odrywania,  
 reguła ER: K(p ⊃ q) 

Kp 

     Kq. 

D e f i n i c j e:  

– koniunkcja wewn�trzna: p & q = df ~(p ⊃ ~q) 
– alternatywa wewn�trzna: p # q = df ~p ⊃ q

– równowa	no�� wewn�trzna: p � q = df (p ⊃ q) & (q ⊃ p) 
 Analogicznie (tylko za pomoc� „zewn�trznej” negacji i implikacji) defi-
niujemy „zewn�trzn�” koniunkcj� (∧), alternatyw� (∨) i równowa	no�� (Ω). 

W y b r a n e  t e z y:  

Kp ∨ Kq � K(p # q) 
Kp ∧ Kq Ω K(p & q) 
K(p � q) � (Kp Ω Kq) 
Kp � ¬K(~p) 
K(p � ~p) � ¬Kp

K(p � ~p) � ¬K(~p) 

 Aksjomaty systemu stwierdzaj� wi�c, co nast�puje: dla funktorów zewn�trz-
nych obowi�zuj�cy jest klasyczny rachunek zda�. A1-A4 stwierdzaj�, 	e pod-
miot zna aksjomaty trójwarto�ciowego systemu Łukasiewicza Ł3. A5 stwier-
dza, i	 je�li podmiot wie, 	e zdanie implikuje swoj� negacj�, to podmiot nie 
wie, 	e p. W ko�cu A6 postuluje trzy postawy epistemiczne podmiotu: „wie, 
	e p”, „wie, 	e nie-p” oraz „wie, 	e p jest epistemicznie równowa	ne nie-p”. 
Z kolei reguła ER to epistemiczny odpowiednik Modus Ponens. 
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 Konsekwencje intuicyjne takiego rozstrzygni�cia s� nast�puj�ce: 
 a) Celem przyj�cia dwóch j�zyków jest wyra
ne odró	nienie dwóch ty-
pów opisów. J�zyk zewn�trzny to j�zyk działa� „ekstraspekcyjnych” pod-
miotu – podmiot zachowuje si� binarnie: wie, 	e p albo nie wie, 	e p. J�zyk 
za� wewn�trzny dotyczy stanów przekonaniowych podmiotu. Przyj�cie dwóch 
j�zyków powoduje jednak pewn� niedogodno�� w opisie podmiotu. Nie 
mo	na bowiem w owym j�zyku wyra	a� tez dotycz�cych autodiagnostycz-
nych przekona� podmiotu (np. nie mo	na stwierdzi�, i	 je�li x wie, 	e on 
wie, 	e p, to x wie, 	e p: KKp � Kp ze wzgl�du na wykluczenie z j�zyka 
wyra	e� postaci KKp (iterowanych modalno�ci epistemicznych)): musimy 
zało	y�, 	e podmiot nie jest „introspekcyjny”. Jest to powa	ne ograniczenie, 
poniewa	 zdaniowy argument funktora „wie, 	e” dotyczy cz�sto wiedzy czy 
to jednego podmiotu, czy wielu podmiotów: np. „Jan wie, 	e Paweł wie, 	e 
Jan nie wie, 	e p”. J�zyk omawianego systemu dopuszcza tylko wiedz�
„przedmiotow�”. 
 b) Zało	enie trójwarto�ciowej logiki wewn�trznej miało za cel uzale	nie-
nie uznawania zda� nie od ich prawdziwo�ci, ale od uzasadnienia10. Nie jest 
jasne, jak t� zale	no�� nale	y rozumie�. Trudno bowiem wyobrazi� sobie, 	e 
kto� wie, 	e p, wtedy gdy p nie jest prawdziwe. Poniewa	 faktycznie w�ród 
tez nie ma 	adnej wyra	aj�cej (cho�by bardzo osłabion�) „nieomylno��” 
podmiotu, trzeba stwierdzi�, 	e funktora K nie mo	na odczytywa� jako „wie, 
	e”. Natomiast rodzim� logik� podmiotu poznaj�cego nie jest logika kla-
syczna, ale logika dewiacyjna11. Zmienne w tej logice reprezentuj� ju	 nie 
stany rzeczy, ale przekonania o stanach rzeczy (stany rzeczy jako poznane)12. 
Poprzedzanie takiego zdania funktorem epistemicznym K wydaje si� re-
dundantne („x wie, 	e jakie� zdanie jest przez niego uznane”). �eby wi�c 
unikn�� owej redundancji, a przy tym zachowa� intencje autora systemu, 
trzeba funktor K odczytywa� nie jako „wie, 	e”, ale raczej „zna uzasadnie-
nie” (wówczas Kp = „Podmiot uznaje przekonanie p i zna jego uzasadnie-

10 Zwi�zki mi�dzy wiedz� a uzasadnieniem i prawdziwo�ci� s� szeroko dyskutowane w: 
W. L e n z e n, Recent work in epistemic logic, Amsterdam 1978, s. 17-34. 

11 Poniewa	 omawiany autor wykorzystuje „gotowy” system logiki trójwarto�ciowej, czyni to 
niejako „z całym dobrodziejstwem inwentarza”, czyli tak	e ze wszystkimi ci�	arami zarzutów, 
które stawiano w historii logiki temu rachunkowi. 

12 Por. wcze�niej wskazywane uwagi np. Borkowskiego na temat rozumienia zmiennych 
w systemie Ł3. 
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nie”)13. Innym celem wprowadzenia trójwarto�ciowo�ci było, w intencji Ngoc 
Duc Ho, ograniczenie zało	enia o tzw. logicznej wszechwiedzy x-a (tzn. za-
ło	enia, 	e podmiot zna wszystkie tezy logiki klasycznej). W omawianym 
systemie podmiot nie zna wszystkich tez KRZ, ale jest „wszechwiedz�cy” 
w zakresie logiki trójwarto�ciowej; jest to, oczywi�cie, z punktu widzenia 
ograniczania zało	e� idealizacyjnych narzuconych na uznaj�cy podmiot, 
rozwi�zanie niezadowalaj�ce i w pó
niejszych swoich artykułach Ngoc Duc 
Ho je porzuca14. 
 c) Ciekawy sens ma aksjomat A5. K(p ⊃ ~p) � ¬Kp; mo	na go odczyta�: 
je�li podmiot wie, 	e przekonanie p poci�ga swoj� negacj�, to ów podmiot 
nie wie, 	e p (p nie nale	y do jego wiedzy). Implikacja p ⊃ ~p natychmiast 
przywodzi na my�l Łukasiewicza definicj� mo	liwo�ci z systemu Ł3 
(Mp = df (~p ⊃ p), czyli p ⊃ ~p � M ~p); a zatem, je�li mo	liwe (episte-
micznie?) jest nie-p, to podmiot nie wie (nie uznaje za uzasadnione), 	e p. 
Z kolei aksjomat A6 stwierdza istnienie trzech postaw epistemicznych (wprost 
odpowiadaj�cych trzem warto�ciom logicznym zdania, które jest przedmio-
tem aktywno�ci epistemicznej podmiotu); podmiot zna uzasadnienie prze-
konania p, zna uzasadnienie przekonania ~p albo te	 nie zna uzasadnienia 
przekonania p. 
 d) Podstawowym zarzutem, który postawiono pod adresem Łukasiewi-
czowskiego systemu logiki trójwarto�ciowej było, 	e w systemie tym ko-
niunkcja p & q (dla q � ~p) i koniunkcja p & ~p dla warto�ci ½ s� równo-
wa	ne, podczas gdy, jak wskazywano, cho� mo	na dopu�ci� warto�� ½ dla 
pierwszej z nich, druga z koniunkcji powinna by� bezwzgl�dnie odrzucona 
(powinna przyjmowa� warto�� 0); jednak	e wówczas koniunkcja winna by�
funktorem nieekstensjonalnym. Czy podobny zarzut mo	na postawi� tutaj? 
Wydaje si�, 	e nie. W systemie tym bowiem warto�ci tabelki nie reprezen-
tuj� warto�ci logicznych zda�, ale to, czy zdanie jest uzasadnione (co chy-
ba mo	e oznacza� tyle, 	e zostało ono poddane z wynikiem pozytywnym 
pewnej procedurze „lustracyjnej”). Poniewa	 tez� Ł3 jest wyra	enie: (p �

~p) & (q � ~q) ⊃ (p � q), wi�c tez� naszego systemu jest K(p � ~p) ∧

13 Dla formuł typu K(p � ~p) K wyra	ałoby uzasadniony pogl�d podmiotu, 	e przekonanie p
jest nieuzasadnione (p jest epistemicznie równowa	ne ~p). 

14 Por. N g o c  D u c  H o, Logical Omniscience vs. Logical Ignorance. On a Dillema of Epi-

stemic Logic, [w:] C. P. P e r e i r a, N. M a m e d e  (eds), Progress in Artificial Intelligence, Hei-
delberg 1995, s. 237-248, gdzie autor omawia ró	ne strategie ograniczenia tezy o logicznej 
wszechwiedzy. 
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K(q � ~q) � K(p � q). Mo	na to czyta�, 	e wszystkie zdania nieuzasadnione 
s� epistemicznie równowa	ne i jako takie nie mog� by� uznane. Dlatego i ko-
niunkcja takich zda� ma warto�� 1/2. Musimy tylko pami�ta�, 	e zmienne re-
prezentuj� tu nie zdania o stanach rzeczy, ale zdania wyra	aj�ce przekonania; 
jedyn� racj� dla uznawania jest nie prawdziwo��, ale posiadanie „uzasadnienia”.  
 Mo	na w tym miejscu zapyta�: Jaki jest po	ytek z umieszczania funktora 
epistemicznego w kontek�cie wielowarto�ciowym? Czy system ten ma opi-
sywa� wiedz� jakiego� podmiotu ludzkiego czy maszyny? 

3. WIELOWARTO�CIOWY SYSTEM 

BEZ FUNKTORÓW EPISTEMICZNYCH. 

N. BELNAPA LOGIKA DLA KOMPUTERA

  

 Podobny do systemu Ngoc Duc Ho sposób epistemizuj�cego u	ycia logik 
wielowarto�ciowych zastosował kilkana�cie lat wcze�niej Nuel Belnap. W ar-
tykułach15 publikowanych w latach siedemdziesi�tych XX wieku Belnap ana-
lizował zastosowanie tych logik do charakterystyki zawarto�ci inferencyjnej 
bazy danych. Taka baza danych mo	e zawiera� zdania (dane) sprzeczne. 
 Zało	enia przyj�te przez Belnapa s� nast�puj�ce: 
 a) Podmiotem dokonuj�cym rozumowa� jest „komputer”, czyli sztuczny pro-
cesor informacji. W konsekwencji nie trzeba liczy� si� z zarzutem, 	e u	yta do 
analizy zawarto�ci jego bazy danych logika wielowarto�ciowa nie jest „rodzi-
ma” dla komputera, gdy	 nie ma on „przyzwyczaje�” dwuwarto�ciowych. 

15 Por. N. B e l n a p. How a Computer Should Think?, [w:] G. R y l e  (ed.), Contemporary 

Aspects of Philosophy,  Stockfield 1976, s. 30-56; t e n 	 e, A Useful Four-Valued Logic, [w:] 
J. M. D u n n, G. E p s t e i n  (ed.), Modern Uses of Multiple-Valued Logic, Dordrecht 1977, s. 5-
37. (Ró	ne zastosowania logik opartych na kracie FOUR, b�d�cej podstaw� logiki Belnapa, 
przedstawia K. Misiuna w pracy Poj�cie prawdy w j�zyku naturalnym, Warszawa 2003; por moj�
recenzj� tej ksi�	ki zamieszczon� w „Rocznikach Filozoficznych” 2006 nr 1, s. 257-265). W tym 
artykule ograniczymy si� do wst�pnej, wielowarto�ciowej fazy artykułów Belnapa dotycz�cej 
działania komputera, gdy na jego wej�ciu pojawiaj� si� zdania proste. Sytuacja opisana poni	ej 
komplikuje si�, gdy w�ród danych wej�ciowych wyst�pi� zdania zło	one, np. postaci p ∨  q; 
wówczas opis takiego stanu wej�ciowego musi dokonywa� si� za pomoc� nie jednego warto�-
ciowania, ale zbioru warto�ciowa�. Taki opis przypomina semantyk� mo	liwych �wiatów i jest 
rozwini�ty w Modern Uses. Referat podstaw systemu Belnapa przedstawiony został w mojej 
pracy Interpretacje warto�ci matryc logik wielowarto�ciowych (s. 117-130), jednak	e dla wygody 
czytelnika krótko przypominam jego podstawowe punkty. 
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 b) Komputer otrzymuje od ró	nych informatorów dane, na podstawie 
których mo	e dokonywa� inferencji. Wszyscy informatorzy musz� by� trak-
towani jako jednakowo wiarogodni, ale o 	adnym z nich nie mo	na zało	y�, 
	e jest nieomylny (informator mo	e zmienia� pogl�dy z upływem czasu albo 
informatorami mo	e by� kilkoro omylnych ludzi wprowadzaj�cych dane). 
Istotne jest tu zało	enie, 	e nie ma pojedynczego, nieomylnego 
ródła da-
nych, natomiast dane pochodz� z wielu niezale	nych 
ródeł. Do tego sprzecz-
no�ci mi�dzy danymi nie musz� by� jawne; mog� wyst�powa� sprzeczno�ci 
nie wykryte. Dlatego komputer musi by� przygotowany na niebezpiecze�-
stwo sprzeczno�ci. W dwuwarto�ciowej logice sprzeczno�� jest „dedukcyjnie 
płodna”; sprzeczno�� infekuje (zara	a) cały system. W konsekwencji system 
logiki dwuwarto�ciowej dla tak opisanego komputera nie mo	e by� stoso-
wany. Zgodnie z prawem przepełnienia zdania sprzeczne implikuj� dowolne 
zdanie. W systemie dla komputera prawo przepełnienia nie mo	e by� zacho-
wane, tzn. mimo sprzeczno�ci komputer winien dostarcza� „sensownych”16

odpowiedzi na pytania, a zatem aby zachowa� jak najwi�cej nale	�cych do 
bazy danych informacji. 
 c) Nie istnieje mechanizowalna procedura dokonywania rewizji przeko-
na� w obliczu sprzeczno�ci17. Komputer mo	e wi�c jedynie przyj�� do wia-
domo�ci fakt wyst�pienia sprzeczno�ci i zda� z tego faktu relacj� bez mo	li-
wo�ci pozbycia si� tej sprzeczno�ci. Konsekwencj� tego jest nast�pne zało-
	enie, 	e 
 d) Komputer mo	e odpowiada� na pytania jedynie na podstawie tego, 
o czym został poinformowany, a nie tego, co mógłby „uzna�” na bazie tych 
danych; np. je�li komputer wie, 	e został poinformowany, i	 jest tak oraz nie 
tak, składa z tego raport; dzi�ki czemu mo	na rozpozna� fakt wyst�pienia 
sprzeczno�ci mi�dzy danymi. 
 Powy	sze zało	enia prowadz� do stwierdzenia, 	e chocia	 ka	de ze zda�
jest logicznie dwuwarto�ciowe, to jednak owa dwuwarto�ciowo�� nie ma 
znaczenia dla komputera w tym sensie, 	e nie mo	e on sam takiej warto�ci 

16 Sensownych w tym znaczeniu, 	e odpowied
 na zadane komputerowi pytanie nie b�dzie 
dowolnym zdaniem dobrze zbudowanym w j�zyku systemu, lecz „faktycznie” b�dzie podykto-
wana zadanym pytaniem (b�dzie zawiera� ustosunkowanie si� do zało	enia pytania).  

17 Na fakt ten zwracaj� uwag� logicy buduj�cy systemy zmiany przekona�. Istnieje wiele 
ró	nych (podyktowanych racjami pozalogicznymi) strategii rewizji przekona�. Por. P. G ä r -
d e n f o r s, Knowledge in Flux. Modelling the Dynamics of Epistemic States, Cambridge, MA, 
London 1988. 
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logicznej przypisa� zdaniu (nie ma poznawczego kontaktu ze �wiatem). 
Jedynie mo	e on zosta� poinformowany (lub nie) o warto�ci logicznej zda-
nia. Ka	de wi�c zdanie pojawiaj�ce si� na wej�ciu komputer zaznacza jako 
„nazwane prawdziwym” (gdy zdanie pojawia si� jako stwierdzone), „na-
zwane fałszywym” (gdy zdanie pojawia si� jako odrzucone) lub te	 nie za-
znacza (gdy do zdania nie jest doł�czona 	adna informacja). Mamy wi�c tu 
cztery warto�ci epistemiczne zdania: „wył�cznie nazwane prawdziwym” (T), 
„wył�cznie nazwane fałszywym” (F), „nazwane zarazem prawdziwym i fał-
szywym” (Both – ta sytuacja ma miejsce, gdy z jednego 
ródła komputer 
otrzymał informacj� o prawdziwo�ci zdania, a z drugiego o jego fałszywo�ci 
albo gdy posiadaj�c informacj� o prawdziwo�ci (fałszywo�ci) zdania kom-
puter otrzymał informacj� o jego fałszywo�ci (prawdziwo�ci)) oraz „ani nie 
nazwane prawdziwym, ani nie nazwane fałszywym” (None). Jak wida�, to 
samo zdanie mo	e by� raz nazwane prawdziwym, a innym razem nazwane 
fałszywym. Dlatego Belnap odró	nia „wył�cznie nazwane prawdziwym” (T) 
od „co najmniej nazwane prawdziwym” (komputer doda do zdania etykiet�
„nazwane co najmniej prawdziwym” zarówno wtedy, gdy zdanie jest zazna-
czone przez T jak i przez Both); podobnie jest z „wył�cznie nazwane fałszy-
wym” i „co najmniej nazwane fałszywym”. Je�li wi�c np. p pojawiło si� na 
wej�ciu jako stwierdzone, komputer dodaje T, je�li p było wcze�niej zazna-
czone jako None, Both – gdy wcze�niej p było zaznaczone jako F, a pozo-
stawia zaznaczenie bez zmiany, gdy wcze�niej było T lub Both. Warto�ci 
epistemiczne mo	na uporz�dkowa� logicznie od F poprzez Both i None a	
do T (Both i None s� jakby po�rednikami pomi�dzy F a T), oraz ze wzgl�du 
na ilo�� informacji o warto�ci zda� – wówczas „najgorsz�” warto�ci� episte-
miczn� jest None (nie mamy 	adnej informacji o warto�ci zdania), „najlep-
sz�” za� jest Both (mamy „za du	o” informacji o warto�ci zdania). Na pod-
stawie tych ustale� mo	na poda� nast�puj�ce tabelki dla epistemicznie rozu-
mianych funktorów koniunkcji, alternatywy i negacji: 

p ~p 

None None 

F T 

T F 

Both Both 
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∧ None F T Both 

None None F None F 

F F F F F 

T None F T Both 

Both F F Both Both 

∨ None F T Both 

None None None T T 

F None F T Both 

T T T T T 

Both T Both T Both 

 Warto�ci matrycy dla negacji nie budz� (przy zało	eniu ich epistemicz-
nego rozumienia) w�tpliwo�ci. Je�li do zdania nie została doł�czona infor-
macja o jego warto�ci, nie została te	 doł�czona taka informacja do negacji 
tego zdania. Podobnie, je�li powiedziano „zbyt du	o” o warto�ci zdania, tak 
i o warto�ci jego negacji trzeba powiedzie� „zbyt wiele”.  
 W�tpliwo�ci budz� niektóre pozycje z matryc dla koniunkcji i alterna-
tywy; chodzi tu szczególnie o warto�ci: None ∧ Both = F oraz None ∨ Both

= T. Belnap podaje ró	ne uzasadnienia dla warto�ci matryc18; najbardziej 
intuicyjne z nich opiera si� na „klasycznych” zasadach dla koniunkcji i alter-
natywy. Zasady te mo	na sformułowa� w postaci dyrektyw: 
– Zaznacz p ∧ q jako „co najmniej prawdziwe” wtedy i tylko wtedy, gdy 

zarówno p jak i q s� zaznaczone jako „co najmniej prawdziwe”. 
– Zaznacz p ∧ q jako „co najmniej fałszywe” wtedy, gdy co najmniej jedno 

z nich jest zaznaczone jako „co najmniej fałszywe”.
– Zaznacz p ∨ q jako „co najmniej prawdziwe” wtedy, gdy co najmniej 

jedno z p, q jest zaznaczone jako „co najmniej prawdziwe”. 
– Zaznacz p ∨ q jako „co najmniej fałszywe” wtedy, gdy zarazem p, jak i q

s� zaznaczone jako „co najmniej fałszywe”. 

18 Por. B e l n a p, How a Computer, s. 34-42. 
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 Z powy	szych zasad wynika, 	e warto�ci matryc s� uwarunkowane od-
powiedziami na nast�puj�ce dwa pytania:  
 1) Czy p jest zaznaczone jako co najmniej fałszywe? (odpowied
: tak (t), 
nie (n)) 
 2) Czy p jest zaznaczone jako co najmniej prawdziwe? (t, n). 
 Wówczas 

p 1)  2) 

None n   n 

F t    n 

T n   t 

Both t    t 

a tabelka np. dla alternatywy jawi si� jako rezultat mno	enia dwóch tabel 0-1. 

∨ n, n t, n n, t t, t 

n, n n, n n, n n, t n, t 

t, n n, n t, n n, t t, t 

n, t n, t n, t n, t n, t 

t, t n, t t, t n, t t, t 

Przy takim rozumieniu warto�ci tabeli rzeczywi�cie Both (czyli t, t) ∨ None

(czyli n, n) = T (n, t). Jednak budzi to intuicyjne w�tpliwo�ci. Na przykład 
zdanie „Platon był na terytorium obecnego Iraku” b�dzie zaznaczone jako None

(nikt nie wie, czy jest prawdziwe czy fałszywe); zdanie „Irak posiadał bro� ma-
sowego ra	enia” zaznaczone jako Both (bo jedne 
ródła podaj�, 	e Irak bro� t�
posiadał, a inne, 	e Irak broni nie posiadał), natomiast alternatywa „Platon był 
na terytorium obecnego Iraku lub Irak posiadał bro� masowego ra	enia” b�dzie 
zaznaczona jako T (wył�cznie zaznaczona jako prawdziwa). A zatem informacja 
o kontrowersyjno�ci (sprzecznych informacjach na temat warto�ci drugiego ze 
zda�) zostaje „zagubiona”. W nast�pnym kroku bowiem mo	na powiedzie�, 	e 
np. koniunkcja „Bagdad jest stolic� Iraku i (Platon był na terytorium obecnego 
Iraku lub Irak posiadał bro� masowego ra	enia)” jest po prostu prawdziwa, cho�
jej drugi człon jest w najlepszym razie w�tpliwy.  
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 Wydaje si�, 	e wskazana trudno�� rzuca cie� na stosowalno�� systemu Bel-
napa. Zdanie zaznaczone jako Both nie powinno bra� udziału w inferencjach 
albo te	 jego konsekwencje powinny by� usuwane z bazy danych lub te	 kon-
sekwencje powinny nosi� „znami�” jego w�tpliwo�ci19. Postulat niesprzeczno�ci 
zbioru zda� uznawanych (przekona�) jest bowiem podstawowy dla jakiego-
kolwiek warto�ciowego zbioru informacji, a zdanie „przeinformowane” zdaje 
si� mie� warto�� równ� zdaniu, o którego warto�ci brak w ogóle informacji. Ta-
kie zrównanie warto�ci „nieklasycznych” prowadziłoby do matryc systemu Ł3. 

 Schemat wielowarto�ciowo�ci na pierwszy rzut oka jawi si� jako atrakcyjny 
ze wzgl�du na wyra	alno�� tez zwi�zanych z przekonaniami. S� bowiem trzy 
(zasadnicze) nastawienia epistemiczne, którym mo	na przyporz�dkowa� trzy 
warto�ci matryc (oczywi�cie warto�ci tych nie mo	na traktowa� jako logicz-
nych). Takie podej�cie zastosował Ngoc Duc Ho. Podobny model mamy u Bel-
napa (z czterema nastawieniami i czterema warto�ciami). Poniewa	 warto�ci 
matryc maj� charakter epistemiczny, nie ma powodu wprowadza� dodatkowo 
funktorów epistemicznych; wzorcowy tu jest system Belnapa. Jednak	e pode-
j�cie matrycowe ma te	 wady. Podstawow� jest to, 	e funktory epistemiczne 
maj� charakter nieekstensjonalny, a charakterystyka matrycowa jest ekstensjo-
nalna. I chocia	 np. Ło� wykazuje, 	e jego funktory s� nieekstensjonalne (nie-
ekstensjonalno�� zagwarantowana jest przez fakt, 	e ł�czy si� w jednej funkcji 
argument nazwowy z argumentem zdaniowym20), jednak ich intuicyjne rozu-
mienie jest dalekie od mo	liwo�ci zaakceptowania; system Łosia nie charakte-
ryzuje nawet wyidealizowanych ludzkich przekona�. Postuluje bowiem dwie 
postawy epistemiczne i co za tym idzie zupełno�� przekona�. Wad� systemów 
Belnapa i Ngoc Duc Ho jest fakt, 	e dopuszczaj� one sytuacj�, i	 w jednym 
zbiorze znajduj� si� zdania i ich negacje; fakt ten, jak pokazano odno�nie do 
systemu Belnapa, prowadzi do konsekwencji trudnych do zaakceptowania. War-
to podkre�li�, 	e we współcze�nie budowanych systemach zmiany przekona�
nie rezygnuje si� z oparcia tych systemów na logice klasycznej. 

19 Jednym z podstawowych zało	e� tzw. logik dynamicznych (np. D. Batensa czy A. Huntera) 
oraz systemów zmiany przekona� jest zało	enie o niesprzeczno�ci zbioru przekona�. Z kolei 
w logikach Kleenego czy Boczwara zastosowany jest warunek o infekuj�cym charakterze trzeciej 
warto�ci (interpretowanej jako paradoksalno�� czy nieokre�lono��). W systemie Belnapa  szcze-
gólny status zda� zaznaczonych w sposób sprzeczny zostaje zagubiony. Por. G. M a l i n o w s k i, 
Logiki wielowarto�ciowe, Warszawa 1990, s. 64-70. 

20 Por. Ł o �, Logiki wielowarto�ciowe, s. 77. 
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MANY VALUES AND EPISTEMIC CONCEPTS 

S u m m a r y 

The paper presents several attempts to express intuition concerning the understanding of 
knowledge and conviction by means of the conceptual apparatus of many-valued logic. J. Ło�’s 
pioneer system has been presented here, the system constructed by Ngoc Duc Ho, in which the 
internal logic in this system is used by the knowing subject as the three-valued logic of 
Łukasiewicz and the third logical value is understood as “unjustified”, and the four-valued 
system of N. Belnap, the system that allows for the occurrence of propositions which are 
evaluated both as true and false. 

Translated by Jan Kłos 
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